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AAN  DEN  LEZER. 


Ingevolge  de  belofte ,  door  mij  gedaan  in  het  voorbericht  van 
het  tweede  deel  mijner  Theorie  der  Algemeene  Rekenkunde,  ver- 
schijnt thans  van  mijne  hand  eene  Theorie  der  Algebra ,  bij  wier 
samenstelling  ik ,  even  als  bij  het  zoo  even  aangehaalde  werk , 
getracht  heb ,  om  in  een  beperkt  bestek  zooveel  zaken  samen  te 
vatten»  als  maar  eenigszins  mogelijk  was,  zonder  ergens  het 
logisch  verband  nit  het  oog  te  verliezen,  of  van  de  leidende 
gedachte  af  te  wijken.  Want ,  was  ook  mijn  doel ,  den  Lezer 
in  een  betrekkelijk  korten  tijd  op  eene  zekere  hoogte  te  brengen, 
steeds  zweefde  mij  daarbij  de  waarheid  voor  den  geest,  dat  de 
Wiskunde,  meer  dan  eenige  andere  wetenschap ,  moet  dienen  tot 
ontwikkeling  van  het  verstand ,  tot  scherping  van  het  oordeel 
en  dat  noch  de  eene,  noch  de  andere  verkregen  worden,  door 
sprongen  te  maken  en  in  eens  te  veel  van  den  geest  te  vergen ; 
maar  dat  zjj  beide  het  gevolg  zijn  vaneen  geleidelijken,  daarom 
zekeren  vooruitgang.  Nergens  ben  ik  dan  ook  —  al  bleef  mijn 
streven  in  een'  zoo  kort  mogelijken  tijd  een  goed  end  wegs  af  te 
leggen ,  —  luchtigjes  over  de  zaken  heen  geloopen ;  nergens  heb 
ik  maar  eventjes  aangestipt,  wat  uitvoerige  behandeling  ver- 
eischte ;  maar  ook  nergens  heb  ik  mij  langer  opgehouden ,  dan 
mij  volstrekt  noodzakelijk  toescheen.  —  De  jonge  lieden  onzer 
dagen  hebben  den  tijd  niet,  om  eiken  regel,  dien  zij  geleerd 
hebben ,  *einzuüben"  door  een  honderd  of  vijf  vraagstukken  ter 
toepassing;  het  pad,  dat  zij  hebben  af  te  leggen,  is  lang;  en 
dat  de  meesten  vermoeid  en  uitgeput  halfweg  al  blijven  rusten, 
zelden   den  moed  hebben  verder  te  gaan,  en   vaak  op  hunne 
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schreden  terugkeeren,  is  nog  al  dikwijls  de  schuld  van  het 
leerboek,  dat  hen  te  lang  in  lager  sfeeren  houdt;  dat  hunnen 
geest  te  veel  gewent  aan  het  kruipen ,  om  zich  ooit  weder  tot 
eene  zekere  hoogte  op  te  heffen.  Niet  dat  ik  den  practischen 
arbeid  geringschat:  dat  zij  verre!  Maar  ik  hecht  weinig  aan 
langdurigen  practischen  arbeid ,  die  ons  niet  veel  verder  brengt, 
dan  dat  we  eenigszins  vlugger  worden  in  het  machinale  der 
bewerking.  —  Alles  hangt  af  van  den  Onderwijzer.  Hij  moet 
zorgen ,  dat  het  theoretisch  gedeelte  begrepen  en  gekend  wordt : 
een  paar  practische  voorbeelden  worden  op  het  zwarte  bord  uit- 
gewerkt; een  paar  andere  worden  aan  de  leerlingen  medegege- 
ven  om  tehuis  uit  te  werken;  nogmaals  wordt  hun  in  de 
volgende  les  rekenschap  hunner  bewerking  gevraagd;  om  de 
drie  maanden  houdt  men  eene  flinke  repetitie  van  het  geleerde  — 
ik  twijfel  niet  of  men  zal  vorderingen  bij  zijne  leerlingen  be- 
speuren, zoowel  in  de  theorie  als  in  de  practijk. 

Ziedaar  de  methode ,  die  met  mijne  leerboeken  tot  handboek 
zal  moeten  gevolgd  worden ;  de  methode ,  die  ik  mej;  mijne 
Rekenkunde  zelf  volg  en  die  mij  tot  de  meest  voldoende  uit- 
komsten geleid  heeft;  eene  methode,  die  ook  de  aanmerking 
van  den  heer  van  Loghem  *)  //dat  dit  werk ,  ofschoon  het 
veel  schoons  en  voor  velen  veel  nieuws  bevat  voor  de  lagere 
klassen  onzer  Hoogere  Burgerscholen  niet  geschikt  is ,  vooral  om 
zijne  uitgebreidheid  en  wijze  van  behandeling"  doet  vervallen , 
tenzij  de  geachte  schrijver  slechts  die  trage  verstanden  op  het 
oog  hebbe ,  voor  wie  de  Geldee  eenmaal  eene  Meetkunde  schreef* 

Eene  andere  aanmerking,  nauw  verwant  met  de  vorige,  is 
mij  wel  eens  persoonlijk  gemaakt,  namelijk,  dat  mijne  Beken- 
kunde  te  moeilijk  is  voor  hem ,  die  met  de  theorie  een  aanvang 
maakt.  Daar  deze  Theorie  der  Algebra  hoogst  waarschijnlijk 
tot  dezelfde  aanmerkingen  aanleiding  zal  geven ,  acht  ik  het  niet 
ongepast  hier  te  doen  opmerken ,  dat  er  in  geen  enkel  vak  der 
Wiskunde  van  moeilijkheid  of  gemakkelijk heid  sprake  kan  njjn  ; 
daarin  is  slechts  quaestie  van  juistheid,  nauwkeurigheid ,  logische 
rangschikking;  daarin  moet  alles  gezegd  worden,  wat  men  noo- 

*)    J.  v.  Loghim.    Theorie  der  Algem.  Rekent,  Voorber.  VII. 
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dig  heeft  te  weten,  maar  ook  niets  meer.  Zulk  eene  logische 
beknoptheid  moge  schijnbaar  moeilijk  zijn,  maar  al  die  lange 
praatjes,  die  huismiddeltjes  om  wat  van  buiten  te  leeren,  dat 
rekken  en  pluizen ,  dat  schikken  en  scheiden ,  dat  anatomiseeren 
behoort  niet  te  huis  in  een  leerboek ;  zulks  is  bet  werk  van  ver- 
handelingen over  afzonderlijke  deelen  ;  men  verlangt  een  geheel , 
een  goed  geordend  geheel,  een  geheel,  dat  levenskracht  bezit» 
Opbouwen  is  het  doel  van  alle  aanvankelijk  onderwijs;  afdalen 
tot  in  de  kleinste  bijzonderheden ,  de  analysis ,  verlangt  al  eene 
groote  mate  van  kennis. 

Bovendien  ligt  het  moeilijke  van  een  goed  leerboek  in  het  min- 
der ontwikkeld  zijn  der  leerlingen.  Zij  vatten  den  zin  der  be- 
palingen ,  de  beteekenis  der  stellingen ,  de  kracht  eener  sluitrede 
niet ;  om  dan  terecht  geholpen  te  worden ,  wenden  zij  zich  tot 
den  onderwijzer.  Hij  moet  trachten  een  duidelijk  denkbeeld  van 
de  beteekenis  van  een  woord  te  geven ;  hij  moet,  behalve  wis- 
kundige, goed  taalkundige  zijn.  Met  eene  kleine  verandering 
maak  ik  hier  de  woorden  van  den  dichter  de  mijne : 

,Wees  meester  van  de  taal ,  gij  zij t  het  van  't  verstand»" 

De  weg,  door  mij  in  mijne  Bekenkunde  gevolgd,  is  ook  nu 
wederom  door  mij  ingeslagen  ;  uitgaande  van  eenige  axioma's , 
mag  niets  meer  worden  aangenomen  waar  te  zijn ,  zonder  dat 
zulks  bewezen  wordt. 

De  rechtstreeksche  oplossing  der  derde-  en  vierde-machtsver» 
gelijkingen  zijn  door  mij  naar  hare  plaats  terug  gebracht,  name- 
lijk naar  de  lagere  algebra  ;  ik  heb  ze  nog  al  eenigszins  uitvoerig 
behandeld  om  den  Lezers  gelegenheid  te  geven ,  zich ,  zoo  zij 
zulks  verkiezen,  onder  het  aanleeren  dier  bewerkingen  tevens 
in  de  practijk  te  oefenen,  —  De  beteekenis  der  uitdrukkingen 
3  9  0  X  «> »  |§-  heb  ik  ook  tamelijk  breed  behandeld ,  omdat 
men  zich  daarvan  nog  al  vaak  geheel  verkeerde  voorstellingen 
maakt  *) ;  terwijl  ik  aan  de  leer  der  onbepaalde  vraagstukken 
eene  geheele  afdeeling  heb  gewijd.  De  redenen ,  die  ik  daarvoor 


*)     Hoe  zelfs  schrijvers  over  de  rekenkunde  zich  daarvan  verkeerde  voor- 
stellingen maken ,  kan  men  zien  in  v.  LoghbiTs  en  Donck's  Theoriën. 


VI  AAK  DEK  LEZER. 

had ,  zijn  zeer  gewichtig.  Zoo  één  gedeelte  der  algebra  het  vin- 
dingsvermogen ontwikkelt,  dan  geschiedt  dit  zeker  wel  door 
het  rationeel  maken  van  verschillende  polynomia.  Ondanks  de 
algemeene  regels,  die  ik  daarvoor  heb  aangegeven ,  zijn  er  nog 
zoovele  bijzondere  vormen ,  waarop  deze  regels  niet  rechtstreeks 
kunnen  toegepast  worden  ;  zoovele  andere ,  waarbij  zij  voor  zoo- 
veel vereenvoudiging  vatbaar  zijn ,  dat  de  leerling  in  de  opge- 
geven vraagstukken,  zoo  ik  hoop,  eene  welkome  gelegenheid 
zal  hebben,  om  zijne  krachten  te  beproeven  en  zijn  vindings- 
vermogen in  te  spannen.  Bovendien  heeft  de  onbepaalde  analysis 
nog  dit  nut ,  dat  zij  ons  bekend  maakt  met  den  aard  en  samen- 
stelling van  vele  vormen ;  zij  geeft  ons  een  dieperen  blik  in  de 
structuur  der  polynomia  en  legt  zoodoende  een  goeden  grond 
voor  de  Hoogere  analysis,  in  't  bijzonder  voor  de  Hoogere 
Theorie  der  Getallen  en  voor  de  Integraalrekening,  waar  kortere 
bewerkingen  gewoonlijk  een  gevolg  zijn  van  een  dieperen  blik 
in  den  aard  van  den  vorm. 

Juist  om  met  den  aard  en  samenstelling  der  polynomia  bekend 
te  worden  ,  heb  ik  ook  Foubriek's  Oplossing  der  vergelijkingen 
breedvoerig  behandeld ;  de  beschouwingen,  die  ons  tot  zijne 
oplossing  brengen ,  maken  ons  bekend  met  fraaie  eigenschappen 
der  afgeleide  functiën. 

De  logarithmische  en  goniometrische  functiën  zijn  zoo  nauw* 
keurig  mogelijk  behandeld ,  terwijl  het  geheel  besloten  wordt  met 
eene  verhandeling  over  de  Determinanten ,  die  men  nog  in  geen 
Nederlandsen  leerboek  aantreft. 

Ik  heb  getracht  dit  werk  op  te  voeren  tot  de  tegenwoordige 
hoogte  der  wetenschap ;  daartoe  zijn  door  mij  tal  van  schrijvers 
geraadpleegd,  die  in  den  tekst  allen  zijn  opgegeven.  Nog 
leerling,  verwonderde  het  mij  ten  hoogste ,  dat  men  in  de  Natuur- 
kunde aan  eiken  uitvinder  recht  liet  wedervaren ;  dat  men  sprak 
van  het  stelsel  van  Newton,  van  de  theorie  van  vak  Hees  ,  den 
electrometer  van  Bennet,  terwijl  ik  in  wiskundige  werken 
zelden  den  schrijver  vérmeid  vond ,  aan  wien  wij  eene  of  andere 
stelling,  een  of  ander  fraai  bewijs  te  danken  hadden;  tevens 
miste  ik  in  de  meeste  zoodanige  werken  de  bronnen ,  uit  welke 
men  geput  had,  en  verwijzingen  naar  uitvoeriger  verhandelin- 
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gen  over  bijzondere  gedeelten.  Uit  Klüqel's  Woordenboek  en 
Bai/tcbr's  schriften  zijn  mij  vele  werken  bekend  geworden ,  die 
voor  eene  grondige  studie  der  Wiskunde  onmisbaar  zijn ;  die 
bronnen  zgndoor  mij,  voor  200  verre  mij  zulks  mogelijk  was, 
met  elkander  vergeleken ;  ik  heb  daaruit  mijne  aanteekeningen 
gemaakt  en  deze  in  aanmerkingen,  die  door  het  geheele  werk 
verspreid  zijn,  aan  den  Lezer  medegedeeld*  —  Deze  wijze  van 
handelen,  reeds  in  mijne  Rekenkunde  gevolgd ,  heb  ik  voor  eene 
zekere  verdienste  van  dat  werk  gehouden.  Heb  ik  daarin  mis 
gezien  P  —  Tot  nog  toe  is  mij  geene  andere  beoordeeling  mqner 
Bekenkunde  onder  de  oogen  gekomen ,  dan  eene  zeer  gunstige 
van  de  eerste  twee  afleveringen;  intusschen  vindt  men  hierin 
niets  aangaande  deze  losse  aanteekeningen ;  het  overige  gedeelte 
van  dat  werk  schijnt  door  de  kritiek  eenvoudig  weg  geïgnoreerd 
te  worden,  —  Ik  zou  haast  met  George  Pbimbosb  kunnen  uit- 
roepen :  //Every  man  of  them  was  employed  in  praising  his 
friends  and  himself ,  or  condemning  his  enemies ;  and  unfortu- 
nately  as  I  had  neither,  I  suffered  the  cruellest  mortification, 
neglect",  ware  het  niet,  dat  het  goede  debiet  mij  verzekerde, 
dat  dit  werk  zijn'  weg  reeds  ten  deele  gevonden  heeft. 

Eene  nadere  beslissing  over  het  al  of  niet  doelmatige  dier 
aanteekeningen  afwachtende,  roep  ik  intusschen  voor  dezelve 
zoowel  als  voor  het  geheele  werk  ieders  toegevendheid  in.  Elke 
terechtwijzing  zal  mij  welkom  zijn;  van  iedere  bruikbare  aan- 
merking zal  aanteekening  gehouden  worden,  om  daarvan,  zoo 
een  tweede  druk  mocht  noodig  worden ,  een  dankbaar  gebruik 
te  maken.  *) 


*)  Zou  dat  «geheel  vergeten  worden"  van  de  kritiek  een  gevolg  zijn 
van  de  noot  in  het  voorbericht  mqner  Rekenkunde  ?  Eene  soort  van  straf, 
omdat  ik  aan  ongeteekende  be-  en  veroordeelingen  alle  waarde  ontzeide.  -— 
Op  dat  punt  ben  ik  nog  niet  van  opinie  veranderd.  Iemand ,  die  op  we- 
tenschappelijk gebied  eene  kritiek  levert ,  hoe  zjj  dan  ook  zij ,  moet 
daarby  zijn'  naam  ten  beste  geven;  zoo  hij  dat  niet  doet,  dan  herinner 
ik  hem  aan  het  puntdicht  van  Hauo  ; 

A.  Mein  Werkenen  kommt  im  Drnck  herans,   doch  meinen  Namen 

laas'  ich  au*. 

B.  Laas  deinen  Namen  drucken  Claus,  nnd  laas  dein  Werkenen  aas» 


VTJI  AAN  DEN  LEZEB. 

• 

Ondanks  eene  zeer  nauwlettende  correctie ,  heb  ik  in  de  af* 
gedrukte  vellen  nog  eenige  onnauwkeurigheden  en  misstellingen 
ontdekt ,  ik  zal  ze  gaande  weg  verbeteren  en  in  een  errata  mede* 
deelen ,  voor  zoo  verre  zq  zinstorend  zijn.  Den  HH.  J.  W.  Slager 
en  P.  van  Toobenburq  ,  die  mij  bij  het  corrigeeren  der  druk- 
proeven de  behulpzame  band  geboden  hebben,  breng  ik  hierbij 
mijnen  harte] ijken  dank. 

En  hiermede  beveel  ik  ook  dezen  arbeid  aan  de  welwillend- 
heid van  den  Lezer.  Mocht  hij  strekken  om  de  studie  der 
Wiskunde  vruchtbaarder  en  algemeener  te  maken ,  dan  waren 
mijne  stoutste  wenschen  vervuld. 


G.  A.  VOBSTEBMAN  VAN  OIJEN, 


Aardenbubg , 
29  Maart  1868. 


§  1  -  1,  2. 


§  i.   Inleiding. 

1.  Wanneer  wij  twee  getallen,  twee  gelijksoortige  groothe- 
den ,  twee  algebraïsche  vormen  met  elkander  vergelijken ,  dan  zal 
ons  blijken ,  dat  zij  of  gelijk ,  of  ongelijk  zijn.  De  ongelijkheid 
is  tweeërlei:  het  eerste  getal,  de  eerste  grootheid,  de  eerste 
algebraïsche  vorm  is  grooter  of  kleiner  dan  de  tweede ,  zoodat 
men,  de  eerste  grootheid  At  de  tweede  B  noemende,  na  ver- 
gelijking tot  het  besluit  zal  komen,  dat 

A  =  B,  of  A>B,  of  A<B; 
welke  drie  uitkomsten,  als  het  resultaat  van  vergeleken,  een* 
vergelijking  worden  genoemd. 

Aanmerking.  Bij  het  vergelijken  van  getallen  en  alge- 
braïsche vormen  kan  er  natuurlijk  alleen  sprake  zijn  van  de 
waarde,  die  met  elkander  vergeleken  wordt.  —  "De  vergelij- 
king van -grootheden,  als  zijnde  geheel  eene  werking  onzer 
zintuigen ,  moet  altijd  onnauwkeurig  zijn ;  door  meten  en 
passen  zal  men  slechts  eene  benaderde  waarde  der  groot- 
heid voor  de  grootheid  in  de  plaats  kunnen  stellen.  De  aard 
der  werktuigen,  de  oplettendheid  van  den  waarnemer,  enz. 
zullen  van  grooten  invloed  op  de  nauwkeurigheid  der  ver- 
gelijking zijn.  De  vergelijking  van  getallen  en  algebraïsche 
vormen ,  als  zijnde  eene  werking  van  't  verstand ,  kan  vol» 
komen  nauwkeurig  zijn. 
2*  Ingevolge  de  voorgaande  beschouwing  zal  door  eene  ver- 
gelijking blijken ,  of  twee  getallen ,  grootheden ,  algebraïsche  vor- 

Th.  dis  Alg.  I 

i 
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men,  gelijk  of  ongelijk  zijn.  Blijkt  de  gelijkheid,  dan  noemt 
men  de  vergelijking  eene  vergelijking  van  gelijkheid  ook  verge- 
lijking in  engerenzin;  blijkt  de  ongelijkheid,  dan  noemt  men 
de  vergelijking  eene  vergelijking  van  ongelijkheid. 

Wij  zullen  in  den  loop  dezer  verhandeling  zien ,  hoe  beide 
deze  vergelijkingen  aan  ons  doel  worden  dienstbaar  gemaakt. 
Yoorloopig  zullen  wij  ons  echter  meestal  alleen  bezig  houden 
met  de  vergelijkingen  van  gelijkheid  en  deze  eenvoudig  weg 
vergelijkingen  noemen.  Indien  intusschen  die  vergelijkingen 
alleen  dienden  ,  om  de  bestaande  gelijkheid  aan  te  wijzen  ,  dan 
zouden  zij  ons  een  betrekkelijk  gering  nut  opleveren ;  want  ze 
zouden  slechts  dienen ,  om  bestaande  feiten  te  constateeren.  Zij 
zouden  ons  bij  onze  analytische  beschouwingen  volstrekt  geene 
diensten  bewijzen.  Hare  grootste  toepassing  vinden  zij  in  haar 
vermogen ,  om  de  voorwaarden  op  te  geven ,  bij  welker  vervul- 
ling eene  begeerde  gelijkheid  ontstaan  zaL 

3*  Laat,  om  het  zoo  even  gezegde  op  te  helderen,  gevraagd 
worden :  hei  getal  een  en  twintig  in  twee  deelen  te  verdeelen , 
zoodanig  >  dat  het  ééne  deel  vijf  eenheden  meer  bevat ,  dan  het 
andere.  Wanneer  ik  nu  aanneem ,  dat  het  eene  deel  x  eenheden 
bevat ,  dan  zal  het  andere  deel  x  +  5  of  x  — -  5  eenheden  moeten 
bevatten,  naargelang  x  het  kleinste  of  het  grootste  deel  is. 
Deze  deelen  nu  wederom  bij  elkaar  opgeteld,  moeten  het  ge- 
heele  getal  21  opleveren ,  zoodat  men  dus  heeft : 

*  +  *  +  5  =  21  ")  waarinai  het  f  kleinste  j  ^^ 
x  +  x — 5  =  21  )  (  grootste  j 

Nemen  wij  nu  de  eerste  vergelijking  %x  -f-  5  =  21 ,  dan  zien 
wij  daaruit ,  op  welke  wjjze  het  kleinste  deel  onder  de  gestelde 
voorwaarde  van  het  geheele  getal  afhangt.  —  Ware  het  vraag- 
stuk algemeen  opgegeven :  het  getal  a  in  twee  deelen  te  verdee- 
len, zoodanig,  dat  het  eene  deel  b  eenheden  meer  bevat,  dan  het 
andere ,  dan  zou  men  het  kleinste  deel ,  eveneens  x  stellende , 
vinden : 

2x-\-bz=at 
wijzende  hier  de  vergelijking  voor  alle  mogelijke  getallen  aan , 
onder  welke  voorwaarden  men   een  getal  in  twee  deelen  kan 
verdeelen ,  welke  een  gegeven  aantal  eenheden  verschillen. 


8  §  1  —  4. 

4.  Ofschoon  men  zich  in  de  rekenkunde,  zoowel  bijzondere 
als algemeene,  herhaaldelijk  van  vergelijkingen,  bedient,  zijn  deze 
daar  niet  op  hare  plaats,  dan  voor  zoover  hare  herleidingen  direct 
berusten  op  de  axioma's ,  die  in  mijne  Theorie  der  Algemeene 
Rekenkunde  §  4  zijn  opgegeven.  Alle  andere  herleidingen  der 
vergelijkingen,  zoowel  als  het  opsporen  van  de  waarde  vaneen 
of  meer  onbekenden,  die  van  een  zeker  aantal  gegevens  afhan- 
gen, door  middel  van  vergelijkingen,  is  het  werk  der  Algebra. 

In  de  algebra ,  zoowel  als  in  de  rekenkunde ,  bedient  men  zich 
alleen  van  abstracte  getallen  ;  voor  zoover  deze  uit  eenig  vraag* 
stuk  voortkomen ,  worden  de  concrete  getallen  noodzakelijk  als 
abstract  beschouwd  en  kunnen  ook  alleen  als  zoodanig  behandeld 
worden.  Verder  heeft  men  de  gewoonte  de  bekenden  van  eenig 
vraagstuk  door  de  eerste  letters ,  de  onbekenden  door  de  laatste 
letters  van  het  aiphabet  voor  te  stellen ,  terwijl  de  middelste  letters 

* 

dikwijls  dienen ,  gelijk  zulks  ook  in  de  Algemeene  Rekenkunde 
gezien  is,  om  iets  zeer  algemeens  uit  te  drukken. 

Aanmerking.    1.  De  verandering ,  die  de  gedaante  eener 
vergelijking  ondergaat ,  door  de  vergelijking  op  0  te  her- 
leiden ,  heette  bij  de  Spaansche  Arabieren  Algebra;  later 
heeft  men  het  woord  in  't  algemeen  gebruikt  voor  letter* 
rekening;  tegenwoordig  omvat  het  meer  in  het  bijzonder  de 
leer  der  niet-identieke  vergelijkingen.  (Zie  R.  Baltzeb  Elem.) 
2.    Tot  in  het  begin  der  zeventiende  eeuw  noemde  men 
de  Algebra  Regula  Cos;  algebraïsohe  vormen  noemde  men 
cossiwhe  getallen.    Viëta,   f  1603,  heeft,  zoo  ver  men 
weet ,  ook  voor  het  eerst  de  gegeven  grootheden  door  letters 
voorgesteld  en  zoo  eene  eigenlijke  letterrekening  in  't  leven 
geroepen.    Hij  noemt  die  letters  species,  en  daarom  zijne 
rekenwqze  logisüca  speciosa*    Verder  bedient  hij  zich  nog 
van  uitdrukkingen ,  die  thans  geheel  vergeten  zijn  :    zoo 
noemt  hq  het  brengen  van  een  term  uit  het  eene  lid  der 
vergelijking  naar  het  andere,  antithesis;  het  deelen  van 
alle  termen  door  een  getal,  hypobibasmus ,  enz.  Kleine  let* 
tere  zijn  voor  het  eerst  gebruikt  door  Habriot(1560 — 1621). 
Uitvoerige  aanteekeningen  dienaangaande  vindt  men  by 
A.  G.  KasTNSB.    OeschichU  der  Mathematik.  1799.  III. 

1* 


§1  —  5.  4 

3.    De  woorden  êtelkunde  en  atelkundigen  vorm  vermijd 
ik  met  opzet,  omdat  ze  niet  jukt  bet  begrip  uitdrukken, 
dat  men  daaraan  hechten  moet.  Ik  vermoed ,  dat  de  naam 
êtelkunde  ontstaan  is  door  de  gewoonte,  om  bij  't  in  ver*» 
gelijking  brengen  van  vraagstukken  te  zeggen:  Stel  de 
onbekende  enz.  —  Het  eers&  werk ,  waarin  de  algebra  stel- 
leunde  wordt  genoemd/  is  Bene  Korte  en  Klare  ondenejjring 
in  de  Beginselen  van  de  Algebra  of  Sêelkonst  enz.  enz.  door 
Pjetek  Venema  ,  Mr.  in  de  Mathesis  en  Schrijf  kond.  Dit 
werkje,  waarvan  in  1803  een  zevende  en  laatste  druk  ver- 
scheen ,  bevat  hoofdzakelijk  oplossingen  van  vraagstukken 
nit  Wilkens  ±  1610,  Babtjens  ±  1650,  de  Graaf  ±  1660. 
5.    Om  in  deze  theorie  der  algebra  een  geregelden  gang  te 
houden ,  verdeelen  wij  dit  onderdeel  der  wiskunde  in  drie  afdee- 
lingen.  De  eerste  afdeeling  zal  handelen  over  de  vergelijkingen 
in  't  algemeen ,  hare  verdeeling,  herleiding  en  oplossing;  in 
de  tweede  afdeeling  wordt  het  onbepaalde  vraagstuk  behandeld , 
terwijl  het  derde  gedeelte ,  dat  ook  onder  den  naam  van  hoogere 
algebra  voorkomt ,  de  gronden  van  de  leer  der  ftmctiën  zal  be- 
vatten. Herhaaldelijk  zullen  wij  gelegenheid  hebben  te  zien,  hoe 
nauw  de  algebra  verwant  is  met  de  meetkunde ;  daar ,  waar  zulks 
aanleiding  kan  geven  tot  nuttige  toepassingen  of  tot  meerdere 
duidelijkheid,  zullen  wy  ons  van  meetkundige  vraagstukken  en 
meetkundige  bewijzen  bedienen ;  waarbij  wjj  ons  echter ,  om  niet 
te  veel  meetkundige  kennis  bij  den  lezer  te  veronderstellen ,  zoo* 
veel  mogelijk  op  het  gebied  der  lagere  meetkunde  zullen  bewegen. 
Voor  het  overige  zullen  alle  meetkundige  vraagstukken  en  oplos- 
singen van  dien  aard  zijn,   dat  het  aan  het  verband  van  het 
geheel  niets  schaadt,  of  zij  overgeslagen  worden.—- Alleen  de 
laatste  afdeeling  veronderstelt  eene  voldoende  kennis  van  gonio- 
metrie  en  trigonometrie. 


§  2  —  1,2,3. 


§  2.   Verdeeling  der  vergelijkingen  en  herlei- 
ding tot  hare  algemeene  gedaante. 

1.  Wanneer  een  algebraïsche  vorm  door  herleiding  uit  een 
anderen  vorm  is  afgeleid  en  men  den  afgeleiden  gelijk  stelt  aan 
den  óorspronkelijken,  dan  ontstaat  er  eene  identieke  vergelijking , 
d.  i.  eene  zoodanige,  die  voor  alle  waarden  der  daarin  voorko- 
mende letters  doorgaat.    Heeft  men  bijv. : 

(«  +  £)(«  —  *)  =  aJ  —  b*9 

(a^+ayy+y1)^  —  y)  =  x* — y*  , 
(a  +  b  +  e)  (a  +  6  —  e)  =  a*  +  b1  —  c*  +  2ab% 
dan  zijn  deze  vergelijkingen  identiek,  omdat,  welke  waarde  men 
ook  moge  nemen  voorde  daarin  voorkomende  letters,  steeds  het 
eerste  lid  der  vergelijking  eene  zelfde  waarde  verkrijgt ,  als  het 
tweede  lid» 

2.  Wanneer  men  een  willekeurig  polynomium  of  monomium 
gelijk  stelt  aan  een  ander,  dan  ontstaat  er  ook  eene  vergelijking, 
welke  echter  in  den  regel  niet  door  zal  gaan  voor  alle  waarden , 
die  men  aan  de  daarin  voorkomende  letters  geeft.  Neemt  men  bijv.: 

2a*  +b=zSa+2b9 
en  stelt  men  daarin  a  =  3  en  J  =  9  of  a  =  2  en  &  =  2 ,  enz., 
dan  zal  men  wel  vinden  18  +  9  =  9  +  18,  10  =  10,  enz.; 
doch  neemt  men  a = 4  en  b = 5,  dan  zou  men  verkrijgen  37  =  22» 
ten  bewijze,  dat  de  vergelijking  waar  blijft  voor  sommige,  maar 
niet  voor  alle  waarden  van  de  daarin  voorkomende  letters.  Die 
waarden,  waarvoor  de  vergelijking  waar  blijft,  worden  gezegd 
aan  de  vergelijking  te  voldoen ,  terwijl  de  vergelijking  zelve  niet 
identiek  genoemd  wordt. 

3.  Een  vergelijking  wordt  valsch  genoemd,  wanneer  men  door 
het  teeken  =  vormen  of  grootheden  aan  elkander  verbindt,  welke, 
uit  geen  enkel  oogpunt  beschouwd ,  aan  elkander  gelijk  kunnen 
zijn.  Zijns?,  y  en  z  bijv.  drie  rechte  lijnen ,  die  een  bepaald  plat 
vlak  insluiten ,  dan  is  de  vergelijking 

a?  +  y  =  z 
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eene  valsche ,  omdat  onder  voorwaarde ,  dat  deze  drie  lijnen  een 

plat  vlak  volkomen  begrenzen ,  x  +  y  >  z  ; 

gelijk  in  de  meetkunde  wordt  bewezen.  (Eucl.  I.  20).  *) 

4*  Wanneer  men  eene  niet-identieke  vergelijking  heeft ,  dan 
zal  men  voor  alle  daarin  voorkomende  letters  op  ééne  na  be- 
paalde waarden  kunnen  aannemen ,  om  vervolgens  op  te  sporen , 
hoedanig  de  waarde  van  de  laatste  letter  van  de  vorigen  af- 
hangt, ten  einde  uit  de  aangenomene  waarden  ook  voor  deze 
laatste  eene  waarde  te  vinden,  die  aan  de  vergelijking  voldoet. 
Zoodanige  handelwijze  noemt  men  de  vergelijking  ten  opzichte 
van  die  letter  oplossen;  die  letter  zelve  is  de  onbekende ;  de 
gevondene  waarde  voor  de  onbekende  in  de  vergelijking  over- 
brengen heet  substitueer  en,  —  Heeft  men  bijv. : 

en  beschouwt  men  in  deze  vergelijking  d  als  onbekende,  dan 
ziet  men  al  aanstonds ,  dat  het  zeer  toevallig  zijn  zou ,  dat  wil- 
lekeurige waarden  voor  a ,  b ,  c,  d  de  vergelijking  waar  lieten 
blijven ;  maar  ook  tevens  dat ,  welke  waarden  men  neemt  voor 
a,  b  en  c,  d  altijd  het  ede  gedeelte  moet  zijn  van  5«  +  26. 
Brengt  men  nu  deze  waarde  van  d  in  de  oorspronkelijke  verge- 
lijking over ,  dan  vindt  men : 

5a  +  2b=cX   5g  +  2\ 

c 

welke  laatste  vergelijking  identiek  is,  d.  i.  door  zal  gaan  voor  alle 
willekeurige  waarden  van  de  thans  daarin  overgeblevene  letters. 
5.  Elke  vergelijking ,  't  zij  voortgevloeid  uit  een  vraagstuk , 
't  zij  willekeurig  aangenomen ,  kan  eene  of  meer  onbekenden 
bevatten.  In  het  eerste  geval  mag  men  aan  de  onbekenden  na- 
tuurlijk geene  willekeurige  waarden  geven ,  omdat  men  dan  ge- 
gevens aan  het  vraagstuk  toe  zou  voegen ;  in  het  tweede  geval 
is  zulks  blijkens  het  vorige  N°.  wel  geoorloofd.  Naar  het  aantal 
der  onbekenden  spreekt  men  van  vergelijkingen  met  ééne ,' met 
twee ,  met  drie ,   enz.  onbekenden. 


*)  Bij  aanhalingen  oit  Euclides  bedien  ik  mij  van  de  Elementa 
Euclidea  Geametriae,  Auct.  Andbea  Tacquët  ,  novissimam  hanc  Editio- 
nem  adornavit ,  plurimiique  corollarüs  varios  propositionum  usus  exhiben- 
Hbusülusttavit,  et  schemata  XLaddidit  Gulielmus  Whiston.  A.M. — 
Amttelodami,  Jpud  Petrum  de  Coup.  MDCCXXV. 
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8.  Be  grootste  som  der  exponenten  van  de  onbekenden,  die 
ineen  term  der  vergelijking  voorkomen,  bepaalt  den  graad  fax 
vergelijking.  Eene  vergelijking  is  tot  hare  algemeene  gedaante 
gebracht ,  wanneer  het  eerste  lid  een  polynomium  is ,  gerang- 
schikt volgens  de  afdalende  machten  van  eene  der  onbekenden, 
terwijl  het  tweede  lid  der  vergelijking  =:  0  is ;  tevens  zorgt  men , 
dat  de  coëfficiënt  van  de  hoogste  macht  eener  onbekende  gelijk 
is  aan  de  eenheid.  Na  zoodanige  herleiding  hebben  de  verge- 
lijkingen met  ééne  onbekende  de  volgende  gedaante : 

x  +  At  =  0 

x*  +  Jt  «4-^  =  0 

xz  -{-  At  x*  +At  x-\-A3  =0 


xn  +  Aix*-1+A%ar-*+ A^tx  +  Jnz^0. 

Met  twee  onbekenden: 

x  +  Fy  +  Q  =  0 
**  +  {Fjr+Q)x  +  (Rg*+&g+T)=:0 

enz. 

a?+(fy+Q)*r*  + (V+^i^1+"-4-i*+40=°» 

welke  vergelijkingen  achtereenvolgens  van  den  eersten ,  tweeden , 
derden «den  graad  zijn. 

Op  dergelijke  wijze  kan  men  de  vergelijkingen  met  meer  dan 
twee  onbekenden  en  van  verschillende  graden  tot  eene  algemeene 
gedaante  herleiden,  die  met  de  opgegevene  zoo  zeer  overeen- 
komt, dat  het  wei  niet  noodig  zal  zijn ,  daarvan  eene  afzonder- 
lijke opgave  te  doen. 

7 .  De  herleidin  g  van  vergelijkingen  berust  geheel  op  axioma's , 
die  ofschoon  in  de  algemeene  rekenkunde  reeds  opgegeven,  hier 
om  het  verband  dienen  aangevoerd  te  worden.     Zij  luiden: 

I.  Gelijke  getallen  mogen  met  gelijke  vermeerderd ,  vermin- 
derd ,  vermenigvuldigd ',  door  gelijke  gedeeld ,  tot  eene  zelfde  macht 
verheven  worden  en  daaruit  kan  een  gelijknamige  machtswortel 
getrokken  worden ,  zonder  dat  dit  de  gelijkheid  der  uitkomsten 
kan  verstoren. 

IL  Men  mag  een  term  van  het  eene  lid  eener  vergelijking 
naar  het  andere  overbrengen,  mits  men  dien  term  het  tegenge- 
stelde teeken  geeft. 
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III.  Men  mag  de  overeenkomstige  leden  van  vergelijkingen  bp 
elkaêr  optellen,  van  elkaar  aftrekken,  mei  elka&r  vermenigvul- 
digen of  door  elkaar  deelen. 

Kunnende  men  het  2de  en  het  Sde  dezer  axioma's  aanmerken 
als  geheel  opgesloten  in  het  eerste. 

IV.  Ongelijke  getallen ,  met  gelijke  vermeerderd,  verminderd, 
vermenigvuldigd ,  door  gelijke  gedeeld ,  tot  eene  zelfde  macht 
verheven ,  of  daaruit  een  gelijknamige  machtswortel  getrokken 
zijnde,  leveren  nog  ongelijke  uitkomsten,  en^  wel  de  uitkomst 
gal  daar  de  grootste  zijn ,  waar  oorspronkelijk  het  meeste  was. 

V.  Gelijke  getallen  met  ongelijke  vermeerderd  of  vermenig- 
vuldigd, geven  ongelijke  uitkomsten;  en  die  uitkomst  is  de  grootste, 
waar  de  toevoeging  of  de  vermenigvuldiger  het  grootst  waren» 

VI.  Gelijke  getallen  met  ongelijke  verminderd  of  door  ongelijke 
gedeeld,  geven  ongelijke  uitkomsten  en  daar  zal  de  uitkomst  het 
grootst  zijn,  waar  de  subtrahendus  en  de  deeler  het  kleinst  zijn. 

Tot  opheldering  van  deze  axioma's  dienen  de  volgende  voor- 
beelden : 
L    Is  gegeven   2a  +  b  (a  •+-  2c)  =  Bac  +  b , 
en  is  p  een  willekeurig  getal ,  dan  is  ook : 
2a  -+-  b  (a  +  2c)  ±  p  =  Sac  +  b  ±  p  ; 
2ap  +  bp  (a  -f-  2c)  =  p  [Hoc  -f-  b) ; 

P 

\/{2a-\-b(a-\-2c)\  =   1/(Sac  +  b). 

II.  Uit  dezelfde  vergelijking  volgt  nog: 

2a  +  5(a  +  2c) —  3ac  —  J=0; 

0  =  Bac  +  b  —  2a  —  b  (a  -f  2c) ; 

b(a  +  2c)  =  3ac.+  b  —  2a. 

III.  ^Zjjn  gegeven  de  vergel.  a  =  b  en  c  =  d ,  dan  heeft  men : 

a  h 

a-^zczzzb^zd,  ac=z bd,  —  =:  -3  of  ook : 

c  d 

a^dzzb^c,  ad=zbs,    -—  =r  — 

a  C 

IV.  Zij  j4  >  2?  en  jp  =  #,  dan  is  : 

A±P>B±q,Ap>Bï,  i  >  *  *  >R>,yA>V'B. 

P         l 
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V.  A  =r  B  en  p  >  q. 

A  -\-p  >  E  -f-  q  en  Ap>  Bq. 

VI.  Onder  dezelfde  gegevens  als  in  V: 

4 — p<iB —  q,  A\p  <B:q. 

Het  is  van  het  uiterste  belang  bij  de  meeste  dezer  herleidin- 
gen op  te  merken ,  dat  de  aangewezen  bewerking  steeds  op  het 
geheele  lid ,  niet  op  een  enkelen  term  moet  worden  toegepast. 
Aanmerking,    Naderhand  zullen  wij  gelegenheid  hebben 
op  te  merken,  dat  de  toepassing  van  deze  axioma's  niet  on- 
voorwaardelijk mag  plaats  hebben.    Men  vergelijke  $10. 
8.     Herleide  tot  hare  algemeene  gedaante  de  vergelijking : 

__        a  ö(x  -4)  +  Yb~b{x-\)       T' 

Om  deze  vergelijking  tot  hare  algemeene  gedaante ,  d.  i.  op  0 
te  herleiden,  brengt  men  eerst  alle  termen  uit  het  tweede  lid 
naar  het  eerste ,  't  geen  geschiedt,  door  aan  die  termen  het 
tegengestelde  teeken  te  geven.     Men  vindt  dus  onmiddellijk : 

1— r  —  a9nx*  —4)  -f-  Sr Tt t\  n —  0. 

x  +\  ^  '86        b[x— i )         a 

Vermenigvuldigt  men  nu  de  beide  leden  der  vergelijking  met 
het  kleinste  gemeene  veelvoud  van  de  noemers  der  breuken  ,  die 
in  het  eerste  lid  voorkomen ,  dan  zullen  alle  gebroken  vormen 
in  geheele  vormen  veranderen ,  zoodat  men ,  na  ontwikkeling  der 
verschillende  producten  en  na  behoorlijke  rangschikking ,  een  po- 
lynomium  zal  verkrijgen ,  dat  volgens  de  afdalende  machten  van 
*  gerangschikt  is. 

Het  kleinste  gemeene  veelvoud  der  noemers  nu  is  2ö5(**—  1)  en 
hiermede  vermenigvuldigende ,  vindt  men : 
2a$(**+lX*~-l)—  ta*b*{**— 4)(**—  1)  +  3<w<<r*—  l))_n 
— 2a*(a>-H)  +  8te*(**—  i)  j 

en  na  ontwikkeling : 

Sote'  —       2abx*  +  2abx  —    2a6 
—  2<**6*a>*  +  ita*6'0»  —  8a*$« 

-4-  30a?1  —  3ax  \  —  o. 

—  2a*a?  —    2a* 
+26**  —  26a?* 
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dat  is: 

26(1—  a*6)a*  +  a(3  +  26)x»  +  26(5a*6— a— 1)*»        )     0 
+  a(26-2a— 3>r  —  2a(4a36*  +a+b)  )~" 
Deelt  men  nu  al  de  termen  dezer  vergelijking  door  den  coëffi- 
ciënt van  de  hoogste  macht  van  x ,  dan  vindt  men  eindelijk  : 

«(3+2*)     a      Ba»6-«-l     a    .    a(26-2q-3) 
*  +*M-a**)*  +     1-a»*      X    +    26(i-a*6)    * 

a(4tt»6»+a  +  6)  _0 
6(1— **6)  ' 

welke  vergelijking  van  den  vierden  graad  is. 

tt.    .          .4           a(3+25)       A         5a*6 — a — 1 
Hierin  nu  is  At  =  %f>.    — -4-- ,  A%  =  — 5 ^ —  , 

1       26(1— a*6)       a  1— a*6 

A    _  a(26--2a~ 3)     -    _  a(4q*6»+fl+6) 

8         26(1— a*£)   '     *  —       6(a*6— 1)     " 
9.    Herleidt  tot  hare  algemeene  gedaante  de  vergelijking : 

-£-+£? -3. 
Vy         a 

Om  deze  vergelijking  tot  hare  algemeene  gedaante,  te  herlei- 
den ,  verdrijven  wij  even  als  in  het  vorige  vraagstuk  de  gebro- 
kens ,  door  met  a\/y  te  vermenigvuldigen  en  vinden  dan : 

ax  +  \/xy  =  3a  y/y» 
Dezen  vorm  brengen  wij  tot  de  tweede  macht ,  om  ten  minste 
het  wortelteeken  uit  het  tweede  lid  te  verdreven. 
Zulks  geeft  *. 

a*x*  +  Saxi^xy  -f  a?y  =  9a*y ; 
hiervoor  kan  men  door  overbrenging  van  termen  ook  schrijven  : 

Zaxi/xy  =  9a*y  —  a*x%  —  xy, 
waaruit  door  machtsverheffing  volgt : 
4a**8y  =  81a *y*  -f  a*a*  +  x*y%  —  18a**1!/  —  18aJ*f/*  + 

+  2aJ*3y, 
of  na  rangschikking  en  vereeniging  der  termen : 
a*j*_2a*t/tf3  +  (y*— 18a*!/)*1  —  iia*y%m  +  %\a}y*  =0 
Deelt  men  nu  nog  door  den  coëfficiënt  van  #*,  dan  heeft  mei 
eindelijk  voor  de  begeerde  algemeene  gedaante : 

x*  _  %L  x,  +  V±z*pïV  «>  -  i%'  .  +  «»•  =0. 
a*  a*  a1 

Merkt  men  nu  op ,  dat  deze  vergelijking  met  twee  onbekende 
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van  den  4en  graad  is  en  dus ,  ingevolge  §  9 ,  6 ,  tot  algemeene 
gedaante  heeft : 

?+-.(Ay+Al)x>  +  (By*+Bly+Bi)x*  +  f_0> 


.}= 


Wty+W+Cty+C^+W+Dty+Dtyi+DtV+D 
dan  ziet  men,  dat  door  achtereenvolgens 

A  =  —  l,vi,=0; 

B  =  L,  B,=  — 18,  B,=0; 

C  =  0,  C,=  —  if,  C1=0,  C,=0; 

I  0 

ö  =  0,  DjZnO,  D,z=81,  2^3=0,  D4=0, 
in  de  laatste  vergelijking  te  substitneeren ,  de  eerste  vergelijking 
j       gevonden  wordt. 

Aanmerking.  De  beide  vorige  voorbeelden  zijn  voldoende , 
om  aan  te  wijzen ,  hoe  men  eene  vergelijking  tot  hare  alge- 
meene gedaante  herleidt.  De  volgorde  der  verschillende  be- 
werkingen valt  zoo  gemakkelijk  in  het  oog,  dat  daarvoor 
geen  afzonderlijke  regel  van  bewerking  behoeft  opgegeven  te 
worden.  Overigens  zal  de  lezer  in  de  volgende  vraagstuk- 
ken en  bij  het  opsporen  van  de  wortels  eener  vergelijking 
herhaaldelijk  gelegenheid  hebben ,  om  zich  te-  oefenen  in 
het  herleiden  eener  vergelijking  tot  hare  algemeene  gedaante. 

4 

10.    VRAAGSTUKKEN  TEÏ^TOEPASSING. 

Herleidt  tot  hare  algemeene  gedaante  de  vergelijkingen : 
i  \    /*  _i_    ax    cx         » 

dj— O  <E-t-fl  35  — ft* 

4)  gfe±g)—     ***  ,+7  =  »». 
y    m— y         2{x+y) 
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ANTWOORDEN. 

1)  x*  •+•  jSte— (c  —  -?)*  lx+c*=0.  Van  den  tweeden  ^rraad. 

2)  x*— 3xs— (**— 3<H-2)a>*--(2a-M>B— (<*— 4)=0.  Van 

den  vierden  graad. 

3)  **+H*8-H^A** 4-|fa+ }  J=0.  Van  den  vierden  graad. 

4)  a;*— a?J—  (y*-f  7)#* — 3y**-f  7y*=0.  Van  den  vierden  graad. 

5)  y — 11=0.     Van  den  eersten  graad. 


3.   Over  de  imaginaire  getallen  en  eenige 
hunner  voornaamste  eigensohappen. 


1,  Iïi  de  Theorie  der  4tyem*  Rekenk.,  §  18,  10  hebben  wq 
reeds  gezien ,  wat  wq  verstaan  moeten  door  imaginaire  getallen. 
Hier  zullen  nu  eenige  hunner  eigenschappen  voorkomen,  die 
toot  bet  juiste  begrip  van  het  volgende  onmisbaar  zijn. 

fy  De  gewone  gedaante,  waaronder  een  imaginair  getal 
WKtowt ,  is  Q  +  by  tt-  \  of  «  -f  ib. 

Van  zoodanig  getal  is  v(<$*  -4-61)  de  modulus. 

De  twee  imaginaire  getallen 

a  +  \b    en    a  —  i6 
zegt  men ,  dat  elkander  geconjungeerd  of  toegevoegd  zijn.     Ge- 
conjungeerde  imaginaire  getallen  hebben  natuurlijk  denzelfden 
modulus. 

3.  Stelling.  Indiena-\-  i&=^0+id,  danüooka  —  c 
en  b  =  d. 

Bewijs.  Dewijl a  +  i&^e-f-itf,  isooka — u=(d — £)i. 
Hierin  nu  is  eene  reeële  grootheid  gelijk  aan  eene.  imaginaire ; 
't  geen  alleen  waar  kan  zijn,  indien  a  —  c  =  0  en  6-t-d=0, 
waardoor  de  stelling  bewezen  is. 

4.  Stelling.  Alle  Bommen ,  verêchülen ,  producten ,  mach* 
ten  en  quotiënten  van  imaginaire  vorme»  van  de  geéaanfe  a  +  iA , 
kunnen  weder  tot  de  gedaante  A  +  \.B  herleid  morden. 
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Bewjjs.  Ie.  (a+ifi)  +  {ai+ibi)-\-{ai+ib%)  + = 

=  (dr+a1  +  <**  .•.)+(  M-64  +  b%  +-t.)i  =  A  +  ifi. 

2e.        (a  +  i6)  — (ai+iftt)  — (a»+i*t)  — = 

=(a— at— aj— )  +  (fc— ^—i,— )i  =  A  +  iB. 

Stellen  wij  hierin  aat — bbt  =.p  en  alx  +  atb  ==£, 
dan  heeft  men : 

r=  [pax—  qb%)  +  (^j-MJi  =  4  + 1*  5 
waaruit  ten  duidelijkste  blijkt,  dat  de  stelling  ook  doorgaat  voor 
drie  en  meer  factoren. 

4e.  Neemt  men  in  de  vorige  producten  a  =  at  =s  a%  = 

en  b=.bx  =  £s  := ,  dan  heeft  men  : 

(a+ib)  (at  +ibt)  =  (a+ib)*  =  (a*— *>)  +  ïabi  =  A  +  i«. 

Voor  de  derde  en  hoogere  ma^iten  is  het  bewijs  volkomen 
analoog. 

-       a+jb    _    (a-fcd^i-i^t)    _  («g|4^t)+(gi*-«fli)i 

_  *i±*i  +  a4=fti  =  4  +  itf. 

Boor  de  beifle  gebrokens  respectievelijk  gelijk  p  en  q  te  stellen , 
kan  men  ook  het  quotiënt  ( — J~      J  :  (ax+ibt)  nader  bepalen. 

Uit  die  te  verrichten  bewerking  ziet  men  ten  duidelijkste,  dat 

ook  hier  wederom  het  quotiënt  van  de  gedaante  A+iB  zal  zijn. 

Aanmerking.    Ofschoon  het  herleiden  van  de  imaginaire 

vormen  tot  de  imaginaire  eenheid  eerst  door  Gauss  op  alle 

vormen  in  toepassing   is  gebracht,  was  de  aangehaalde 

slpUing  reeds,  bekend  aan  Castixliokeus  ,  Commentator  van 

Nswton'8  Arithm*  universalis.  T.  IL  pag.  11. 

5.    Stelling.    De  modulus  van   het  product  tan  twee  of 

meer  imaginaire  vormen ,  is  gelijk  aan  het  product  van  de  moduli 

tner  vorTnen» 

B  e  wij  s.    Indien  gegeven  zijn  de  vormen  a  +  ïb  en  c  ■+  Ut 

wier  moduli  zijn  ^(a*4-^^)  en  l^^'-H^1)»  dan  zal  men  moeten 
bewijzen,  dftfc  de  modulus  van  (a+ib)  (c+U)  gelijk  is  aan 
l^«*-4.&*)(c*-f  d*).     Ontwikkelt  men  het  product  van  (a+ib) 
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en  {c-\-id),  dan  vindt  men  onmiddellijk:  (ac*— bd) -f- (ad+bc)i , 
welks  modulus  Tolgena  N°.  2  gelijk  is  aan 

y{{ac— èd)*  +  (ad+6c)*}  = 

=  \/{a*c*  —  2abcd-\-b*d*-\-a*d*  +  2abcd-t-b*c*}  = 

waardoor  het  gestelde  bewezen  is.  In  verband  met  N°.  4,"  3°. 
volgt  hieruit  nu  onmiddellijk,  dat  de  stelling  vooreen  wille- 
keurig aantal  factoren  doorgaat.  Het  bewijs  daarvan  kan  den 
lezer  niet  meer  moeilijk  vallen. 

6.  Stelling.  De  modulus  van  het  quotiënt  van  twee  imagi* 
naire  vormen  is  gelijk  aan  het  quotiënt  van  de  t/toduli  dier  vormen. 

Bewijs.     InN°.4,  5°.  vonden  wij: 

a-+\b       aal-\-6bi       .      atb— abx. 

at+ibt    ~    ^TVV  V-Hi 

De  modulus  der  laatste  grootheid  is : 

~V  (V+V)1  — 

_      (g*+b*)(at>+bt*)  _        a*+b*    _    }/{*+») 

In  verband  metN°.4,  5°.  volgt  hieruit  nu  onmiddellijk,  dat  dè 
stelling  voor  een  willekeurig  aantal  vormen  doorgaat.  Ook  hier- 
van laat  ik  het  bewijs  aan  den  lezer. 

7.  Stelling.  De  modulus  van  desomen  het  verschil  van 
twee  imaginaire  vormen  ligt  tusschen  het  verschil  en  de  som  der 
moduli  van  eiken  vorm  afzonderlijk. 

B  e  w  ij  s.  Wanneer  gegeven  zijn  de  imaginaire  vormen  a-\-\b 
en  c+W,  dan  is  de  som  hunner  moduli  i^'(»l+fl,)-|-v(c*-H*1) 
en  derzelver  verschil  i/(a,+*1)  —  K(c* +<**).    De  modulus 

hunner  som  is  y  Uff+c)1  +  (fl+*0*  >  ;  die  van  hun    verschil 

^{(a—c)* +{b— </)*}.     Nu  is: 

(ac+bd)*  +  H- -?»>)*  =  («*+**)  (c*+d*) ; 
derhalve  {ac+bd) J  =of  <(a*+5J)(cJ+rfJ),  omdat  (ad—bc)?t 
als  zijnde  een  vierkant ,  altoos  nul  of  een  positief  getal  is. 
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Verder  is  ook  ac+bd  =  of  <  \Z(a* -{-& * )  (c *  -f  d  *) ,  derhalve 
ligt  de  waarde  van  ac-\-bd  altijd  (vergel.  ook  de  volgende  §)  tus- 

schen —(a  »+&*)*"  (c»-frf*)*  en  -f  (a*+b*ft  (c*  +  d*$  ; 
waaruit   dan  verder  volgt,  dat  2ac-\-2bd  gelegen  is  tusschen 

-+2{a*+b*)*(c*+d*)*  en  +  2(a  »+&*)*  (c*  +d*)K 
en  daf        a*  +  5*  —  (2ac  -f  2fc*)  +  cJ  -f  d*  en 

a»  4"  ^*  +  (2«c  +  Md)  -f  c*  +  d% 
gelegen  zijn  tusschen 

ai  _|_3»_2^(a*  -fé*)(e*-f  <J*)-f-c*  -f  <**  en 
a»  -{-51  -f  2ix(aJ  -f  è*)(c* +<**)  +  *'  +  <**; 
of  wat  hetzelfde  is ,  dat : 

(a  —  c)*  +(b  —  d)*  en  (a  -f-  c)*  -f  (6  +  </)* 
gelegen  zijn  tusschen 

of  eindelijk ,  dat 

y{(a  —  c)*+(b  —  d)*}    en  is{(a  +  c)* +{i  +  d)*\ 
gelegen  zijn  tusschen 

±(k/(a*-M1)— \/{c*+d*)}™±{)/(a*+b*}— l'fc'-H*1)}; 
waarbij  men  zorgen  moet ,  dat  de  vorm  steeds  positief  blijft , 
door  het  teeken  +  of  —  te  gebruiken,  naargelang  c1  +  d%  < 
ti>a*+b*. 

8.  S  t  e  1 1  i  n  g.  De  som  en  het  product  van  twee  geconjung  eerde 
imaginaire  vormen  zijn  reëel ;  het  verschil  en  het  quotiënt  blijven 
xmêginair. 

Bewijs.       (a-fV—  1)  +  («—$1^—1)  =  U. 

a+bv—X—^—bps—X)  =  %bw—l. 
(a+bis-A.)  \a— b\S— 1)  *=*  a*+b*. 

Aanmerking.  Het  zal  nauwelijks  eenige  nadere  aanwij- 
zing behoeven,  dat  in  de  vormen  #-{-i$  alle  mogelijke 
imaginaire  eentermige  vormen  begrepen  zijn  en  dat  men , 
door  in  de  bovenstaande  formules  0  =  0  te  stellen ,  de  stel- 
lingen bewezen  heeft  voor  eentermige  imaginaire  getallen. 
Voor  het  overige  moet  ik  hier  verwijzen ,  naar  hetgeen  dien- 
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aangaande  voorkomt  in  mijne  Theorie  der  Algemeene  Reken- 
kunde, §  18 ,  10  sqq.  en  naarde  oplossing  der  binomiaal- 
vergelijkingen. 
9.     Om  in  het  gebruik  van  imaginaire  getallen  eenige  vaar- 
digheid te  krijgen ,  raad  ik  den  lezer  aan ,  zich  op  de  volgende 
vraagstukken  te  oefenen.  j. 

Hoeveel  is:  ™ 

1.  \y— 12+v^— $+1/"- 9)  X  \S— 3. 

2.  8  :  (— 1+V— 3). 

3.  —14  :  (4^—3— 2|^— 5). 

(  4.     (6—^—2)  :  (1+f— 2). 

"  5.     (4^5—20)  :  (|i/— 10— 5K— {•). 

6.  {l4— |/"15— (7|/3-r-2f/5)|/— l}  :  (7— f/— 5). 

7.  (flj/-  i+V— 1)», 
8;    !/(— 5+2i/6). 

9.    v(— 6— 2^2 — 2i/3 — 2V6). 

1 0.     i/(4— 4K — 1 4-  4|/ — 2— 4j/  2). 


ANTWOORDEN. 

1. 

— 6— i^Só— 3j^  S. 

2. 

2(—  1— 1/—3). 

3. 

2^—3  +  j/— 5, 

4. 

4— }!/— 2. 

5. 

2^—2  -f-  2v— 10. 

6. 

2—^—3. 

7. 

8. 

±{V—S—V—2.L 

9. 

±  { \/—\-k-V~%*-i/—%. } . 

10. 

±{a+i/— i-i/*.}. 
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§  4.    Over  de  gemiddelde  waarde. 

1.  Door  gemiddelde  waarde  tusschen  verschillende  willekeurige 
grootheden  of  getallen,  hetzij  die  positief  of  negatief  zijn,  ver- 
staat men  iedere  grootheid  of  ieder  getal,  dat  grooter,  dan  het 
kleinste  en  kleiner ,  dan  het*  grootste  is.  Zijn  de  grootheden 
onderling  ongelijk,  dan  zijn  er  verschillende  gemiddelde  waar* 
den  ;  zijn  zij  gelijk ,  dan  is  er  slechts  eene,  die  gelijk  is  aan  de 
gegeven  grootheden. 

Aanmerking.  In  mijne  Theorie  der  Algem.  Eekenk.  komt 
een  hoofdstuk  voor  over  dit  onderwerp ,  waarin  meer  bij- 
zonder het  arithmetisch  midden  behandeld  wordt.  Bij  de 
theorie  der  vergelijkingen  somtijds  gebruik  moetende  ma- 
ken van  de  gemiddelde  waarde  tusschen  eenige  getallen , 
zijn  ze  hier  in  een  hoofdstuk  te  zamen  gevoegd.  De  meeste 
Nederlandsche  boeken  zwijgen  hierover;  bij  Fransche  en 
Engelsche  schrijvers  vindt  men  er  somtijds  gewag  van 
gemaakt;  Duitsche  schrijvers  daarentegen  behandelen  dit 
onderwerp  dikwijls  zeer  breedvoerig.  De  volgende  verhan- 
deling is  ontleend  aan  Grunert,  Suppl. 

2.  Stelling.  Indien  eenige  getallen  a ,  at  ,  a%i  a%  gege* 
ven  zijn,  dan  is  ieder  getal,  dat  eene  gemiddelde  waarde  is  tusschen 
twee  dier  getallen ,  ook  eene  gemiddelde  waarde  tusschen  allen. 

B  e  w  ij  8.  Het  bewijs  hiervan  vloeit  zoo  onmiddellijk  voort  uit 
de  bepaling,  dat  wij  het  overlaten  aan  den  lezer. 

3.  Stelling.     Wanneer  wij  de  gemiddelde  waarde  tusschen 

aenb  voorstellen  door  ^(a,b) ,  dan  is  het  product  van 

steeds  positief.    N.  B.    Is  het  gelijk  aan  0 ,   dan  wordt  het  als 
positief  aangemerkt 

Bewjjs.     Is  a  >  £  ,  dan  is  ^[atb)  <  a  en  ^(atb)  >  b ; 

derhalve  is  a — ^(o,&) ,  zoowel  als  **(M)— b ,  positief. 

Is  a^b,  dan  is  ^{afi)  >  a  en  '*(«>&)<  b; 

derhalve  zijn  dan  a — ^(atb)  en  ^(asb) — b  negatief. 

In  ieder  geval  zal  iatusschen  hun  product  positief  zijn. 
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4      Stelling,    h  het  product  van  a — A  en  A — b  positief , 
dan  is  A  eene  gemiddelde  waarde  tusscken  a  en  b. 
Bewijs.    Is  het  product  gelijk  aan  0,  dan  is  of  a  =  A  9 

of  b  =  A;  in  beide  gevallen  is  intusschen  A  eene  **(«,£).  Is 
het  product  nie*t  gelijk  0  ,  dan  zijn  a—A  en  A—b  te  gelijk  po- 
sitief of  te  gelijk  negatief ,  waaruit  wederom  onmiddellijk  volgt , 

dat  A  eene  ^(a,b)  is. 

5.  Stelling.     Wanneer  A  eene  ^(at ,  a%  ,  «, ,  «4  ....)  is , 
en  r  een  willekeurig  positief  of  negatief  getal ,  dan  is 

rA  eene  •  (rat  ,  ra%  ,  ra, ,  raK ....). 
Bewijs.     Noemen    wij  het  kleinste  van  alle  getallen  at  , 

as  ,  a3  :  a ,  en  het  grootste  y ,  dan  is  A  eene  ^(a.y)  en  bij- 
gevolg het  product 

(*-A)(A-r) 

positief.  Omdat  nu  verder  r1  altijd  positiefis,  is  zulks  ook 
het  geval  met 

r*(a — A)  (A — y)  =  (ra — rA)  (rA — ry) ; 
bijgevolg  is  rA  eene  gemiddelde  waarde   tusschen  ra  en  ry, 
derhalve  ook 

rA  eene  ^(rat ,  ra%  ,  ra%  ,  raK  .....). 

6.  Stelling.     Wanneer  A  eene  ^(at ,  at ,  a% ,  a% )  w  , 

tfa»  m,  «w  elke  waarde  van  r 

A±r  eene  t*(al  ± r,  a%  ±  r,  «,  ±  r,  a4  ±  r ). 

N.  B.  Hierbij  behooren  de  bovenste  en  de  onderste  teekens  by 
elkander, 

Bewys.     Geven  wij  wederom  aan  a  en  y  de  beteekenis  van 

het  vorige  N0.,  dan  is  A  eene  ^((*,y)  en  het  product 
(« — A)  (;4— y)  positief ;  derhalve  is  ook 
(*±r-A±r)  (A±r-y±r) 

positief.  Hieruit  volgt ,  dat  A  ±  r  eene  **(«  ±  r ,  y  ±  r)  is , 
en  dus  is 

4  ±  r  eene  ^  ±  r ,  a%  ±  r ,  «,  ±  f,  a4  ±  r). 


J 


I 
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7.    Stelling.     Wanneer  de  getallen  ai9atJasi aUen 

positief  zijn  en  A  eene  ^(a1  ,  at ,  a%  .....),  ^an  w  ook  voor 
dke  waarde  van  r: 

Ar  eene  **(<*/,  atr>  a3r, ) 

Bewijs.     Geeft  men  aan  «en  /  wederom  de  beteekenis  van 

het  vorige  N0.,  dan  is  A  eene  **(«,y). 

Is  nu  A  =  a  of  A  =  y,  dan  is  het  product 

(ar—Ar)  {Ar—f)  =  0 ,  derhalve  positief. 

Is  daarentegen  A  niet  gelijk  aan  « ,  noch  aan  y,  danisii>a 
en  <  y.  Het  product  blijft  intusschen  positief,  derhalve  is  Ar  eene 

'l(or,yr)  en  daarom  is 

Ar  eene  **(<*/,  a/,  a/,  a/.-..). 
8.    Stelling.     Wanneer  at ,  at ,  a, , ..... willekeurige  getal- 

len  beteekenen ,  r  positief  en  A  eene^(at9  a%f  a3 , )w,d<Mi 

ti  altijd: 

rAeeneV,  r*»  ,  ra»  ,  ra* ). 

Bewijs.     Hebben  a  en  y  weder  onze  gewone  beteekenis ,  dan 

is  A  eene  ^(«,y).     Is  nu  A  gelijk  aan  a  of  y,  dan  is  het  product 

(*  — r  )  (r  —  r')  gelijk  aan  0,  dus  positief.    Is  daarentegen 
A  ongelijk  met  deny,  dan  is : 

A  >  a  en  A  <  y ; 
omdat  nu    volgens  de  veronderstelling  r  positief  is,  is  ook: 

r    >  r     en    r    <.r'  , 

naneer  r  !>  1.     Daarentegen  is        t 

a  ^  a  a^    y 

r    <  r      en    r   >  r ' 

wanneer  r  <  1.     In  ieder  geval  hebben  de  verschillen 

«      a  a      y 

r  — r      en    r  — i-r' 

gehjke  teekens,  zoodat  het  product 

\ra — r  ){r  — r') 
positief  is ;  derhalve  is  r     eene   ^(r'jr)  ; 

en  ook  rA  eene  ''(r*',  ra»,  ra»,  rfl* )• 
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8.  Stelling.  Wanneer  ax ,  as,  a3,. ......  positieve  getal- 
len zijn  en  A  is  eene  fl(al ,  a, ,  a, , ....) ,  dia»  ui*  ieder  logar 
rithmen  stelsel 

log.  il  eene  **(log.  at ,  log.  a, ,  log.  a, , ). 

Bewijs.    Nemen  wij  wederom  a  en  y  in  de  ons  bekende 

beteekenis,  dan  is  volgens  de  hypothese  A  eene  **(«,y). 

Verder  hebben  de  verschillen  log. « — log.  A  en  log.  A.  —log.  f 
steeds  hetzelfde  voorteeken ,  derhalve  is  het  product 

(log,  «  —  log.  A)  (log.  il  —  log.  y) 

positief  en  log.  A  eene  **(log.  a,  log.  y);dus  is 

log.  A  eene  **(log.  at ,  log.  at ,  log.  a, ). 

10*    Stelling.    Wanneer at ,  as ,  a3,a4 willekeurige, 

bt,  bt ,  bs daarentegen  getallen  gijn  met  hetzelfde  teeken  , 

tertcijl  het  aantal  van  beiden  even  groot  is ,  dan  is  : 

at  +  at  +  a,  -f eene  M*xf  *i,  °_* ,  ...  Y 

&t  +  6*  +  bt  + \bt '  b%*  btf  "*'/ 

B  e  w  ij  s.    Zijn  a  en  y  wederom  de  kleinste  en  grootste  der 

breuken  -^  ,  —' ,  dan  zijn  de  verschillen : 

*i  **  &j  bi 

r      rt*r      bt>lf      Ft'Y      *4f"~ 
allen  positief,  dewijl  nu  bt ,  Éa ,  6, ,  bk ....  een  zelfde  voortee- 
ken hebben,  zullen  de  vormen,  die  men  verkrijgt  door  de  termen 
der  beide  reeksen  respectievelijk  met  bt ,  bx ,  bt ....  te  verme- 
nigvuldigen, gelijke  voorteekens  hebben.    Uit 

at  — -  aui ,  at  —  «Ja ,  a3  —  abz ,  aè  —  afi4 , ..... 

fbi  —  al9  yfi^ —  a, ,  y6, —  a,,  y64 — aT 

volgt,  dat  ook  de  sommen: 

°i  +  a\  +  az  +  a4  +  •••••  —  a(*i  +  &*  +  *j  +  ^4  •••••) 

en     y^,  +  6,  +  6,  -+-  64 ....)  —  (c^  +  a,  +  a,  +  a4 ) 

gelijke  teekens  hebben.     Zulks  zal  nu  ook  het  geval  zijn  met 


..... 


&!+&»  +*•  +  *«+ 7     *i-H*, +  *.+&*  + 
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derhalve  is  ook  het  product 

\    trwt+bt+h +■■-'  v*.+*»+*,+«4       Y) 

positief,  waaruit  onmiddellijk  volgt: 

derhalve  ook: 

gi+a»+tt»4-tt4+ fa  fünf  f*/**     *»  f  «!.,  «4.    #  \ 

Stelt  men  hierin  £  t  =3 1  ==  5  ,  ==  5  4  =: .... = 1 ,  dan  vindt  men : 

1    *    I  =   (•»  •  •»  • a» ' a* 

Jv 

in  welke  formule  de  regel  begrepen  is  voor  het  zoeken  van  het 
ariihmetisch  midden  tusschen  eenige  grootheden  of  getallen. 

IL     Stelling.  Wanneera19a%fat,ak en  bt ,  b%  tbt,b^ 

twee  reeksen  van  positieve  getallen  zijn,  dan  is: 

f-nr—       .Ji      h      *.      *< 


[mtm%mM*i....f*^*^*^*~m^*(lS*v  V*%%  Va»  Va,..) 

Bewijs.    Nemen  wij  de  log.  van 

bt-\-b%+bt-{-....  bt         bt         bt 

V*t  ,«j,«3 ••..    en   !/<*%  >  V&% ,  V&t » , 

dan  vinden  wij : 

log.gj  +  l°g*g»  +l°g'ga  +-'eiIlog*  ai     log-  a\    iSfcJÜL.. 

Verder  is  volgens  N°.  10 : 
hg« <*i  +  lQg- g>  +  lQg-  <h  +-  Pf^ft  M/log*  at  log^i  log^t    \ 

en  nu  volgens  N°.  9  tot  de  getallen  overgaande  vindt  men: 

b%+b*+tt+~  #  /*/**         **         *s  \ 

Vat  •  *i  • <*»  ••—  is  eene    v!/^  '  Vat  *  \/a^'*\J 

Stelt  men  hierin  öt  =  ^4  =^s  == ...  ==  1 ,  dan  wordt 

V a\*at *0j  •,  •••*•  ttve    {at  ,a%>as  .....). 

Ben  vorm  aan  de  linkerzijde  noemt  men   het  femetrkck 
midden  der  grootheden  a, ,  a4 ,  63..... 
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*i         *»         ^s 
Wanneer  de  wortelgrootheden  i/at ,  \/a% ,  j/Ti,  .....  aan  elk- 

bt  b%  bs 

ander  gelijk   zyn  ,  dan  is  j/d^  =  y/at  =  j/a, , ....  eene  ge- 
middelde waarde  tusschen  die  grootheden,  derhalve  is  in  dat  geval 

\/ax  .  at .  a3  .....  ==s  \/ax  =  J/a s  ==..••• 

12.    Stelling.    Wanneer  de  breuken  -i  ,  f* ,  £i , ...  allen 

1       *       » 
aan  elkander  gelijk  zijn  ,  dan  is  altijd  : 

tL  —  Vx  —  H—         —  -+_  ,^V+V+gi  '+-. 


»••• 


waarin  men  het  bovenste  of  onderste  teeken  moet  nemen ,  naarge- 
lang de  Breuken  allen  positief  of  negatief  zijn. 
Bewijs.     Volgens  de  veronderstelling  is 


at%     o,*  .  au* 


V         V         V 

derhalve  is  volgens  N°.  10  en  het  laatste  gedeelte  van  N°.  11 : 
a%*  at%  Oj*  a t * -\-at * -\-a% * -{-....• 

v  ~~  v  ~  v  v+v+v+~~ ; 

waardoor  de  stelling  bewezen  is. 


§  5.   Algemeene  eigenschappen  der  vergelij- 

met  ééne  onbekende. 


1.  Wij  hebben  reeds  in  §  2  de  algemeene  gedaante  der  ver- 
gelijkingen met  eene  onbekende  leeren  kennen*  —  Schijnbaar  ia 
de  gedaante ,  welke  ik  dóór  opgaf,  niet  de  algemeenste ;  doch 
indien  men  opmerkt,  dat  de  meer  algemeene  vorm 
Ari*'~\-  At**-1  -f-  Asar~*  +  .....  4*_j0a  -(-  A^tx  -f-  4,=  0 
na  deeling  door  den  coëfficiënt  van  de  hoogste  macht  van  * , 
't  geen  altijd  mogelijk  is ,  overgaat  in 

*  +  a1aT-1  + 0—j*4 +  «*-!*+ «„  =  <), 

dan  kan  men  de  laatste  vergelijking,  zonder  iets  aan  de  alge- 
meenheid te  kort  te  doen ,  als  de  algemeene  gedaante  der  ver- 
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geljjkingen  aanmerken.  Bovendien  zullen  wij  later  zien,  dat  de 

coëfficiënten  at,  as,  «, an  altijd  geheele  reëele  getallen 

Irunnen  zijn,  indien  zulks  het  geval  is  met  A ,  At ,  A% An. 

"Waanneer  zulks  in  het  vervolg  niet  uitdrukkelijk  anders  wórdt 
gezegd,  zullen  de  coëfficiënten  der  onbekende  steeds  reëele,  ratio- 
neele  getallen  z\jn. 

2.  Wanneer  men  eene  vergelijking  tot  hare  algemeene  ge- 
daante heeft  gebracht,  dan  noemt  men  die  waarden,  welke,  voor 
m  gesubstitueerd,  het  eerste  lid  der  vergelijking  =  0  maken, 
toorUU  van  de  vergelijking.     Heeft  men  bijv. 

x*  —  5a?  +  6  =  0 
en  substitueert  men  x  =  3 ,  dan  vindt  men 

9  —  15  +  6=0; 
3  is  derhalve  een  wortel  van  de  vergelijking. 

Hadde  men  »  =  2  genomen ,  dan  zou  men  eveneens  gevon- 
den hebben  0  =  0;  2  is  dus  een  tweede  wortel  der  zelfde  ver- 
gelijking. Wij  zien  hier  dus  al  aanstonds,  dat  eene  vergelijking, 
in  't  algemeen  gesproken,  meer  dan  één  wortel  kan  hebben.  Poor 
het  oplossen  eener  vergelijking  verstaat  men  het  opsporen  van 
alle  waarden ,  die ,  voor  x  gesubstitueerd ,  het  eerste  lid  =  0 
maken. 

Wanneer  in  eene  vergelijking  twee  op  elkaar  volgende  termen 
hetzelfde  teeken  hebben,  dan  noemt  men  zulks  tene  permanentte  \ 
hebben  twee  op  elkaar  volgende  termen  niet  hetzelfde  teeken, 
dan  noemt  men  zulks  eene  variatie. 
De  vergelijking 

x*  +2x*—3x*  -f  7** +7*— 5 =0 
heeft  dus  >-^  x*— '  twee  permanentiën , 

en  x*— '       v*— '         ^-'  drie  varia  tien. 

Gemakshalve  zal  ik  soms  van  eene  verkorte  schrijfwijze  ge- 
bruik maken,  om  eene  vergelijking  voor  te  stellen: 
in  plaats  toch  van 

**  4-  A1sf~t  +  At  ar*"1  +  ••••«^■-i  #  +  A%> 
zal  ik  mij  dikwijls  bedienen  van  de  symbolische  uitdrukkingen 
f(x),  ^(*)»   9>(*)>  V  {*)»  welke  schrijfwijze  gewoonlijk  den 
naam  ontvangt  van  functie  van  x ;    later  zullen  wij  daaraan 
eene  meer  algemeene  beteekenis  leeren  hechten,  doch  vooreerst 


1 
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zien  wij  daarin  niets  anders ,  dan  een  polynomium ,  gerangschikt 
volgens  de  afdalende  machten  van  x,  dat ,  indien  men  voor  m 
achtereenvolgens  waarden  substitueert ,  die  mei  een  zeer  gering 
verschil  opklimmen,  waarden  verkrijgt,  die  ook  weinig  van 
elkander  verschillen.  Eveneens  stellen  ƒ  (o?,y)f  F(x,y)>  p(*,y)-! 
%l>  (xyy)  polynomia  voor  met  twee  onbekenden ,  waarvan  de  ge» 
daante  overeenstemt  met  de  vormen  in  $  2  ,  ê  opgegeven. 

Aanmerking.  Het  woord  functie  is  van  Bernouilli.  Ia 
een  brief  van  Leibnitz  aan  genoemden  wiskundige,  ge* 
dateerd  uit  Hanover  van  den  29  Juli  1698  zegt  deze  e 
Placet  etiam  quod  appeilatione  Functionum  uteris.  Zie 
hun  Comm.  PhiL  et  math.  1745.  —  Claikaüt  schijnt  de 
eerste  geweest  te  zijn ,  die  zich  van  de  aangewezen  verkorte 
schrijfwijze  bediend  heeft — Mém.  de  l'aead.  1736.  Vergelijk 
Baltzer's  Memente ,  die  het  gebruik  van  de  uitdrukking 
functie  eerst  in  1718  stelt. 

3.  Stelling.  Wanneer  men  in  de  vergelijking  f  (*)  —  0 
voor  x  twee  reëele  waarden  a  en  5  substitueert  en  de  daarmede 
overeenstemmende  waarden  van  het  polynomium  f  {se)  tegengestelde 
teekens  helden ,  dan  liggen,  indien  alle  coëfficiënten  vanf(x)  reëel 
zijn ,  altijd  tusschen  a  en  b  éêne  of  meer  wortels  der  vergelijking. 

Bewijs.  Dewijl  alle  coëfficiënten  verondersteld  worden  ein- 
dige ,  bepaalde1,  reëele  getallen  te  zijn  en  n  ook  een  eindig  getal 
is,  zal  voor  elke  waarde  van  x ,  die  men  in  het  polynomium  sub- 
stitueert, dit  polynomium  eene  eindige  waarde  verkrijgen  of 
gelijk  zijn  aan  0.  Substitueeren  wij  nu  in  f  (»)  x  =  a9  dan  vindt 
men  een  polynomium ,  gerangschikt  volgens  de  afdalende  mach* 
ten  van  a,  dat  wij  kunnen  voorstellen  door  ƒ  (o);  eveneens 
stelt  f  (5)  de  waarde  van  f  (x)  voor ,  voor  x  =  5.  Hebben 
nu  /(«)  en  ƒ  (3)  tegengestelde  teekens,  dan  kan  zulks  niet 
plaats  hebben,  dan  door  dat  ƒ  (*)  voor  eene  of  meer  waarden  tos* 
schen  a  en  5  gelijk  aan  0  is  geworden,  dewijl  eene  eindige  groot* 
heid ,  die  met  kleine  verschillen  toe-  of  afneemt ,  niet  van  den 
positieven  tot  den  negatieven  toestand  kan  geraken ,  zonder  in- 
tusschen  0  geweest  te  zijn.  De  waarde  nu  tusschen  a  en  h  voor 
x  genomen,  welke  ƒ  (*)  gelijk  0  maakt,  is  volgens  de  bepaling 
een  wortel  der  vergelijking. 
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Heeft  mea  bgr.  de  vergelijking : 

ƒ  (*)  =  z*  +  6**  —  2#  —  9  ,»  O , 
en  neemt  men  daarin  0==2  en  #==0,  dan  heeft  toen: 

/(2)=i«en/(0)=  — 9; 
tusschen  2  en  O  ligt  dus  zeker  één  wortel  van  de  vergelijking 

4.     Stelling.     Elke  vergelijking  van  onevenen  graad  met 
reeele  coëfficiënten  heejt  altijd  minstens  één  reëelen  wortel. 
Bewijs.    %%/{*)  =  **+Alar1+A%ar-*+Alx*-*  +  ... 

danis    «l  +  %  +  %+±+.^+±)=0. 

Dewijl  hierin  de  coëfficiënten  At ,  ^a ,  ....  ^.  eindige  reëele 
grootheden  zijn ,  kan  men  voor  x  altijd  zoodanig,  getal  a  nemen , 
dat  voor  x  =  «  en  a?  =  — *  a  de  factor 

1  +  4L  +  4r  +  é^l  +  £ 

steeds  positief  blijft. 

Is  nu  n  oneven ,  dan  is  ar  voor  x  =  4-  0  positief,  en  voor 
s  =  —  a  negatief ;  derhalve  heeft  ƒ  (0)  volgens  de  voorgaande 
stelling  minstens  één  wortel  tusschen  +  a  en  —  *• 

Aanmerking,  .  Dat  men  aan  #  altijd  zoodanige  eindige 
waarden  kan  geven,  hetzij  positief,  hetzij  negatief,  dat 

1  -H  4l  -f-  dl  + -f.  ^1'  +  fiv  positief    blijft , 

x  st*  3,1         ar 

blijkt  uit  de  volgende  beschouwing. 

1*.    Nemen  wij  #  =  ■+-  a  en zyn  At ,  ^4,  ......  gallen 

negatief,  dan  moet,  opdat  de  geheele  uitdrukking  positief  zij, 

1  >dl  +  lt  + é^L  +  él 

a  a2  a""1  a* 

waarin  wij  a  altijd  als  een  getal  >  l  beschouwen.  Aan 
deze  ongelijkheid  zal  nog  te  meer  voldaan  worden ,  indien 
men  neemt : 

1  ^      <  T  ^a  T ^»*i  "T  ^»  _ 

of  a>  4t  -J-  At  -f-  ...... ^.t   +  4,. 

2°.    Nemen  wjj  0  =  — «en  zijn  At ,  .4, ,  is , ....  ^« 

Th.  der  Alg.  2 
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positief,  A%,  Ai9  A%„....A^X  negatief,  dan  komt  men 
door  eene  zelfde  redeneering  tot  het  zelfde  resultaat. 

De  beide  hier  beschouwde  gevallen  zgn  de  minst  gun- 
stige, omdat  alle  termen  — i  ,  — *  ,  ^  negatief  geno- 
men werden ;  toch  werd  voor  «=±«=±  {  At+A a-f-..  A*  \ 
de  opgegeven   vorm  positief;  zij  zal  dus  voor  die  waar- 
den, welke  eindig  en  reëel  zijn,  als  bestaande  uit  de  som 
van  eindige  reëele  getallen ,  steeds  positief  blijven.  Substi- 
tueert men  dus  in  eene  oneven  machts- vergelijking/  (x)  =  0 
*  =  (4l-f-41+-4s  +  ._4l)en*=— (At+At-\-....An)f 
waarin  alle  getallen  Al$  At ....  Au  positief  genomen  wor- 
den ,  dan  zal  het  polynomium  daardoor  van  den  positieven 
tot  den  negatieven  toestand  overgaan;  elke  onevenmachts- 
vergelijking  heeft  derhalve  één  wortel  tusschen  de  som  en 
de  negatieve  som  harer  coëfficiënten ,  mits  men  alle  coëffi- 
ciënten positief  in  rekening  brenge ,  d.  i.  hunne  absolute 
waarde  neme. 
5.     Stelling.     Elke  vergelijking  van  evenen  graad,  wier 
coëfficiënten  allen  reëel   zijn   en  waarvan  de  laatste  term  het 
teeken  min  voor  zich  heeft ,    heeft  altijd  minstens  twee  reëele 
wortels ,  waarvan  de  eene  positief,  de  andere  negatief  is. 
B  e  w  ij  s.    Ontbinden  wij  het  polynomium  f  (x)  in  zijne  beide 

factoren  af  (1  -f-  — *-  4-  — |  +  .•••  -=r ;),  dan  kan  men 

x         xl  af1         W 

voor  x  zoodanige  waarde  a  nemen ,  dat  de  tweede  factor  altoos 
positief  blijft.  Maar  de  eerste  factor  blijft,  omdat  »  een  even 
getal  is ,  positief  zoowel  voor  +  a  ^  voor  —  *•  Substitu- 
eeren  wij  nu  x  =  0 ,  dan  krijgt  het  polynomium  eene  negatieve 
waarde ,  omdat  de  laatste  term  negatief  is ;  wij  hebben  dus : 

f  (x)  voor  x  =  -f-  a  wordt  positief ; 

f(x)  voor  a?=      0  wordt  negatief ; 

f  (x)  voor  x  =  —  a  wordt  positief ; 
en  vinden  derhalve  een  positieven  wortel  tusschen  a  en  0  en  een 
negatieven  tusschen  0  en  —  a. 

Aanmerking.    De  negatieve  wortels  werden  voor  Cabba- 
PU9  niet  beschouwd  als  wortels  der  opgegeven  vergelijking , 
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en  ofschoon  men  er  na  dezen  wiskundige  meer  en  meer  toe 
kwam  om  ook  de  negatieve  wortels  eener  vergelijking  als 
zoodanig  te  beschouwen ,  waren  er  in  de  18de  eeuw  nog  ge- 
leerden ,  die  zich  daartegen  verzetten.  Veteres  Algebrae  scrip- 
tores  versati  circa  quaestiones  arithmeticas;  non  agnoverunt 
radices  negativas.  Cardanus  primus  eas  observasse  dicitur. 
Becentiores  omnes  illas  admittunt,  praeter  acutissimum 
Mazebe,  qui  in  iibro  anglice  scripto  et  in  gallicam  linguam 
verso  a  filio  meo ,  eas  respuit[=  uitspuwen  =  geheel  en  al 
verwerpen],  Arïth.  univ.  AucL  Is.  Newton  Cum  commentario 
Johannm  Castillionei.  Tomus  II,'pag.  43  Comm.  ad  cap  IL 
6.  Stelling.  JSene vergelijking ,  waarvan  alle  coëfficiënten 
pkede  getallen  zijn ,  kan  geen  meetbaar  gebroken  tot  wortel 


Bewqs.     Nemen  wij  aan,  dat  het  on  vereen  voudigbaar  ge- 
Wen  ^  een  wortel  zij  van  de  vergelijking 
o 

tf,+  ,*1a;,,-1  +Ataf-%  + 4-1&  +  4,  =  0, 

dn  vindt  men  door  substitutie  van  x  •=.  -: 

o 

rf  na  vermenigvuldiging  met  /V~l  en  overbrenging  van  termen : 
£=  —  (At  dT- *  +  ^  <r~%b  -f- ....  A^t  ah»-*  +AjT-i\ 

Li  het  tweede  lid  zijn  alle  termen  geheele  getallen ;  het  eerste 
U  daarentegen  bevat  een  onvereen  voudigbaar  gebroken ;  dewijl 
èm  leden  dus  niet  aan  elkander  kunnen  gelijk  zijn ,  kan  de 
ittgelijking  geen  meetbaar  gebroken  tot  wortel  hebben. 

7.    Stelling.    Mke  vergelijking   met  reëele  coëfficiënten , 

\  tUchtê  ééne  variatie  heeft ,  heeft  noodzakelijk  éénen ,  maar 
niet  meer  dan  éénen  positieven  tcorteL 

Be  wij  8.  Volgens  de  veronderstelling  heeft  de  vergelijking 
4  gedaante: 

r  +  AtaT-*  +  AX4T*  -f 4m**-~—  A^%  *■—  i  — 

lat  dewijl  de  vergelijking  slechts  ééne  variatie  heeft ,  moeten 

2* 
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na  den  eersterr  negatieven  terra  alle  andere  termen  negatief  zijn. 

Natuurlek  ia  ia  deze  vergelijking  m  een  geheel  getal  en  <  n. 

Voor  de  bovenstaande  vergelijking  kan  men  ook  schrijven : 

Laat  men  nu  x  alle  waarden  doorloopen  van  *  ss  0  tot  m  =  oo , 
dan  zal  de  waarde  van 

xn  -|"  ^i  *"~1  ~\r  •••••^•wj  #  -f-  -4*  ==  9(*) 
voortdurend  aangroeien  va*  A^  tot  oo ;  daarentegen  zal 

ar     ^    **     ^  **-— i    ^  «*—         n  ' 

steeds  afnemen  van  oo  tot  0; 
zoodat  de  vergelijking 

ar— m  {  q>(x)  —  y(x)  }  =  f[x) 
vüor  alle  waarden  van  a?  van  0  tot  oo  voortdurend  aangroeit 
van  —  oo  tot  +  oo  en  derhalve  eenmaal,  maar  ook  slechts  ééns, 
0  moet  zijn.  Tusschen  0  en  oo  liggen  slechts  positieve  getallen %, 
die  positieve  getallen,  voor  ar  gesubstitueerd,  maken  f  (ar)  slechts 
eenmaal  =  0  ,  derhalve  heeft  de  opgegevene  vergelijking  slechts 
één  positieven  wortel, 

8.  S  t  e  1  ïi  n  g.  Iedere  vergelijking ,  toaarvan  de  coëfficiënten 
geheel  willekeurige,  maar  volkomen  bepaalde,  reeele  of  imaginaire 
getallen  zijn,  heeft  altijd  minstens  één  reèélen  of  imaginair  en 
maar  volkomen   bepaalden   wortel   van   de1  (rtgemeêne  gedaante 

Bewijs.     Zij  ƒ  (x)=xu-^-Atx*-1-\-A%x*-i-\- A^xx -\- 

-f-^t==0,  waarin  Ai ,  A% ,  A% An_l ,  A*  willekeurige  reeele 

of  imaginaire  getallen  zijn ,  dan  zullen  wij  hun  modulus  voor- 
stellen, door 

Qt>  Qi>  ?s- -?«-i  »  «•• 

Zij  verder  r  de  modulus  van  eene  zekere  waarde  van  wzzip  -*^ 

-f-  W  —  1 »  dan  heeft  men  volgens  §  3 ,  5  ,  dat 

rm,  f*~f  ,  f*"* r* ,  t 

de  moduli  zijn  van 

a\  **-*  ,  »•-* ar*,  ar. 

De  moduli  van 
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zjjn  derhalve : 

Sullen  wij  ma  den  modulus  van 

«■  +  Ax  ar""1  +  -^j  «*"*  ■+■ +  -A*  voor  door  B , 

en  Tan  At  a?""1  +  -4,  *""*  -}~  -f-  ^.j  *  -f"  «4»  door  ï<  t , 

dan  ligt  (volgens§3,  7)  de  modulus  12 tusschen 
#*  -~  fl,     en    »*  +  iï,  ; 
't  geen  wij  willen  voorstellen  door  te  sehrijven: 

R=z*\.n  —  Rt,  r*+Rt)  (Vergelijk  §  4). 
Maar  dewijl  Rx  <91i*"1  +  e,**""1  + +  e*-ir+TV» 

ttf+ J2,  <>  +  *•,#*-!  +  ^r-'  + +  <^tr  +  ?.; 

derhalve  zal  ook  R9  als  liggende  tusschen  r* —  ÏRj  en  r*+  2Ê,  , 
wen  groot  als  ,  of  grooter  zijn  dan 

>*—  Vi^1  —  9*r*~%  — —  ft-i'  —  *V 

Hiervoor  kan  men  ook  schrijven : 

*i-?--3- -p) <A> 

vurin  wtjj  r  steeds  als  positief  aanmerken.  Dewijl  nn  r  de  modü* 
bis  van/?  -f-  yv  —  1 1  is  r  =  W(p*  +  q%) ,  en  kan  men,  door 
idöt  p  en  £  geschikte  waarden    te  nemen ,  r  zoo  groot  laten 
"uden,  als  men  wil. 
Verder  heeft  de  vergelijking 

f-tV,L"1—  tV*"*— —  ft^i^  — «»=0.     .     .     .   (B) 

V&arin  ook(>1,  ^s,  f, q%  reëele  grootbeden  zyn,  altijd  één 

iHatieven  wortel  (§  5 ,  7)  ;  stellen  wy  dien  wortel  =  £ ,  dan  zal 
"Wrs={  het  product  (A)  gelijk  aan  0  worden ,  en  voor  f  ^>? 
ft  7  =  oo  steeds  positief  zijn. 

Dewijl  nu  f* — ft***"1  — ?ir*-1  •••  —*1—tr  —  Qn<R>  en  R 
*b  modulus  steeds  positief  is ,  zoo  zal ,  wanneer  r  grooter 
torifc,  ook  R  grooter  worden ;  zoodat  de  kleinste  waarde  van  R, 

A  zijnde  positief  ea^>  0,  altijd  overeen  moet  komen  meteene 
•ndige  waarde  van  r ;  derhalve  moet  de  kleinste  waarde  van 
»  ook  overeenkomen  met  m  z=zp  -\-  q\/  —  1. 
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Volgens  §8,4  zgn  alle  machten  van  den  vorm  p  +  qy  —  1 
herleidbaar  tot  dezelfde  gedaante,  derhalve  zal  de  vorm 

<J+qi)n  +Ax(p+qif'1  + Anl  (p+fi)+An  , 

waarvan  de  modulus  R  is,  altijd  herleid  kunnen  worden  tot  de 
gedaante  Fn  +  Qn  \/—\. 

Neemt  men  voor  x  eene  andere  waarde,  mjv.  *-|-^-j-2^— ]  f 
waarin  z  geheel  willekeurig  is,  dan  vindt  men: 

welke  altijd  herleid  kan  worden  tot  de  gedaante : 

**  +  [Pt  +  Qti)  *"'1  +  (P%  +  Q,i)  >?'*  + .... 

waarin  Pt ,  Pt Pn  ,  Qt ,  Q , , Qw 

allen  reëele  getallen  zijn. 
Dewijl  e  geheel  willekeurig  is ,  kunnen  wij  daarvoor  nemen : 

waarin  d  een  zeer  klein  positief  getal  voorstelt.  Substitueeren  wij 
deze  waarde  van  z  in  het  polynomium  (C)  en  rangschikken  wjj  het 
tevens  volgens  de  opklimmende  machten  van  d ,  dan  heeft  men : 


m 


r,+«4-!W^+ (-üjaor)  *■  •  ■  • 

deelt  men  daarna  dit  polynomium  door  Pn~\-Qni>  dan  vindt  men 
een  polynomium  van  den  vorm 

l  —  d  +  atd*  +  azÖ*  + anr (JE) 

waarin  at ,  a3  ,  ......  aw  reëele  of  imaginaire  coëfficiënten  z\jn. 

Voor  z  =  —  *  -e — ttï — 3  »  derhalve 

('  +  p  +  «i)"  +  *i(*  +i>  +  yi)"1  +  •..«.  +  4,  = 
C»-!-<?«iXi — *4-«a**-h«.*1t  + %n (*> 

Zy  SR  de  modulus  van  1  —  d  +  atd%  -f-  a9d*  -f~ •**** 
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dan  is ,  omdat  R  de  modulus  is  van  Pn-\-  Qni ,  RSR  de  modulus  van 

(t+p+iïr+Ati'+p+iïr1 + <i(«+h-j1)+4.. 

De  moduli  der  reëele  getallen 

1— d,  d*  ,  d* d* 

zijn  natuurlijk  die  getallen  zelf ;  stelt  men  nu  verder  de  moduli 
der  reëele  of  imaginaire  getallen  a%y  a$i  ak  ....  a%  respectievelijk 
voor  door  1 1 ,  tz  , tn  ,  dan  zijn  de  moduli  van 

1 — d,  a%d*9  atd*9  ...a^*  achtereenvolgens  1-0,  i  %d*9  tjfl*...^* . 

Verder  heeft  men ,  dat  91  de  modulus  van  1 — d+x*d*+...a  d ' 
niet  grooter  kan  zijn ,  dan  l — <J+t,£*-f  ta<J3  ...-r-t^'.ftS,  7) 
zoodat  ÉR  <  l — ^(i_r^_ tzd*—  ...— t/"1). 

Is  nu,  zooals  wij  verondersteld  hebben,  d  een  zeer  klein  getal, 
dat  slechts  weinig  van  0  verschilt,  dan  heeft  men : 

0t<  1,  en  dus  ook  223t<2£, 
inde  veronderstelling,  dat  R  niet  gelijk  aan  0  is. 

Is  nu  R'  de  kleinste  waarde  van  den  modulus  i?,  dan  zal  men , 
wanneer  R'  niet  gelijk  0  is,  aan  d  altijd  zoodanige  waarde  kunnen 
geven  ,  dat  RfH  kleiner  is,  dan  R\  hetwelk  ongeremd  is,  dewijl 
22$tookeene  waarde  van  R,  maar  niet  de  kleinste  waarde  is. 
De  kleinste  waarde  van  R  moet  derhalve  0  zijn. 

Deze  sluitredenen  gelden  intusschen  maar ,  voor  zoover  in  de 

uitdrukking  z  —  —  d  g — r~7T~ï 

^«-1  "f"  6».ii  niet  gelijk  0  wordt ,  zoodat  wij  nu  nog  moeten  na- 
gaan, water  in  de  veronderstelling  van  Pnml  -+-  0^1=  0  ge- 
beuren zal. 

Nemen  wjj  wederom  het  polynomium  (C) 

M*+jV  +  M*+p+<iT*  + ......  4..i(*-h»+d)  +  K> 

dat  herleid  wordt  tot  de  gedaante : 

en  veronderstellen  wy,  dat  daarin  i^.i+ö^.ii,  •p».2+0*-2i  »•— 
.....  P,^!  +  Q»fii  verdwijnen ,  dan  wordt  het  polynomium  (Ct) 

**-HI>i+QtiK1+-...{Pm+QAy-m+J>n+QA.  .  .  {C. 
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Neemt  men  nu  hierin 
z = —  o  \/  p    ,q  | ,  waarin  ê  zeer  klein  en  positief ,  dan  ver- 

andert  (Cj),  na  rangschikking  volgens  de  opklimmende  machten 
van  £,  iv  _i_/i  • 

-  i>.+e„i+(p),+o,ir(W  •+(-"^i)^,f- 

Deelt  mop  nu  (Jeaen  vorm  door  (^+0^1)  en  stelt  men  het<quo- 
t$nt  vopjr  door 

dan  is  even  als  hoven : 

Zijn  nn  verder  tH_m+l ,  tn_m+2 **  de  moduli  van 

an—m+l  '  V- w-f-1  » a»  » 

fyn  vindt  men  even  als  hoven,  wanneer  9t  de  modulus  is  van 

derhalve  ook: 

9l<len0l«<2Ê, 

waaruit  men  door  eene  zelfde  redeneering  als  hoven  besluit, 
dat  de  kleinste  waarde  van  R  gelijk  aan  0  moet  zyn. 

Be  kleinste  gaarde  van  R,  die  derhalve  overeenstemt  met  eene 
eindige  waarde  voor  r ,  en  dus  ook  voor  x,  is  gelyk  aan  0. 

Volgens  het  voorgaande  is  M  de  modulus  van 

of  van  P  -f-  ©i. 

Zijn  nu  it'  de  kleinste  waarde  van  R  en  p\  q\  P*  en  Q  de 
waarden  *an  jp ,  qf  Pen.  Qt  waarvoor  men  de  kleinste  waarde 
van  R  vindt,  dan  is 
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De  som  van  twee  vierkanten  kan  slechts  0  zijn ,  in  geval  zoo- 
wel P  als  Q  ieder  in  't  bijzonder  gelijk  zijn  aan  0;  zoodat  dan  ook 

p--f  <yv—  1=0,  en  dus 

(P+W  +  ^iV+fT1  +  A%iP'+ W*  + 4,  =  o, 

maar  is  voor  x  '==  jp'  -f-  #1  het  polynomium  =  0 ,  dan  is 
x  = j/  -f-  ^1  een  wortel  van  de  vergelijking 

*«  +  Ax  «-1  +  At  x*-%  +  .....  +  4,.!  «.+  4,  =  0 ; 

waardoor  het  gestelde  bewezen  is. 

Aanmerking.  Deze  gewichtige  stelling,  waarmede  de 
gansche  theorie  der  vergelijkingen  staat  of  valt ,  en  die  in 
onmiddellijk  verband  staat  met  de  stelling  van  N°.4,  is 
voor  het  eerst  bewezen  door  d'Alembert.  Het  gemakke- 
lijke elementaire  bewijs ,  dat  ik  hier  mededeel ,  is  ontleend 
aan  Gbunebt.  (Klügel.  S.  II.)  Men  vergelijke  intusscben 
daarmede  Augustin-Louis  Cauchy,  Mémoire  sur  la  résolu- 
tion  des  équations  numériques  ei  sur  la  theorie  de  Vélimina- 
tion.  Paris,  1829,  pag.  30 — 37.  Tnsschen  deze  bewijzen 
is  bijna  geen  verschil. 
9-     Stellin  g.  Wanneer  p  -f-  qi  een  wortel  is  van  de  vergel, 

xn  +  Alxn-l^A1xn2  + AMmlm+AM=z09 

dan  is  kei  eersie  lid  dezer  vergelijking  zonder  rest  deelbaar  door 

x  —  (p  +  qi), 
en  kei  quotiënt  is  een  polynomium,  dat  een  graad  lager  is ,  dan 
hei  opgegeven  polynomium. 

Bewijs.     rstf=;?-r-gi  een  wortel  der  opgegeven  vergelij- 
king,, dan  is: 

(l'+jir+41(H-?i)*-1+i1(>»+?ir2+...+^/!.1(?+?i)+^=0; 
en  door  aftrekking  der  overeenkomstige  leden  der  beide  rergel, : 

-f-  An.\  \x  —  (p-hqï)}  =  0  = 

xn  -f-  Ax  *n'1  +  A%  x*-*  + AnA  x -f-  An. 

Het  eerste  lid  dezer  vergelijking  is  deelbaar  door  x  —  (p+gi)  a 
derhalve  moét  ook  het  tweede  lid  daardoor  deelbaar  zijn. 
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Verrichten  wij  nu  de  deelingen  werkelijk ,  dan  vinden  wq: 


*i>2    ,    „.«-3/^  ,  A.\  •        .  t „  ,  ^\«— 2 


^±gf=    .  -         -MM* 

*~ (  P+fi)     _  T 

ar— (  f-f-gij  * 

Deelt  men  dus  het  voorste  lid  van  de  opgegeven  vergelijking 
doora?— (p-\-qi),  dan  komt  er  eene  vergelijking  van  één  graad 
lager,  dan  de  oorspronkelijke. 

10.  Stelling.  Mk  polynomium  van  den  nden  graad,  ge- 
rangschikt volgens  de  afdalende  machten  van .  x ,  kan  ontbonden 
worden  in  n  /actoren  van  den  eersten  graad  van  den  vorm 

x  —  {p  +  qi). 
B  e  w  ij  s.  Stellen  w^j  het  polynomium  weder  voor  door  J  (* ) , 
dan  zal ,  omdat  iedere  vergelijking  ƒ  (o?)  =  0  een  wortel  heeft  van 
de  gedaante  p  -f-  qi ,  f(x)  deelbaar  zyn  door  x  —  ( P  -f-  <p)-  Zij 
het  quotiënt  ƒ '  [x)  9  dan  is  ƒ  (*)  =ƒ'(*)  [x—p — qi\  Maar  op  den 
zelfden  grond  heeft/'  (x)  een  wortel  (pt+qti)  en  is  dus  deelbaar 
doord? — Pi — £,i;  z^j  dit  quotiënt  ƒ"(#),  dan  heeft  men: 

f{x)  = ƒ"  (x)  [x—p—qi)  (x—Pi—tii). 
Ook/"  {x)  zal  wederom  een  wortel  hebben ,  dien  wrj  kunnen 
voorstellen    door  pt  -f-  qxi ;    zy   het  quotiënt   van  ƒ "  (x)  en 
<r--pa— qti  —f"  (x) , 
dan  is  f{x)  =/"  (x) (x— p— qi)  (x—px—qtï)  (x—pl—qti). 

Merken  wy  nu  op,  dat  ƒ '  (x) ,  ƒ "  (x) ,  /'"  (s)  '.  ƒ  f*'1*  (<r) 

polynomia  zijn ,  die  telkens  een  graad  lager  worden ,  dan  zal  ein- 
delijk gevonden  worden  ƒ  t*"1)  {x)z=i*-pnmi  — qnjli  en  het  poly- 
nomium f(x)  zal  gelijk  zijn  aan 

(x-p-qi)  (x-pt-qti)  (p-p%-q%l) («-^.2"?»  2i)^»-r^-li> ' 

welk  aantal  factoren  noodzakelijk  gelijk  n  moet  zijn. 

IL  Stelling.  De  ontbinding  van  een  polynomium  in  n 
factoren  van  den  eersten  graad  kan  slechts  op  éene  wijze  plaats 
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hebben,  d.  t  met  andere  woorden:  eene  vergelijking  van  den  nden 
graad  heeft  altijd  n ,  maar  ook  niet  meer  dan  n  wortel*. 

Bewijs.     Volgens  het  vorige  N°.  heeft  men 
ƒ (*)  =  (*  —p  —  q\) (*  —  p,  _ qxi) (* —p^t  _ q^iy 

Nemen  wij  nu  aan ,  dat  men  ook  nog  heeft : 

/(.)=(.— y_€1)  (.-/,-^ij (»_^t  -^i). 

Het  eerste  product  wordt  0 ,  wanneer  men  *  =  p  -f  qi  neemt ; 
dewijl  nu  ƒ(#)  =  0  wordt,  moet  ook  het  tweede  product  voor 
f  =  ^  +  4=:0  worden,  hetgeen  niet  plaats  kan  hebben  of 
minstens  een  der  factoren  moet  0  worden ,  stellen  wij  dat  dit 
het  geval  zij  met 

*—p'—qï, 

dan  is  p-^ql  —  p' —  q\  =  0 , 

of  *  —  p  —  $i  =  *  — p' — q:i. 

Neemt  men  in  het  eerste  product  9z=zpx  +  gii,  dan  wordt 
het  0  ;  zulks  zal  dus  voor  die  waarde  van  »  eveneens  het  geval 
moeten  zijn  met  het  tweede  product ;  derhalve  zal  één  der  fac- 
toren van  het  tweede  product,  bijv.* — p\ — q\if  geljjkaanO 
moeten  worden  euz.  Op  dergelijke  wijze  voortredeneerende  vindt 
men ,  dat  alle  eerste  machtsfactoren  van  het  eene  product  gelijk 
zijn  aan  alle  eerste  machtsfactoren  van  het  tweede  product;  het 
polynomium  kan  dus  slechts  op  ééne  wijze  in  n  eerste  machts- 
factoren ontbonden  worden.  Dewijl  men  nu  slechts  op  ééne 
wijze  heeft: 

ƒ(«)=(«— f  —qi)   \  (    *=/>  +qi 

(*-/V-*ti)     /  en  /0c)telken8  o  1   •=*+*«{ 


wordt  ,   wanneer 
men  neemt: 


t~    ~         n    \\\  men  neemi :  i   m __ M     _.        t 

(*-: 'Pn-i— 9+ii))  {  »=JVrH«-i4 

heeft  de  vergelijking  ƒ  (#)  =  0  ook  n  wortels ;  dewijl  er  niet  meer 
dan  n  zoodanige  eerste  machtsfactoren  mogelijk  zijn ,  kan  de 
vergelijking  ook  niet  meer  dan  n  wortels  bevatten.  Hierbij  valt 
op  te  merken ,  dat  eenige  wortels  aan  elkander  gelijk  kunnen  zijn. 
12.  Deze  stelling  geeft  ons  aanleiding  tot  zeer  belangrijke 
opmerkingen.    In  {  2,  7  hebben  wij' namelijk  gezien,  dat  de. 
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beide  leden  eener  vergelijking  met  een  zelfde  getal  vermenigvul- 
digd ,  door  een  zelfde  getal  gedeeld ,  tot  eene  zelfde  macht  mogen 
verheven  en  daaruit  een  zelfde  machtswortel  getrokken  mag  wor- 
den. Wèl  blijft  het  axioma  ten  allen  tijde  waar,  maar  ten  aanzien 
der  vergelijkingen  blijft  bij  de  toepassing  daarvan  het  volgende 
in  het  oog  te  houden. 

Wordt  de  vergelijking  *  -f-  2  =    ^*       ' , 

welke  aa  herleiding  zal  blijken  van  den  tweeden  graad  te  zijn , 
vermenigvuldigd  met  een  factor,  waarin  de  onbekende  voorkomt, 
terwijl  deze  factor  niet  dient  tot  wegmaking  der  gebrokens,  dan 
zal  de  graad  der  vergelijking  daardoor  met  zooveel  eenheden 
verhoogd  worden ,  als  er  eenheden  zijn  in  den  exponent  van  de 
onbekende ,  die  in  den  bedoelden  factor  voorkomt.  Den  graad 
met  eenige   eenheden  vermeerderende,   wordt  ook  het  aantal 
wortels  zooveel  grooter» 
Schrijft  men  namelijk  voor  de  opgegeven  vergelijking : 
**  -f-  2*=  3*— 3  of  **—  *  +  3=0 
en  vermenigvuldigt  men  de  beide  leden  dezer  vergelijking  met 
(*'  4"  4)  f  dan  zal  men  vinden : 

xk  —  ar*  -|-  7** — 4#  +  12  =  0; 
welke  vorm  van  den  vierden  graad  geworden  zijnde ,  twee  wor- 
tels meer  bevat,  dan  de  opgegeven  vergelijking.    Dewijl  men 
nu  voor  de  laatste  vergelijking  ook  schrijven  kan: 

(** +  •*)(**—  *-f-3)  =  0, 

ziet  men ,  dat  die  wortels  ingevoerd  zijn ,  welke  voldoen  aan  de 
vergelijking  x  *  -f-  4  =  0. 

Vermenigvuldigt  men  dus  met  eenigen  factor,  waarin  de  on- 
bekende voorkomt ,  zonder  dat  die  vermenigvuldiging  dient  tot 
wegmaking  van  gebrokens ,  dan  voert  men  die  waarden  voor 
de  onbekende  in ,  die  wortels  zijn  van  den  factor ,  waarmede  men' 
vermenigvuldigt.  Door  met  zoodanige  factoren  te  vermenigvul- 
digen ,  kan  ook  de  aard  der  vergelijkingen  geheel  veranderen. 
Vermenigvuldigt  men  namelijk  de  vakehe  vergelijking  3=7 
met  s  —  6,  dan  vindt  men: 
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8(#  —  6)  =  7(*— 6) , 
welke  vergelijking ,  voor  a?  =  6  nul  wordt ,  eene  waarde  voor 
j  toelaat  en  dat  nieUidentieh  geworden  is. 

Vermenigvuldigt  men  zoodanige  vergelijking  met  een  factor , 
die  uit  ziek  zelven  0  is,  dan  wordt  zij  zelfs  identiek.  Zoo 
gaat  de  vergelijking  3(* — x)  =  7(*> — x)  door  voor  alle  mogelijke 
waarden  van  *• 

Op  gelijke  wijze  kan  men  eene  niet-identieke  vergelijking  door 
vermenigvuldiging  met  een  factor,  die  0  uit  zich  zelven  is, 

I        identiek  maken. 

i 

Soortgelijke  opmerkingen  gelden  bij  de  machtsverheflmg. 
Heeft  men  de  vergelijking 

dan  vindt  men :  \/x  —  lx~~ 2I~4jg  =  J(*— 7); 


3 
na  maohisverfcemag :  \x  =  a?*— 14j?  -f-  49 , 

|       of  s*— ^s  +  igsso. 

Het  eerste  lid  dezer  vergelijking  kan  ontbonden  worden  in  de 
factoren : 

(*_9)(*—  V)  =  0, 

zoodat  de  getallen  9  en  *99  wortels  van  de  laatste  vergelijking 
zijn.  Door  de  machtsverhemng  kunnen  intusschen  waarden  zijn 
ingevoerd ,  die  in  de  oorspronkelijke  vergelijking  niet  voldoen , 
en  het  is  noodig ,  dat  men  verifieere ,  of  de  gevonden  wortels  ook 
aan  de  eerste  vergelijking  voldoen.  Men  zal  bevinden ,  dat  de 
beide  wortels  f{x)  =  0  maken ,  indien  men 

V'  *  =  V9  =  +  8  en  ^ar=  V  V  =  —  \  neemt. 
Hierin  ligt  nu  niets  tegenstrijdigs ,  want  neemt  men  weder 
de  oorspronkelijke  vergelijking  en  substitueert  men  daarin  \Sxz=y, 
waardoor  v"£  onze  onbekende  wordt ,  dan  vindt  men  na  be- 
hoorlijke herleiding 

y%—  hv  —  7=0, 

waarvoor  men  ook  kan  schrijven : 

(y_3)(j,  +  J)  =  0 

ten  bewijze,  dat  voor  \/x  =y  de  waarden  -+-  3  en  —  \  aan  de_ 
vergelijking  voldoen. 
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Tot  voorbeeld ,  hoe  men  rechtstreeks  waarden  invoert ,  diene 
de  vergelijking  2  =  2; 

verheft  men  deze  tot  de  tweede  macht ,  dan  vindt  men  x%  =  4 
of  #*— 4=0;  waarvoor  men  schrijven  kan:  (#-f-2) (#— 2)=0 ; 
zoodat  de  waarde  a?=—  2,  die  aan  de  oorspronkelijke  vergelijking 
niet  voldoet ,  ingevoerd  is. 

Heeft  men  nog  de  vergelijking  ^\*  y  '  —  _  l  f 

dan  is  k(#*+&)  =  —  (*4"2);  waardoor  aangewezen  wordt, 
dat  de  wortel  uit  (x*  -{-5)  [indien  x  een  positief  getal  is ,  of  een 
negatief  getal  <  2]  negatief  genomen  moet  worden.  Zoodanige 
en  soortgelijke  zwarigheden  ontstaan ,  omdat  door  het  verheffen 
tot  eene  evene  macht  de  onderscheiding  verloren  gaat,  of  voor 
het  wortelteeken  het  teeken  -\-  of — gestaan  heeft.  Neemt  men 
intusschen  aan,  dat  dit  teeken  door  den  aard  der  vergelijking 
steeds  wordt  aangewezen ,  dan  zal  men  altijd  eene  waarde  voor 
de  onbekende. vinden,  die  aan  de  gestelde  voorwaarde  voldoet. 
Neemt  men,  om  nog  een  laatste  voorbeeld  te  geven,  de  vergel. 

dan  volgt  daaruit  door  eene  gemakkelijke  herleiding  * 

is  dus  y  (#+4)  >  7  en  neemt  men  dien  negatief,  dan  zal  men 
1^  (3^-|- 1)  ook  negatief  moeten  nemen  ,  om  aan  de  eischen  van 
het  vraagstuk  te  voldoen.  Is  i^(*-|-4)  <7  en  neemt  men  daar 
den  positie  /en  wortel,  dan  zal  p/(&r-}-l)  wederom  negatief 
genomen  moeten  worden.  Door  substitutie  zal  verder  moeten 
blijken,  of  men  den  positieven  wortel  ofwel  den  negatieven  zal 
moeten  nemen.  *) 


*)    Nemen  wij  in  de  laatste  vergelijking 

dan  vinden  wij   *+4=y»,  3#=%»— 12,  V(3*-|-l;— V(3y*-- 1 1) 
enV(8#+l)-#,  3#+-l=«» ,  *~^=i  en  i^(jr+4)*^/!l±ll\  . 
zoodat  door  substitutie  de  opgegeven  vergelijking  overgaat  in : 
y-7  =  V(8#+l)  -  K(3y  •-!!)  en  *+7  =  K^f^ , 
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Eene  derde  opmerking  betreft  het  deelen  door  een  factor» 
waarin  de  onbekende  voorkomt  Door  deze  deeling  toch  wordt 
de  graad  der  vergelijking  lager ,  derhalve  worden  er  wortels 
verdonkerd.     Heeft  men 

6(*— 5)*-t-13(*— 5)=0, 
welke  vergelijking  van  den  tweeden  graad  is,  en  deelt  men  nu 
door  x — 5  „  waardoor  men  tot  nitkomst  krygt : 

6(#— 5)  +  13  =  0, 


waaruit  na  machts verheffing  en  herleiding  volgt : 

y*  +  7y  —  30  =  0.  z*  +  21*  -f-  63  =0. 

Aan  deze  beide  vergelijkingen  wordt  voldaan  door 
y  =  +  3  of  y  =  — 10,  *-  —  4  of  «  =  —17; 

voor  y  =  -|-3  en  **=  —  4  vinden  wij  *  =  5  ; 
voor  y  =  —  10  en  z  =  — 17  vinden  wij  x  =  96. 

Waarden  voor  x,  die  aan  de  opgegeven  vergelijking  voldoen, 
zijn  dus  5  en  96 , 

mits  men  v^(*-f*)  positief   en  ^(3*-f-l)  negatief 
of  V(*  +  4)  negatief  en  i/(3#  +  l)  negatief  neme. 

Hierdoor  nu  geschiedt  niets  ongerijmd*.     De  uitdrukkingen 
ps(x-\-é)  en  v(8j\-{-1)  vertegenwoordigen  twee  waarden,   het 
is  de  vraag  maar  zoodanige  waarden  te  kiezen ,  dat  zij  aan  de  ge- 
gevens van  de  vergelijking  voldoen. 

Ik  heb  mij  eenigszins  uitvoerig  met  dit  vraagstuk  bezig  gehouden , 
omdat  mijne  zienswijze  verschilt  van  de  in  ons  vaderland  tamelijk 
algemeen  aangenomene.  Het  voorbeeld  is  ontleend  aan  Ba  don 
Ghtben's  Algebra,  welke  schrijver  echter  zegt,  dat.  er  geene 
waarden  van  x  zijn,  die  aan  de  opgegeven  vergelijking  voldoen. 
Is  deze  bewering  waar,  dan  is  de  vergelijking  valsch,  omdat  men 
in  de  vergelijking 

vWjr  +  4)  —  K(3*  +  l)  —  7=0 
geene  waarde  voor  *  kan  substitueeren  ,  die  het  eerste  lid  werkelijk  0 
maakt.  —  Kkmpjeës  geeft  in  zijne  vraagstukken  ook  vergelijkingen , 
waaraan  geene  eakele  waarde  van  x  voldoet.  M.  i.  heeft  men  zich 
hier  door  den  schijn  laten  bedriegen.  Voor  het  overige  dien  e  nog 
de  volgende  aanhaling  uit  Newton  :  Huc  referre  heet  quantitatum 
surdarum  exterminationem  fingendo  eas  literis  quibuslibet  aequales. 
Quemadmodum  si  sit  \/a</  V\p(i—'y)  =  la  -f-  ^»y% ,  scribendo  /, 
pro  yay ,  v  pro  |^(  ta — ny) ,  et  x  pro  ^«y*  habebuntui  aequatio 
nes  t  —  9  *=?  %a  -f-  x9  tt  *=  ay ,  vv  =  aa  —  ay  et  z »  =  ayy ,  etc. 
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dan  heeft  men  de  waarde  van  xt  die  * — 5  gelijk  aan  nul  maakt, 
verdonkerd ,  men  zal  dus  deze  als  een  wortel  der  vergelijking  in 

rekening  moeten  brengen.     Heeft  men  nog  de  vergelijking : 

7*i  _  5,i  —  o 

en  deelt  men  door  #* ,  lan  worden  door  deze  deeling  vier  waar- 
den 9  =  0  verduisterd  ,  want  daardoor  wordt  eene  vergelijking 
van  den  achtsten  graad  teruggebracht  tot  eene  van  den  vierden. 

Door  zoodanige  deeling  kan  ook  de  aard  der  vergelijking  eene 
geheele  verandering  ondergaan. 

De  identieke  vergelijking 

2(x— s)  —  6(*— *) 
is  na  deeling  door  den  factor  ar— ar ,  die  uit  zich  zelven  0  is,  valsch. 

De  niet-identieke  vergelijking 

6(*— 7)  =  %— 7) 
is  na  deeling  door  x — 7  eveneens  valsch. 

De  identieke  vergelijking 

5(6— x)  (<r— *)  =  4(6-*)*  (x—i v) 
wordt,  na  deeling  door  den  factor  (*~-#),  niet-identiek ,  enz. 

Ook  bij  de  worteitrekking  heeft  men  te  letten  op  het  verduiste- 
ren van  wortels  der  vergelijking.    De  vergelijking 

**  +  6a?1  +  12*  -f  8  =  0 
is  van  den  derden  graad  en  heeft  dus  drie  wortels.    Trekt  men 
daaruit  den  derdemachtswortei ,  dan  vindt  men 

*+2-0 
en  twee  wortels  zijn  verdonkerd. 

Heeft  men  de  vergelijking  #'  =  1  en  trekt  men  uit  beide 
leden  den  derdemachtswortei,  dan  vindt  men  <r  =  l,  terwijl  in 
de  oorspronkelijke  vergelijking  drie  verschillende  waarden  voor  x 
het  polynomium  **  —  1  gelijk  aan  0  maakten. 

Merkt  men  op,  dat  **  +  6**  +  12*+  8  =  (#  +  2)*  =  0 
drie  factoren  o?  -f  2  heeft ,  en  dus  ook  drie  gelijke  wortels  —  2  , 
en  dat  *»  —  1  =(*—!)(**  +  x+  1)  — 


„_„(._  =!^=5)  (._ rb^r?)  = 


0 


de  wortels  1 ,  — il— —  ,  -f^ — •  heeft ,  dan   ziet  men 

2  2 

proefondervindelijk ,  dat  bij  de  worteitrekking  evenzeer  als  bij  de 
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deding  door  een  factor ,  waarin  de  onbekende  voorkomt ,  som- 
mige wortels  der  vergeving  verduisterd  kannen  worden. 

13.  Stelling.  Wanneer  eene  vergelijking ,  waarvan  alle 
ceffieunten  reütèk  getaUen  z&i,  een  imaginairen  wortel  heeft 
m  de  gfiteqmte  f  4*  %y  """*  1  »  dm  heeft  zy  ook  noodzakelijk  ten 
wiel  van  de  gedaante  $  — «•  a\/  -*-  1 ,  of  met  andere  woorden  : 
In  eene  vergelijking ,  welke*  coëjficiè'atev  reëel  zijn ,  komen  de 
imaginaire  wortels  paarsgewijze  voor. 

Indien  ƒ  +  $i  een  wortel  is  der  vergelijking 

Z  +  4,  jr-*+41jT-»+..^  + J^tf  +  ^rrO,  ....  (o) 
dan  beeft  men  ook  : 

Ontwikkelt  men  de  verschillende  machten  van  p+qi,  dan 
krijgt  men  twee  soorten  van  termen ;  de  eerste  term  van  elk 
lunomium  en  de  termen ,  waarin  evene  machten  van  i  voorko* 
Ken,  zullen  even  als  de  bekende  term  A% ,  eene  reëele  waarde 
opleveren,  die  voorgesteld  kan  worden  door  P,  de  onevene 
nachten  van  qi  blijven  imaginair ,  zoodai  men  voor  de  verge- 
ving (P)  f&d  Ipinnen  sehnjjven : 

*+#=o Cr) 

Deze  vergelijking  waar  zijnde ,  moeten  P  en  Q  ieder  in  het 
njzonder  nul  zijn. 
Substitueert  men  in  de  vergel.  (<*)  $=^/> — ai,  dan  vindt  men  : 

Ontwikkelt  men  de  verschillende  machten  van  J0— §i>  dan  zal 
nm  f  even  als  zoo  even ,  voor  de  som  der  reëele  termen  wederom 
f  vinden ,  terwijl  de  onevene  machten  van  —  qi  slechts  in  tee* 
fan  met  onevene  machten  van  qi  versobillen  ;  zoodat  men  voor 
*>  fcatste  vergelijking  schrijven  kan  : 

tostin  jPti  ^  desemde  getallen  njn  als  in  (f).  Aangeejian  zij 
*  beide  gelijk  &$n  aan  4) ,  moet  p*—q\  een  worèel  zijn  der  opge- 
ven veagelyking. 

Uit  deze  stelling  ziet  men ,  dat  de  imaginaire  wortel»  eener  ver- 
#njking  elkander  dittyè  twee  aan  twee  geeonjungeeed  zijn ;  dat 
evene  maehts*ei$elijkróg ,  sec  ze.  reëele  wortels  beeft,  die 
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altijd  in  een  even  aantal  zal  bezitten  ;  en  [dat  eene  oneven  machte- 
vergelijking ,  gelijk  vroeger  al  bewezen  is ,  altijd  een  reêelen  wor- 
tel moet  hebben. 

14.  Stelling.  Ieder  geheel  rationeel polynomium kan  ont- 
bonden worden  in  reëele  f  actoren  van  den  eersten  of  tweeden  graai. 

Bewijs.  In  de  veronderstelling,  dat  de  coëfficiënten  reëel 
en  rationeel  zijn  ,  is  volgens  N°.  10  1 

ƒ(*)  =  (*—  $  —  qi)X 
X{*—Pi—<ltï)X 


Neemt  men  nu  een  willekeurigen  factor ,  bijvoorbeeld : 

dan  wordt  voor  *  =ƒ>£  ■+-  qk  i,  ƒ  (*)  =  0 ,  derhalve  is  j>k  +  qkl 
een  wortel  van  de  vergelijking  ƒ  (#)  =  0 ;  maar  dan  moet /^ — qk  i 
ook  een  wortel  van  die  vergelijking  en  dus  ƒ  (*)  door  x—vk-[-qk  i 
deelbaar  zjjn ,  dus  ook  door 

(*—*k—ik  *)(*— *>*+?*  *)  =  **—%Pk*+Pk+!k> 
welk  product  een  reëele  factor  is  van  den  tweeden  graad. 

Dewijl  nu  ƒ  (a)  slechts  op  eene  wijze  in  n  eerste  machts  factoren 
ontbonden  kan  worden  (N°.ii) ;  dewyl  elke  factor  van  de  ge- 
daante *— -pk — qk  i  noodzakelijk  vereischt,  dat  er  ook  een  factor 

zij  van  de  gedaante  x—Pk-Hlk  *  >  dewijl  het  product  der  beide 

bedoelde  factoren  altijd  reëel  is ;  dewijl  een  onevene  machtsver- 
gelijking  steeds  minstens  één  reëelen  wortel  heeft,  is  elk  poly- 
nomium in  reëele  tweede  of  eerste  machtsfactoren  te  ontbinden. 
Aanmerking.    Dit  bewijs  van  eene  der  voornaamste  stel* 
lingen  der  vergelijkingen  is  van  Cauchy  en  komt  voor  in 
zijne :  Mémoife  sur  la  résolution  des  équathns  numériques , 
page  39.  Théorème  44.  Het  eerste  bewijs  van  deze  stelling 
is  van  d'Alembebt  en  komt  voor  bij  Bougainville.    In 
Lacboix'  Difil  en  integr.  reken,  vindt  men  een  bewijs  van 
la.  Place.  Gauss  geeft  in  de  Demonstratio  nova  tkeorematis 
omnem  funetionem  algebraieam  rationalem  integram  unitts 
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variaHks  in  Jactores  reales  primi  vel  secundi  gradus  resolvi 
posse  eene  kritiek  van  alle  bewijzen  van  deze  stelling ,  die 
voor  hem  geleverd  zijn  en  tevens  een  nieuw  bewijs ,  dat  op 
de  goniometrie  berust;  later  heeft  hij  nog  een  zeer  fraai  en 
betrekkelijk  kort  bewijs  geleverd,  doch  waarvoor  de  kennis 
van  de  integraalrekening  vereischt  wordt. 
15*  Stelling.  In  elke  vergelijking,  die  volgen*  de  afda- 
lende machten  van  x gerangschikt  is ,  en  dus  de  gedaante  heeft  van 

f(x)=:xn  +  Alxn-l  +  A1sn'2+...An.ls+An  =  0, 
is  de  coëfficiënt  van  den  tweeden  term  gelijk  aan  de  som  één  aan 
één  van  dt  wortels,  met  het  tegengestelde  teeken  ;  de  coëfficiënt  van 
den  derden  term  is  gelijk  aan  de  som  der  producten  twee  aan 
twee  van  de  wortels  met  hun  eigen  teeken  ;  de  coëfficiënt  van  den 
vierden  term  is  gelijk  aan  de  som  der  producten  drie  aan  drie  van 

de  wortels  met  het  tegengestelde  teeken  ; de  coëfficiënt  van  den 

laatsten  term  is  gelijk  aan  het  product  der  wortels  met  hun  eigen 
of  het  tegengestelde  teeken ,    naar  gelang  n  even  of  oneven  is, 

N.  B.  Hier  is  alleen  sprake  van  producten  zonder  herhaling. 

Bewijs.    Volgens  N°.  10  is 


waarin  a^%  at  ,  a%  , •  an 

reëele  of  imaginaire  wortels  kunnen  zijn. 

Vermenigvuldigt  men  deze  factoren  met  elkander,  dan  vindt 
men  (zie  Theorie  der  Alg.  Rek*  I ,  pag.  446) 

mn  —  Ct  Z"1  -f-  C%  *n*  - -  Cnml  x±Cn, 

welke  stelling  voor  n  factoren  waar  zijnde,  aldaar  ook  voor  »-H 
factoren  bewezen ,  dus  in  't  algemeen  waar  is. 

Vergelijkt  men  nu  deze  uitkomst  met  de  opgegevene  verge- 
lijking ,  dan  ziet  men  ,  dat 

At  =  —  Ct  =  —  \at  -f.  at  -+- an  $  , 

* 
A%  =-hCj  =  -t-a1aJ  + a«-la*> 

Ai  =  ±C-  =  ±{a1«,«t Vivl 

en  wel  negatief  in  geval  n  oneven  is. 
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16.  Stelling.  x  Wanneer  men  in  eene  vergelijking  den  coëf- 
ficiënten der%de9  4,de ,  &d* termen  het  tegengestelde  teeken 

geeft,  dan  krijgt  men  eene  nieuwe  vergelijking ,  wier  wortels  met 
de  wortels  der  oorspronkelijke  vergelijking  in  teeken  verschillen , 
doek  eene  zelfde  absolute  waarde  hebben.  N.  B.  Ontbrekende 
termen  worden  aangevuld  door  nullen* 

Bewijs.    Zjj  gegeven  f{t)  =  **+A1x*'-l+Aix"-*+...An% 

waarin  At ,  As  ...  An,  geheele  getallen  zijn;  zij  verder  a  een 

wortel  van  de  vergelijking  f  (#)  zzl  0  ,  dan  is 

/(a)=*a*  +Alfm*  +  At*T*  + ^«=0- 

Nemen  wij  n«  een  tweede  polfflomium 
*(#)  =  /» -4,  **-*  +  At  /**- ±A, 

en  stellen  wij  daarin  #  =  —  a  =  ( — \)a,  dan  vindt  men : 

^^  W^y-Vif"1  -f  At<r-l(r*r* — ±An = 

=a«  nr + At  **  nr + *>  «*~*  (-«■ ±*m  =* 

—  (-if  (a*+^j  a*"1  +  ^,  **~2  4* +^fj=(-l)*  X  ƒ (4 

DexWve  F{-m)  « (-1)*  X  /(«)  =  O , 

dus  is  ook  -a  een  wortel  van  de  vergelijking  .F(*)  =  0. 

Wordt ,  om  deze  en  d©  vorige  stelling  toe  te  passen,  eene  ver- 
gelijking gevraagd ,  die  tot  wortels  heeft  5,-3  en  2 ,  dan  zal 
deze  vergelijking  van  den  derden  graad  zijn;  de  coëfficiënt  van 
den  tweeden  term  zal  z\jn  de  som  der  wortels  met  het  tegenge- 
stelde teeken  =  —  (5 — 3-J-2)  =  —  4;  de  coëfficiënt  van  den 
derden  term  is  de  som  der  producten  twee  aan  twee  van  de 
wortels  met  hun  eigen  teeken  =  5.  —  8  +  5.2  —  3.2  =  — 11 ; 
de  eoëfficiënt  van  den  vierden  term  de  som  der  producten 
drie  aan  drie  van  de  wortels  met  het  tegengestelde  teeken 
=  —  (5.-3.2)  =  -f  30, 

De  vergelijking,  die  tot  wortels  heeft  5 ,  —  8 ,  2 ,  is  derhalve : 

x  s  _  4x*  _  |i  g.  +  so  =  0. 

Wil  men  nu  eene  andere  vergelijking  hebben  ,  waarvan  — 5  , 

3 ,  — 2  de  wortels  zijn ,  dan  schrijft  men  voor  de  gevondene 

vergelijking : 

x%  +  4X%  _  i  u— .80  =  0 , 
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waarin  nu  weder  naai  behooren  — (—  5^-3 2)  =  -f-  4 

— 5.S  -f  (— 5.— g)  -f  3<— #  ssr— 11 
— (— 5  X 3X  —  2)  —r  —  30. 
17.     Stelling.     2te  tergelrjUng  f[x)  =  Q  ito»  «fc*  meer  po- 
dtieve  wortel*  helften ,  «ftu»  er  t>ariatïèn  zijn  in  ƒ '(*) ,  e»  «fó  mmt 
tegaèieee,  dan  er  variatiën  zijn  •»ƒ(_#), 

Bewijs.    Veronderstellen  wij,  data, ,  a%9at depositieve 

würtefe  zijn  Tan  de  vergelijking  f(x)  =  0t  dan  kan  men  stellen; 
ƒ  (*)  =  X  (*-*,) (*-as)  (*-*,) 

waarin  X  wederom  een  polynomium  is  met  reëele  coëfficiënten. 
Stellen  wij  nn 

x  =*  xm  +  M..  —  i^g*  — ..>  +  ^  ^  — —^  s*  — 

waarin  ^   de  eerste  negatieve  coëfficiënt  is  na  den  term  am ,  AT 

fe  eerste  positieve  na  4, ,  A    de  eerste  negatieve  na  4, ,  enz., 

^ff....  ifjde  laatste  coëfficiënten  met  gelijke  voorteekens  en  voor- 
a%egaan  dooreen  coëfficiënt  '^A9+1  ,  die  een  tegengesteld  voor- 
teeken  heeft. 

Vermenigvuldigt  men  nu  X  met  x—ax ,  dan  vindt  men  in 
Mer  geval  een  polynomium  van  de  gedaante 

*■*!  ...— ii'j#2+I  +  A\  jtf+t  —  A*9.**t  

Vergelekt  men  nu  de  waarden  van  X  en  X(# — at)  met  elkan* 
é*,  dan  ziet  men,  dat  de  laatste  tot  aan  ±  A'ffV+1  minstens 
ttenveel  variatiën  heeft,,  als  in  de  waarde  van  X  voorkomen. 
La  de  laatste  termen  van  de  waarde  voor  X : 

±  AqoP  ±  ^__i  *^~~   ± -4^  komt  geene, 

in  dz  4'  a^~*"  -¥-a\  Az  komt  minstens  ééne  variatie 

▼oor,  zoodat  de  waarde  voor  X(* — at)  altijd  zeker  ééne  variatie 
•eer  zal  hebben ,  dan  de  waarde  voor  X. 

Derhalve  heeft  X(x — at)  (* — «,)itwee  variatiën,  X(x — at) 
(♦-«j^»— «^ydriet  variatiën  meer  dan  X,  enz.  Zjjn  nu  in  X 
gwae  variatiën  meer,  dan  zal  toch  voor  eiken  positieven  wortel 
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f(a)  =  X(x — «|)(* — <*%)(% — «|)«..  ééne  variatie  ia  de  verge- 
lijking f(x)  =  O  voorkomen ;  het  aantal  variatiën  is  das  minstens 
gelijk  aan  het  aantal  positieve  wortels*  Schrijft  men  nn  ƒ  (— a?) 
voor  f(x) ,  daa  worden  alle  negatieve  wortels  van  ƒ  (ar)  positief 
en  omgekeerd ;  er  zullen  das  in  /( — x)  evenveel  positieve  wor- 
tels voorkomen ,  als  er  negatieve  wortels  in  f  (*)  zyn ;  d.  i.  er 
kannen  in  f(x)  niet  meer  negatieve  wortels  aanwezig  zijn ,  dan 
er  variatiën  zijn  in  ƒ  ( — ar).  Mocht  f(x)  geen  volledig  polyno- 
mium  zijn ,  dan  blijft  de  stelling  even  zeer  doorgaan. 

Wanneer  in  f(x)  geen  enkele  coëfficiënt  ontbreekt,  dan  komt 
iedere  permanentie  in  f{x)  overeen  met  eene  variatie  in  ƒ  ( — x) , 
derhalve  kan  men  in  dat  geval  ook  zeggen : 

Wanneer  in  f(x)  ff  een  enkele  coëfficiënt  ontbreekt  9  dan  is  het 
aantal  positieve  wortels  in  f(x)  =  0  niet  grooter ,  dan  het 
aantal  variatiën ,  het  aantal  negatieve  wortels  niet  grooter ,  dan 
het  aantal  permanentiën. 

Aanmerking.    De   hier  medegedeelde  stelling  is  veelal 
bekend  onder  den  naam  van  Theorema  van  Habbiott  :  of- 
schoon in  de  uitgave  van  zijne  werken  daarvan  geen  bewijs 
voorkomt»  Het  hier  opgenomen  bewijs,  dat  door  zijne  kort- 
heid en  duidelijkheid    boven   de    meeste  andere  bewijzen 
uitmunt,  is  van  Gauss. 
18.     Stelling.     Wanneer  in  f  [x)  geen  enkele  term  ontbreekt 
en  alle  wortels  der  vergelijking  ƒ  (<r)  =  0  reëel  zijn,  dan  is  het 
aantal  positieve  wortels  gelijk  aan  het  aantal  variatiën ,  en  het 
aantal  negatieve  gelijk   aan  het  aantal  permanenti/èn  van  f{x). 
Bewijs.    Zij  het  aantal  variatiën  F,  het  aantal permanentiën 
=  P ,  het  aantal  positieve    wortels  p  en  het  aantal  negatieve 
wortels  ».    Indien  nu  de  graad  der  vergelijking  m  is ,  dan  is 
klaarblijkelijk 

V  -\-  P  =  »     en    p  -\-  n=i  m; 

maar  p<LF    en    «<P; 

is  nn  p  <  F,  dan  is ,  omdat  volgens  de  gegevens 

F  +  P  =  p+n> 

»  =  ƒ-(-(  F— -p) ;  dus  omdat  V-^-p  positief  is ,  is  dan 
n  grooter  dan  P ,  't  geen  tegen  de  vorige  stellingen  strijdt ; 
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derhalve  moet  n  gelijk  zijn  aan  P,  maar  dan  is  ook  p  =  P, 

waardoor  de  stelling  bewezen  is. 

Aanmerking*  Deze  stelling  is  van  Descartes.  In  Gla- 
zenmakers vertaling  van  zijne  werken  vind  ik  2de  D.  p.  3S0  : 
jr Weet  dan,  dat  in  iedere  vergelijking,  zooveel  afmetingen 
als  de  onbekende  hoegrootheid  heeft ,  ook  zooveel  verschei- 
den wortelen ,  dat  is  waarden  van  deze  hoegrootheid ,  kun- 
nen wezen.  —  Men  bekent  ook  hieruit ,  hoeveel  ware  en 
hoeveel  valsche  wortelen  in  iedere  vergelijking  kunnen  we- 
zen. Te  weten :  daar  kunnen  zooveel  ware  wortelen  in  zijn 
als  de  teekenen  +  en  —  daarin  veranderd  worden  gevonden , 
en  zooveel  valsche,  als  men  twee  teekeuen  -f-  of  twee  teeke- 
nen—, die  malkander  volgen,  vindt."  —  liet  Theorema 
komt  voor  zonder  eenig  bewijs.  Het  eerste  bewijs  van 
dit  Theorema  is  geleverd  door  J.  A.  Segner  in  een  brief 
aan  Hamberger  van  't  jaar  1718.  Met  dit  bewijs  onbe- 
kend ,  heeft  ook  de  Abt  de  Güa  in  1744  een  bewijs  ge- 
plaatst in  de  Histoire  de  V académie  de*  sciences.  (Vergelijk 
Newton.    Arithm.   Univ.  II,  pag,  4*2.) 

19.  Stelling.  In  elke  volledige  vergelijking  met  recele 
coëfficiënten,  zal  het  verschil  tusschen  het  aantal  variatiëh  en 
dat  der  positieve  wortels ,  zoo  mede  het  verschil  tusschen  het  aantal 
permanentten  en  dat  der  negatieve  wortels,  of  nul  of  een  even 
getal  zijn. 

B  e  w  ij  s.  Dewijl  het  product  van  twee  geconjungeerde  imagi- 
naire wortels  altijd  positiefis  en  de  imaginaire  wortels  steeds  ge- 
conjungeerd  voorkomen,  zal  het  product  van  alle  wortels  positief 
of  negatief  zijn,  naargelang  het  aantal  negatieve  wortels  even  of 
oneven  is.  Verder  heeft  in  eene  oneven  machtsvergelijking  de 
bekende  term  het  tegengestelde  teeken  van  het  product  der  wor- 
tels ;  is  dus  die  term  positief,  dan  is  het  product  der  wortels 
negatief,  derhalve  is  het  aantal  negatieve  wortels  oneven.  In 
eene  evenmachts-vergelijking  heeft  de  bekende  term  het  zelfde 
teeken  als  het  product  der  wortels ,  terwijl  het  aantal  variatiën 
even  of  oneven  zal  zijn ,  naargelang  de  laatste  term  positief  of 
negatief  is.  Dit  alles  samenvattende  vindt  men,  omdat  in  eene 
volledige  vergelijking  V  +  P  =  m  : 
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waardoor  de  stelling  bewezen  ia. 

Aanmerking.  Deze  stelling  is- op  de  bovenstaande  fraaie 
wijze  betoegd  door  L.  Cöhbït  Stüart.  Het  bewijs  is- voor 
het  eerst  medegedeeld  door  Lobattö  ,  in  zijne  Lessen  over 
de  Hoogere  Mgebr*,  pagf«  3*8* 

20.  Sieili  nrg.  Zoo  Sikmer  f  er'  H  eme  vergelijking  één  term 
ontbreekt ,  tusschen  twee  tertsen  met  gelijke  teekens1 9  zoo  dikwijls 
heeft  men  minstens  één  f  aar  imaginaire  wortels. 

Zoo  dïktöijh  er  in  eene  vergelijking  ttoee  aöhtereenvolgenêe  ter- 
men ontbreken  tusschen  ongelijke  teekerts,  zo&  dikwijl*  heeft  men 
minstens  één  paar  imaginaire  to&rtefo. 

Indien  er  in  eene  vergelijking  eenig*  achtereenvolgende  teftiteW 
tusschen  termen  met  gelijke  teekens  ontbreken ,  zuilen  er  iftékóé 
vergelijking  zooveel  paren  imaginaire  wortels  aanwezig  &y#t  aU 
eenheden  in  de  grootste  helft  van  het  aantal  ontbrekende  êerrnen^ 
ontbreken  de  termen  tusschen  termen  met  ongelijke  teekens ,  dan 
is  het  aantal  paren  imaginaire  wortels  gel/ijk  aan  de  kleinste  hétfU 

Bewijs.  1°.  Ontbreekt  er  één  term  en  ia  het  aan  tal  varia* 
tien  =  Vy  het  aantal  permanentten  =  P ,  dan  is  ,  indien  der 
vergelijking  van  den  graad  m  is  :  /^-r-P^art*—  L  Schrift  mem 
nu  in  de  vergelijking  — x  in  plaats  van  x ,  dan  worden  alle* 
variatiën  permanentièn ;  alle  permanentièn ,  uitgezonderd  de  per* 
manentie,  waartusschen  een  term  ontbreekt,  worden  variatie»* 
P  permanentten  in  de  oorspronkelijke  vergelijking  geven  P— 1  va* 
riatiën  in  de  vergelijking  f  ( — x)^=*  0;er  a^jn  dus  hoogstens  P— '1 
negatieve  wortels  in  de  oorspronkelijke  vergelijking.  Het  aantak 
positieve  wortels  plus  het  aantal  negatieve  is  alzoo  hoogstens 
gelijk  aan  n — 2 ,  d.  i.:  er  zijn  minstens  2  imaginaire  wortels. 
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2°.  Ontbreken  er  in  de  vergelijking  twee  termen ,  dan  is 
V  +  JP= m  —  2.  Liggen  nu  de  ontbrekende  termen  tusschen 
termen  met  tegengestelde  teekens ,  dan  worden ,  indien  men  x 
vervangt  door—*,  alle  variatiën  permanentiën  en  omgekeerd. 
Het  aantal  positieve  plus  het  aantal  negatieve  wortels  is  alzoo 
hoogstens  =  m  —  2 ,  enz. 

8°.  Ontbreekt  er  een  oneven  aantal  termen  tusschen  twee 
termen  met  gelijke  teekens ,  en  stelt  men  dit  aantal  =  n ,  dan 
is  F"  +  -^  =  w  —  *•  Wederom  schrijft  men  —  x  voor  x  en  alle 
permanentiën,  uitgezonderd  de  permanentie,  waartussehen  de 
termen  ontbreken ,  worden  variatiën ;  er  zijn  dus  hoogstens  P — l 
negatieve  wortels  in  de  oorspronkelijke  vergelijking.  Het  aantal 
positieve  wortels  plus  het  aantal  negatieve  is  dus  hoogstens  gelijk 
aan  m — n — 1.  Er  zijn  dus  minstens n-f-1  imaginaire  wortels, 
d.  i.  ^»+J  paar.  Ontbreekt  er  onder  dezelfde  voorwaarde  een 
even  aantal  termen ,  dan  wordt ,  indien  men  x  door  — x  vervangt , 
het  aantal  variatiën  der  afgeleide  vergelijking  gelijk  aan  het 
aantal  permanentiën  der  oorspronkelijke.  Er  zijn  dus  minstens 
n  imaginaire  wortels ,  d.  i.  \  n  paar.  Ontbreekt  er  een  oneven 
aantal  termen  tusschen  ongelijke  teekens  en  stelt  men  dit  aantal 
voor  door  n ,  dan  is  F-\-P=m — n.  Schrijft  men  nu — *  voor  x , 
dan  worden  alle  permanentiën  der  oorspronkelijke  vergelijking 
variatiën ,  terwijl  de  variatie,  tusschen  welke  de  termen  ontbre- 
ken ,  bestaan  blijft.  Men  krijgt  dus  P  -|- 1  variatiën  in  de  afge- 
leide of  P  -f- 1  negatieve  in  de  oorspronkelijke  vergelijking.  Er 
blijven  dus  minstens  a— 1  wortels  imaginair ,  d.  i.  \n — \  paar. — 
Ontbreekt  er  een  even  aantal  termen  tusschen  ongelijke  teekens , 
dan  veranderen,  indien  men  — *  schrijft  voor  a?,  alle  variatiën  en 
permanentiën  en  omgekeerd ;  derhalve  is  hier  het  aantal  imagi- 
naire wortels  =  \  n  paar. 

Aanmerking.  Deze  stelling  is  van  L  allemand,  prof  e*- 
aeur  et  Vêcole  centrale  de  la  Marne.  De  bewijzen  van  Lal- 
lemand  zei  ven  zijn  mij  niet  bekend.  Een  bewijs  der  stelling 
komt  voor  in  de  Élemens  <T  Algïbre  van  zijn  leerling  Gar- 
nieb.  An.  XL  Het  eerste  gedeelte  dezer  stelling  was  ook 
aan  den  Abt  de  Gua  bekend.  Vergelijk  Hutton's  A  ccurse 
of  Mathematica,  pag.  293.    Uitgave  van  1841. 

Th.  der  Alo.  3 
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21.    Als  toepassing  op  de  voorgaande  stellingen  strekke  de 
vergelijking 

*«  +  Ba?6  +  3*»  —  5  =  0. 
,  Tusschen  -|-  o?8  en  +  &c6  ontbreekt  één.  term ;  zulks  wijst 
op  een  paar  imaginaire  wortels;  tusschen  -f"  &**  en  +  3#* 
ontbreken  twee  termen,  dit  wijst  ook  op  een  paar  imaginaire 
wortels;  tusschen  +  3a?3  en  —  5  ontbreken  twee  termen,  dat 
wederom  op  een  paar  imaginaire  wortels  w\jst ;  er  kunnen  dus 
hoogstens  twee  reëele  wortels  in  de  vergelijking  voorkomen. 

Om  dezelfde  reden  zal  de  vergelijking 

tf*  +  1  =  0 , 
twee  paar  imaginaire  wortels  hebben,  enz. 

22      Stelling.     Indien  mende  coëfficiënten  eener  vergelij- 
king f(v)  =  x%  +  At  oT-1  +  At  *-»  + +  A.  =  0  in 

omgekeerde  volgorde  opschrijft,  elk  in  het  bijzonder  deelt  door 
Ani  en  daarna  bij  eiken  term  de  achtereenvolgende  afdalende 
machten  van  y  schrijft,  dan  zal  f(y)  gelijk  aan  0  worden  voor 
de  omgekeerde  waarden  van  de  wortels ,  die  f(x)  gelijk  aan  O 
maken ,  d.  i. : 

indien  men  uit  f(x)  afleidt: 

n       An—\     n— 1    .    An— 2     *—  2   ,  1 

V    +-7~  y  +~l~y         + T~' 

B  e  w  ij  8.    Indien  men  in  f (x)  voor  x  substitueert  — ,  dan 
vindt  men: 

y  y  y  y 

of  na  vermenigvuldiging  met  yn  en  tegengestelde  rangschikking : 

Anyn  +  An_iy*-l  + +  ^+1  =  0; 

of  na  deeling  door  AA: 

yn  +  ^±yn^l  +  ^.  +  ^y+  i  =  0. 

An  <*»  An 

Mocht  het  gebeuren ,  dat  An  negatief  is,  dan  behoeft  men  de 
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beide  leden  der  vergelijking  slechts  te  vermenigvuldigen  met  —  1 , 

om  den  term  yn  het  positieve  teeken  te  geven. 
Heeft  men  byv.  de  vergelijking 

„•_8z*  +  4* +  48  =  O, 
waarvoor  men  ook  schrijven  kan : 

(*+2)  (#—4)  (*— 6)  =  0 , 
en  waarvan  de  wortels  zijn  —2 ,  4  en  6 ,  dan  zal  de  vergelijking 

y»  +  tV^-4y  +  TS  =  o 

tot  wortels  hebben  —f ,  \  en  \.    Inderdaad  kan  men  voor  de 
tweede  vergelijking  schreven :  (y+i)  (y — {)  ( jr — 1)  =  0. 
Heeft  men  nog  de  vergelijking 

«*  +  3«*  +46  =  0,  waarin 

,W=(.+4)(.-!=3j=!5)  (.-I±!j=ü). 

dan  kan  men  daarvoor  ook  schrijven  :  x*  -+•  3#*  +0.X+16  =  0. 
Hieruit  vindt  men  nu  de  vergelijking 

y*  +  &y  +  irV  =  o, 

waarvan  de  wortels  zullen  zjjn  — \ ,    -f-j/^    —  en       ^K— tD  ^ 

qnde  deze  beide  laatste  wortels  de  omgekeerde  waarden  van 

i  — 1^  —  45        4  +  ^-45 

5 en  2 

Stelling.     Wanneer  mende  termen  der  vergelijking 

ƒ(*)=**  -f  A%  xn~l  +  A%  xn~2  + +  An  —  0  reepectie- 

tdjji  vermenigvuldigt  met  de  termen  der  reek»  1 ,  t» ,  m1 m*  , 

iKrw  ui  «ai  geheel  of  gebroken  getal  is ,  d!a»  2tf£fe»  de  wortel» 
^memDevergelijMngyn+mAy^l+m^A1yn^2+..Mn 
&n  m-maal  g*ooter  zijn  geworden.   Mochten  er  in  de  oorspron- 
hüjlce  vergelijking  termen  ontbreken ,  dan  behoeft  men  die  slecht» 
»  ie  vuüen ,  door  hun  0  tot  coëfficiënt  te  geven. 
Bewijs.  Substitueert  men  in  de  opgegeven  vergel.  f  (a?)  =  0 

*:=  £-  of  y  =  war ,  waardoor  alle  wortels  w-maal  grooter  wor- 

m 

fa,  dan  vindt  men : 

y»  y»-1  y*~2 

T+^i  ^=T+^a  I^"*" +  An  —  °» 

8* 
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* 


of  na  vermenigvuldiging  met  n 

yn  +  mAtf-l  +  m*Atf-*  + m*An$ (A) 

welke  uitkomst  ook  verkregen  ware,  door  de  termen  van /(ar)  res- 
pectievelijk met  de  termen  der  meetkundige  reeks  1 ,  m  9  m*  .*.  mn 
te  vermenigvuldigen. 

Heeft  men  bijv.  de  vergelijking: 

a*  -f.  2,5  —  25a*  —26*  +  420  =  0 , 
waarin  f{x)  =  (x  —  2)(x  +  3) (x  —  4)(a  +  8) , 
dan  zijn  de  wortels  der  vergelijking 

yk  +  3.2^3  _  9  25y*  —  27.&6y  +  8U20  =  0 
6,  -9,  12,-15. 
Bij  zoodanige  verrichtingen  plaatst  men  de  bewerking  gewoon- 
lijk als  volgt : 

1+2     —25     —26   +   120 
13  9  27  81 

y*  +  6y3  —  225y*  —  702y  +  9720  =  0. 
24*     De  voorgaande  eigenschap  vindt  voornamelijk  hare  toe- 
passing ,  om  eene  vergelijking  van  de  gedaante 

a*+aï*-1+a%*-*+ +  4_i*+^=o,  •••(«) 

waarin  A,  Ai  ,  A% An  geheele  getallen  zijn,    te  herleiden 

tot  eene  andere ,  waarin  de  hoogste  macht  van  x  de  eenheid  tot 
coëfficiënt  heeft  en  de  coëfficiënten  der  andere   termen  geheele 
getallen  blijven. 
Voor  de  vergelijking  (ex)  kan  men  namelijk  schrijven : 

xn+^±  xn~l  +  ^xn-2  + + -!  =  0. 

AA  ji 

Vermenigvuldigt  men  nu  de  termen  dezer  laatste  vergelijking 
respectievelijk  met  de  meetkundige  reeks 

1,  A,  A*  9  A* An9 

dan  "heeft  men  de  vergelijking 

/  +  At  yn~l  +  JA%f~*  + +  A«~lAn  =  0  .  .  (fl 

wier  coëfficiënten  allen  geheele  getallen  zijn ,  doch  wier  wortels 
ui-maal  grooter  zijn ,  dan  die  van  de  vergelijking  (o).  Kan  men 
dus  de  vergelijking  (/?)  oplossen ,  dan  vindt  men  de  wortels  der 
oorspronkelijke  vergelijking  door  alle  wortels  door  A  te  doelen. 
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Daaruit  blgkt  tevens,  dat  de  gedaante  (/?)  even  algemeen  is,  als 
de  gedaante  (o) ,  dewijl  (*)  steeds  tot  de  gedaante  (0)  herleid 
kan  worden*  Op  dergelijke  wijze  zal  men  altijd  de  breuken  uit 
de  coëfficiënten  kunnen  verdrijven.  Had  men  bijv.  de  vergelijking 

danvermenigvuldige  men  de  termen  respectievelijk  met  1,6, 
86,  216,   1296 

l   -*    -   *     +     #   -  wt* 

1         6  36  216       1296 

yt— .4y»_    6y*+    48y —     6     =0. 

25.    Het  ligt  voor  de  hand ,  dat  indien  men  m  =  —  neemt  , 

vaarin  »'  een  geheel  getal  is,  dan  de  wortels  der  nieuwe 
vergelijking  m'-malen  kleiner  zullen  z^jn ,  dan  die  der  oorspron- 
kelijke vergelijking.    Want  schrift  men  m*y  voor  x ,  waardoor 

jf  =  — ,  dan  zal  men  uit  de  oorspronkelijke  vergelijking  afleiden : 

welke  vergelijking  w^j  ook  hadden  kunnen  vinden  door  in  de 

veigelqking  (A)  van  N°,  23  — in  plaats  van  m  te  schrijven. 

vt 

De  toepassing  hiervan  kan  dienen ,  om  de  vergelijkingen  te 
vereenvoudigen.     Heeft  men  namelijk  de  vergelijking 

**-+.40*+42a>*  +  32«~48  =  0, 
dm  kan  men  de  termen  respectievelijk  vermenigvuldigen  met 
èieeks  4,  {,  \9  i,  ,V, 

afdeden  door  1,  2,  4,  8,  46. 

Hierdoor  vindt  men :  y*  +  %s  +  &y%  +  4y  —  3=  O , 
vaarin  de  wortels  twee  maal  kleiner  geworden  zgn,  dan  zij 
varen  in  de  oorspronkelijke  vergelijking* 

96.  De  in  deze  §  opgegeven  en  bewezeme  eigenschappen  der 
vergelijkingen  stellen  ons  in  staat ,  om  ons  nu  verder  geregeld  met 
de  rechtstreeksche  oplossing  der  vergelijkingen  bezig  te  houden. 
Wij  zullen  dan  nu  ook  achtereenvolgens  de  oplossingen  voor- 
fatgen  van  de  vergelijkingen  van  den  4  en ,  2en ,  3en  en  4en  graad , 
•et  ééne  en  meer  onbekenden  en  het  theoretische  gedeelte  daar- 
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van  door  tal  van  voorbeelden  ophelderen.  Ter  toepassing  van  het 
behandelde  mogen  nog  dienen  de  volgende 


VRAAGSTUKKEN. 

1.  Hoeveel  wortels  heeft  de  vergelijking 

*  *  —  1  =  0. 
Waarom  zijn  twee  dier  wortels  reëel,  waarom  zijner  twee 
imaginair?   Zijn   de  reëele  wortels  positief  of  negatief? 
({5,  5  en  20). 

2.  Hoeveel  wortels  heeft  de  vergelijking 

a.s—2^+^^0, 
en  welke  zijn  die  wortels?  (§  5  ,  12). 
3*   Wat  gebeurt  er  indien  men  de  vergelijking 

(x+a)  (x%— 9)  =  (**— b)  (**—  9)  +  x  +  3 
deelt  door  rc  +  3?  (§  5,  12). 

4.  Welke  wortels  heeft  de  vergelijking 

(x+Va+2b)*  =  0?   (§  5,  42). 

5.  De  vergelijking  *«  +  **  +  2*»  +  2**  -f  9*  +  »  =  0 , 
heeft  tot  wortels  — i,  i—y—%  en  —  i+J/— 2.  Welke 
zijn  de  twee  nog  ontbrekende  wortels?  (§  5 ,  13)* 

6.  Stel  door  middel  van  de  stelling  van  §  5,  45  eene  vergelij- 
king samen  van  den  vijfden  graad ,  indien  gegeven  is ,  dat 
drie  dier  wortels  zijn  4,  \/ — 2  en  |/ — 3,  terwijl  alle 
coëfficiënten  geheele  getallen  moeten  zijn  en  de  hoogste 
macht  van  x  de  eenheid  tot  coëfficiënt  heeft. 

7.  Welke  vergelijking  heeft  met  de  vergelijking  s*-r-2#*+7=0 
wortels,  die  alleen  in  teeken  verschillen?  ($  5  ,  16). 

8.  Indien  alle  wortels  der  vergelijking  x*  —  9*1-f-24a?_ 24=jO 
reëel  zijn ,  hoeveel  negatieve  wortels  heeft  dan  die  verge- 
lijking? (§  5,  18). 

9.  Welke  vergelijking  heeft  tot  wortels  de  omgekeerde  waarden 
van  de  wortels  der  vergelijking 

**  -f7*5  +  9*»  — 3*  — 7=0?  (§8,  22). 
10.  Herleid  de  vergelijking 

6**  +  2**  —  lx  +  9  =  0 
tot  eene  acdere ,  waarvan  de  coëfficiënten  geheele  getallen 
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s\jn  en  wier  eerste  term  de  eenheid  tot  coëfficiënt  heeft? 
(§  5  ,  23 ,  24). 
il.    Kan  men  de  vergelijking 

x*  +  3*5  4.  is**  +  108*4-  867  =0 
ook  door  kleinere  getallen  voorstellen?  (§  5»  25). 

12.    Herleid  de  vergelijking 

x*  +  5**  -j-  3  =  o 

tot  eene  vergelijking ,  die  de  omgekeerde  waarden  van  de 
wortels  der  oorspronkelijke  tot  wortels  heeft  en  herleid  deze 
vergelijking  wederom  tot  de  aigemeene  gedaante 

,"  +  Av*~l  +  At  *»~2  + ......  +  AH  «.  0  , 

waarin  de  coëfficiënten  geheele  getallen  zijn. 

ANTWOORDEN. 

1.  De  vergelijking  heeft  vier  wortels,  waarvan  een  reëele 
positief ,  de  andere  negatief  is. 

2.  De  vergelijking  heeft  zes  wortels  x  =  0  en  twee  wortels 
x  =  1. 

3.  Dan  wordt  de  vergelijking  van  een  lageren  graad  en  men 
verdonkert  den  wortel  x  —.  —  3. 

4.  De  vergelijking  heeft  vijf  gelijke  wortels  x  = — (Sa+2fl). 

5.  De  niet  opgegeven  wortels  zyn  1-j-j/— 2  en  — 1 — j/— 2. 

6.  De  begeerde  vergel.  is  x*—  4**-|-5tfs—  20**+6*— 24=0. 

7.  Dezelfde  vergelijking.    Zij  heeft  twee  paar  imaginaire  wor- 
tels ,  die  juist  tegenovergestelde  teekens  hebben. 

8.  Drie  positieve  wortels. 

9.  7y*+3y*—  9y*— 7y— 1=0  of  y*+}y*— $y*—y—  }=0. 

10.  y*  -f  2y *  —  35y  +  228  =  0 ;  waarin  y  =  5*  of  s=  \y. 

11.  y*  -j-ys+2y1+4y-|-7=0;  waariny  =fa?ofa?=s3y. 

12.  Vergelijking  op  de  omgekeerde  waarden  der  wortels : 
y8+|y*-|-i:=0.     Hiervan  de  coëfficiënten  tot  geheele 
getallen  herleidende,  vindt  men  *•  +  8**  +  3=0;  waarin 

*-  i 

9 
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§  6.   Oplossing  van  vergelijkingen  van  den 
eersten  graad  met  ééne  onbekende. 

1.  Wanneer  men  eeue  vergelijking  met  ééne  onbekende  tot 
bare  algemeene  gedaante  heeft  herleid,  kan  men  eerst  beoor- 
deelen  van  welken  graad  zij  is.  Komt  daarin  de  onbekende 
slechts  voor,  verheven  tot  de  eerste  macht,  dan  brengt  men  den 
bekenden  term  naar  het  tweede  lid  der  vergelijking ,  dan  zal  daar- 
door eene  bepaalde  waarde  voor  de  onbekende  gevonden  worden* 
Heeft  men  namelijk  de  vergelijking  gebracht  tot  de  algemeene 
gedaante  x  +  P  =  0 , 

dan  volgt  daaruit  onmiddellijk  x  ==  —  P. 

Dikwijls  echter  herleidt  men  de  vergelijking  tot  de  gedaante 

Jx-{-JJs=0      of      Ax—  —  Ax  , 

A 
waaruit  #  =  —  — i.    Tusschen  deze  beide  herleidingen  bestaat 

A 

geen  wezenlijk  onderscheid. 

2.  Men  vraagt  de  waarde  van  x  in  de  vergelijking : 

|(a?+5)-  *(*— 3)  =  f(5a?+l)  -27. 
Men  verdrijft  hier  de  gebrokens,  door  de  beide  leden  met  12 
te  vermenigvuldigen ,  ontwikkelt  de  producten  en  brengt  alle 
termen,  waarin  de  onbekende  voorkomt,  in  het  eerste,  die 
waarin  zij  niet  voorkomt ,  in  het  tweede  lid.  Zoo  handelende 
heeft  men: 

4(a?+5)  —  3(ir — 3)  =  10(5a?+l)  —  324 
4*  .j-  20  —  3a?  +  9  =  50a?  -f  10  —  324 
4a?  — 3a?— 50a?  =  —  20  —  9  -f  10  —  324 
—  49a?  =  —348 
a?  =  7. 
3-     Welke  zijn  de  waarden  van  x  in  de  vergelijking : 

3a?     5a?     p 

7s+8  —  17*—  8 
Beide  leden  dezer  vergelijking  kunnen  door  se  gedeeld  worden ; 
zulks  doende,  verdonkeren  w\j  eene  waarde  van  *  en  wel  die 
waarde,  die  den  factor,  waardoor  men  deelt ,  gelijk  aan  0  maakt. 
Eene  eerste  waarde  van  a  is  derhalve  0.  Na  de  deeling  ver- 
richt te  hebben ,  vinden  wij  achtereenvolgens : 
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8       _       5 


of  51*— 24  =  35* +40 


7*4-8        17a?— 8 
d.  i.  16a?  =  64     of    a.  =  f|  =  4. 
4.     Welke  is  de  waarde  van  x  in  de  vergelijking: 
2mx    «*     _     ±mnx   * 


»i+»        w— »  w* — «! 

Men  yermenigvuldige  de  beide  leden  der  vergelijking  met 
»'— n '  en  handele  verder  als  in  de  voorgaande  vergelijkingen. 
Ken  vindt  dan : 

2ms  n1 


W-}-»  »l— »  I»1 »* 

2mx[m — »)  —  »*(w-}-»)  =  ^(wi1 — n%)  —  4>mnx 

{2m* — 2w«— m%  -}*  **  -j^4»»)*  =  rt*(i»-f-*) 
(m  %  -\-  2  J»n -\- n  *  )x  =  n  *  (m  -\-  n  ) 

ar  rs    - — ' — * —  ^r    . 

ra*-^-2mn-{-n*        m-\-n 

5.  De  oplossing  van  eenig  vraagstuk  door  middel  der  algebra 
bestaat  uit  vier  of  vijf  deelen ,  te  weten :  de  keuze  der  onbekende , 
iet  m  vergelijking  brengen  van  het  vraagstuk,  de  oplossing  der  ver- 
gdgking,  de  beredeneering  der  gevonden  uitkomsten  en  eindelijk 
de  constructie ,  wanneer  er  sprake  is  van  de  algebraïsche  oplos- 
tiflg  eener  meetkundige  vraag. 

De  goede  keuze  van  de  onbekende  wordt  verkregen  door  lang- 
durige oefening ;  daarvoor  zijn  geene  vaste  regels  op  te  geven. 
Heeft  men  eenmaal  eene  onbekende  aangenomen,  dan  is  bet 
in  vergelijking  brengen  van  de  voorwaarden  des  vraagstuks  ge- 
woonlijk nog  al  gemakkelijk.  Men  behandelt  de  onbekende 
namelijk,  even  alsof  hare  waarde  gegeven  is,  en  men  die  waaHe 
door  de  voorwaarden  van  het  vraagstuk  wilde  verifiëren.  De  op- 
lossing der  vergelijkingen ,  die  uit  eenig  vraagstuk  voortvloeien , 
il  natuurlijk  dezelfde  als  die  van  de  abstracte  vergelijkingen  van 
den  zelfden  graad ;  terwijl  de  discussie  en  constructie  ter  harer 
plaatse  uit  voorbeelden  zuilen  blijken. 

6.  Een  vader  is  26  jaar ,  zijn  zoon  is  2  jaar;  na  hoeveel 
/Sr»  gal  de  vader  $*maal  zoo  oud  zf/n  als  de  zoon  ? 

Op  de  vraag  kan  men  aanstonds  antwoorden:  na  «jaren;  want 
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na  *  jaren  is  de  vader  26  + » ,  de  zoon  2  +  x  jaren  en  dan  is  de 
onderdom  des  vaders  bei  drievoud  van  dien  des  zoons,  dus : 

26+*  =  3(2+*), 
waaruit      «  =  10  jaar. . 

Men  ziet  hieruit  ten  duidelijkste ,  dat  het  in  vergelijking  bren- 
gen der  voorwaarden  geheel  overeenkomt  met  de  verificatie  van 
het  te  vinden  antwoord. 

7  Ben  bak  wordt  gevuld  door  twee  kranen.  Be  eene  kan 
hem  vullen  in  a  uren,  de  andere  in  b.  Indien  deze  bah  twee 
andere  kranen  bevat,  waardoor  men  kern  respectievelijk  in  e  end 
uur  leig  kan  laten  loopen ,  dan  vraagt  men  in  koeveel  uren  de 

bak  gevuld  zal  zijn,  indien  reeds — gedeelte  gevuld  was ,  toen 

e 

alle  kranen  werden  opengezet. 

In  één  uur  vult  de  eerste  kraan  het  -  gedeelte ,  de  tweede  het  i 

a>  b 

gedeelte ;  in  één  uur  loopt  door  de  derde  kraan  het  i  en  door 

e 

de  vierde  kraan  liet  ^  gedeelte  van  den  geheelen  bak  weg:  ieder  uur 

wordt  dus  van  den  bak  het  f-  +  y -,  j  gedeelte  gevuld. 

Dewijl  het  —  gedeelte  des  baks  reeds  gevuld  is,  bljjfter  nog 

het  gedeelte  over,  om  gevuld  te  worden.     Stelt  men  nu  , 

dat  dit  gedeelte  na  x  uren  gevuld  zal  zijn ,  dan  heeft  men  de 
vergelijking : 

/1,1        i_M_  *—l 
*U  "*"T     T     "37 ~' 

waaruit  onmiddellijk  volgt : 

e  —  1 

= —  ,  of  na  behoorlijke  herleiding 


\  a        b         c         d  f 


abcd(e — 1) 

e{bcd  +  acd—abd—abc)' 
8*    In  een  driehoek ,  wairvan  de  zijden  bekend  zijn ,  heeft  men 
een  vierkant  fiescJêreven ,  waarvan  eene  zijde  langs  de  basis  des 
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driehoeks  ligt  f  terwijl  de  twee  opstaande  zijden  eindigen  inde  op- 
staande zijden  des  driehoeks;  men  vraagt  deêzelfê  tijden  te  berekenen. 

Stelt  men  de  te  vinden  zijde   des 
vierkante  =  s,   de  basis  des   drieh. 
=  b ,  zijne  hoogte  =  h ,  dan  is,  omdat 
men  heeft  (Eucl.  YI :  4) : 
DG  :  BC  : :  AB 


IC 


i  jj\r 


waaruit  onmiddellijk  volgt 


DO 
HC 

x 


of  wat  hetzelfde  is : 


a    A 


AB 

IC 
b 

-    T' 

i.  az=z 


bh 


b+h         b'  b+h 

Constructie.  Be  zijde  des  vierkants  is  eene  vierde  evenredige 
tot  de  som  van  basis  en  hoogte ,  de  basis  en  de  hoogte. 
(Zie  Eucl.  VI,  12.) 
Discussie.  De  zyde  des  vierkants ,  alleen  afhangende  van  basis 
en  hoogte ,  volgt  daaruit ,  dat  in  alle  scherphoekige  en  recht- 
hoekige driehoeken,  die  op  dezelfde  basis  staan  en  eene 
zelfde  hoogte  hebben ,  het  ingeschreven  vierkant  even  groot 
is.  Wanneer  men  van  den  stomphoekigen  driehoek  de  zijde 
over  den  stompen  hoek  als  basis  aanneemt ,  gaat  de  stelling 
ook  voor  stomphoekige  driehoeken  woordelijk  door. 

Omdat  verder  de  vergelijking  van  den  eersten  graad  is , 
en  men  dus  slechts  ééne  waarde  vindt  voor  «,  ziet  men 
tevens ,  dat  op  ééne  zijde  eens  driehoeks  slechts  één  vier- 
kant in  dien  driehoek  beschreven  kan  worden. 

Dewijl  de  vraag  altijd  beantwoord  kan  worden,  indien 
basis  en  hoogte  van  den  driehoek  gegeven  zijn,  moet  men , 
om  ook  de  beide  gevallen  van  den  stomphoekigen  driehoek 
daaronder  te  begrijpen,  het  vraagstuk  algemeener  uitdrukken 
en  zeggen:  Men  verlangt  een  vierkant  te  beschrijven ,  waar- 
van ééne  zijde  langs  de  zijde  eens  driehoeks  valt  of  langs 
haar  verlengde ,  terwyl  twee  hoekpunten  over  deze  zijde  in 
de  beide  andere  zyden  des  diiehoeks  komen  te  liggen. 

Wij  zullen  meermalen  gelegenheid  hebben  om  te  zien ,  hoe 
de  algebra  een  vraagstuk  generaliseert.  —  Te  zijner  plaatse 
zal  zulks  aangewezen  worden. 
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9.  Ik  acht  deze  oplossingen  genoegzaam  in  aantal ,  om  den 
aaadaektigen  lezer  op  den  weg  te  brengen,  boe  hij  te  baadden, 
hebbe  met  vraagstukken ,  die  aanleiding  geven  tot  vergelijkingen 
van  den  l«ten  graad  met  ééne  onbekende.  Hij  oefene  zich  verder 
op  de  volgende,  en  indien  hij  nog  een  grooter  aantal  wenscht 
op  te  lossen,  kan  hij  een  goeden  voorraad  vinden  in  ds  Gelder's 
CCL  opgeloste  vraagstukken ,  gevolgd  door  nog  GCCL  onop- 
geloste. Voorzeker  verdienen  deze  vraagstukken  alle  aanbeveling. 

VBAAGSTUKKEN. 

1.  Welke  is  de  waarde  van  x  in  de  vergelijkingen: 

*)         K*+5)-*(*-3)  =  «8»+l)-M  > 

b)  4a?»  — 6*  =  3**+^; 

.  'óx     _   x    4^ 

c)  3iF — 1         £p  —  Ex— 2* 

2.  Welke  is  de  waarde  van  x  in  de  vergelijkingen: 

a)  'TT  =  ji ; 

a-\-bx        d-\-ex 

3.  "Van  een  getal  van  twee  cijfers  is  het  cijfer  der  tientallen 
tweemaal  zoo  groot,  als  dat  der  eenheden.  Wanneer  men 
van  dit  getal  27  aftrekt ,  vindt  men  de  cijfers  in  omgekeerde 
volgorde.    Welk  is  dat  getal? 

4.  Wraar  moet  een  mathematische  rechte  hefboom  van  a  deci- 
meters zjjn  steunpunt  vinden ,  opdat  b  kilogrammen  aan 
den  koristen  arm  evenwicht  maken  met  e  kilogrammen  aan 
den  langsten  ? 

5.  In  welk  talstelsel  wordt  193  (tientallig)  voorgesteld  door  94  ? 

6.  De  som  van  twee  getallen,  gedeeld  door  hun  verschil ,  geeft 
2  tot  quotiënt  en  6  tot  rest ;  vermindert  men  het  grootste 
getal  met  6  en  vermeerdert  men  het  kleinste  met  evenveel 
eenheden ,  dan  verhouden  zich  die  resultaten  als  4  en  3. 
Welke  getallen  zijn  hier  bedoeld? 
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7.  Een  staaf  bevat  11  kilogrammen  lood  en  5  k.  tin ;  hoeveel 
lood  moet  men  daarbij  voegen  ,  opdat  16  k.  van  het  nieuwe 
mengsel  slechts  twee  pond  tin  bevatten  P 

8.  Sen  horologie  wijst  8*  80'.  Na  hoeveel  tijd  staat  de  minuut- 
wijzer,  juist  boven  den  uurwijzer,  na  hoeveel  tijd  maken  zij 
een  rechten  hoeken  wanneer  liggen  zij  in  elkanders  verlengde? 

9.  De  uur-,  minuut-  en  secondewijzer  staan  alle  drie  op  12".  Na 
hoeveel  tijd  zal  de  secondewijzer  den  hoek  der  beide  andere 
wijzers  middendoor  deelen ;  wanneer  deelt  die  zelfde  wijzer 
den  hoek  midden  door ,  gevormd  door  den  uurwijzer  en  het 
verlengde  van  den  minuut  wijzer;  wanneer  deelt  hij  den  hoek 
midden  door ,  gevormd  door  den  minuutwijzer  en  't  verlengde 
van  den  uurwijzer  ? 

10.  A  en  B  gebruiken  voor  zekeren  handel  een  gelijk  kapitaal. 
Het  eerste  jaar  wint  A  ƒ  400 ,  B  daarentegen  verliest 
f  400  ;  het  tweede  jaar  verliest  A  het  derde  deel  van  zijne 
bezitting  en  B  wint  f  400  minder,  dan  het  dubbel  van  het 
verlies  van  A  en  bezit  nu  het  dubbel  van  A.  Hoeveel  was 
het  oorspronkelijke  kapitaal  ? 

11.  Twee  personen  spelen  samen.  Bij  het  begin  van  het  spel 
heeft  de  eerste  * ,  de  tweede  b  gulden ;  na  het  spel  heeft 
de  tweede  c  maal  zooveel  geld  als  de  eerste;  hoeveel  heeft 
de  eerste  verloren? 

12.  Een  getal  bestaat  uit  zes  crjfers.  Plaatst  men  het  cijfer  2 
der  eenheden  op  de  zesde  plaats,  dan  vindt  men  een  getal, 
dat  het  derde  gedeelte  is  van  het  oorspronkelijke.  Welk  is 
het  bedoelde  getal  ? 

ANTWOORDEN. 

1.  «)  *=  7  ;  b)  a?=  7  en  *=z:  0  ;  c)  *=  2. 

'  ce-~bf  o  a(a — b) 

en  a?=0. 

3.   x  =  63.  —  4.  De  kortste  arm  is  lang  r—  decimeters. 
5.  In  het  een  en  twintig  taltig  stelsel. 
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6.   De  getallen  zijn  80  en  12.  7.    24  k.  lood. 

8.  Zij  staan  boven  elkander  na  43rTr';  zij  maken  een  rechten 
hoek  na  80' ;  zij  leggen  in  eikaars  verlengde  na  46^'. 

9.  De  eerste   hoek  wordt  middendoor  gedeeld  na  \\$$,  de 
tweede  na  -f^f|  en  de  derde  na  -fffr  minuten. 

10.  ƒ8200.  —  11.    ^=?  gulden.  —  12.     857142. 


§  7.   Vergelijkingen  van  den  eersten  graad 
met  twee  of  meer  onbekenden. 

1.  Twee  niet  identieke  vergelijkingen  zijn  onderling  onaf- 
hankelijk, wanneer  zij  niet  tot  dezelfde  vergelijking  herleid 
kunnen  worden ,  bijv.: 

2*  -f  7y  =  3    en    4#  +  3y  =  8 ; 
onderling  afhankelijk  daarentegen,  wanneer  zij  wel  tot  dezelfde 
gedaante  gebracht  kunnen  worden,  bijv.: 

2x  +  7y  =  3    en    2a*  +  7«  =8a. 

Twee  niet-identieke  vergelijkingen  zijn  in  strijd  met  elkander , 
wanneer  geene  waarden ,  die  aan  de  onbepaalden  in  de  eene  ver- 
gelijking voldoen ,  de  andere  vergelijking  identiek  maken ,  bijv.: 

3a?  +  4y  =  7     en    6a?  +  8y  =  4- 

Zijn  de  vergelijkingen  afhankelijk ,  dan  zullen  de  waarden  der 
onbepaalden,  die  men  uit  ééne  vergelijking  afleidt,  ook  ia  de 
andere  vergelijking  voldoen.  Het  oplossen  van  zoodanige  ver- 
gelijkingen komt  dus  neer  op  het  oplossen  ééner  vergelijking  met 
twee  onbepaalden.  Daar  men  daarin  ééne  onbepaalde  willekeurig 
mag  aannemen  [§  2 ,  n°.  4j ,  wordt  in  zoodanig  geval  het  op- 
lossen .  teruggebracht  'tot  het  oplossen  ééner  vergelijking  met 
ééne  onbekende. 

2 .  Neemt  men  twee  willekeurige  niet-identieke  vergelijkingen  , 
dan  zullen  deze  in  den  regel  onderling  onafhankelijk  zijn ;  heelt 
men  bijv.  2a  -\-  Sb  =  c  .....  (1)  en  ha  —  4>b  =  c-\-a .....  (2)  en 
wil  men  getallen  opsporen ,  die  voor  de  letters  gesubstitueerd  9 
aan  deze  beide  vergelijkingen  voldoen ,  dan  kan  men  vooreerst  a 
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uit  de  eerste  vergelijking  berekenen.  Wij  vinden  alsdan  a=  ■ . 

Dewijl  de  letters  in  de  beide  vergelijkingen  eene  zelfde  waarde 
moeten  hebben  ,  kan  men  ook  a  uit  de  tweede  vergelijking  bere- 
kenen (wij  vinden  daarvoor  a  =  -ZE — ) ,  en  die  waarden  aan 

elkander  gelijk  stellen ;  daaruit  volgt : 

c—  86 c-f-45  /Qx 

~2 ï~ l3}' 

Kernen  wij  dus  a  als  onbekende  aan ,  dan  zullen  de  vergeljj- 

kingen  (l)en(2)  identiek  worden,  als  men  inde  eerste  — — , 

2 

in  de  tweede  -Jl —  voor  a  substitueert ;  doch  daar  dit  identiek 

4 

worden  door  eene  zelfde  waarde  van  a  moet  geschieden ,  moet 
er  nog  aan  de  vergelijking  (8)  voldaan  worden.  Nemen  wij  nu 
daarin  b  aan  als  onbekende ,  dan  vinden  wij  b  =■  -fa  c ;  welke 
waarde ,  in  (3)  gesubstitueerd ,  de  vergelijking  identiek  maakt  en 
dus  aan  a  in  de  beide  vergelijkingen  eene  zelfde  waarde  geeft 
Hieruit  ziet  men  nu  ten  duidelijkste ,  dat  men,  om  aan  twee 
onafhankelijke  niet -identieke  vergelijkingen  te  voldoen,  twee 
onbekenden  aan  moet  nemen,  doch  ook  nooit  meer  dan  twee 
onbekenden  noodig  heeft ;  want  welke  waarde  men  ook  aan  c 
geve,  zoolang  b  het  tiende  gedeelte  van  e  blijft,  zoolang  zullen 
de  waarden  van  a  in  de  beide  vergelijkingen  voldoen.  Neemt  men 
twee  vergelijkingen ,  tyjv.: 

2a— $=c  ef-\-g  =  lh, 

dan  ziet  men  aanstonds ,  dat  hier  geene  sprake  kan  zijn  van  aan 
eene  letter  eene  waarde  te  geven ,  die  aan  beide  vergelijkingen 
voldoet.  Twee  vergelijkingen,  die  geene  zelfde  letters  hebben, 
kunnen  dus  beschouwd  worden,  als  twee  niet  bij  elkander  behoo- 
rende  vergelijkingen ,  waarin  men  voor  alle  letters  op  ééne  na 
eene  willekeurige  waarde  aan  kan  nemen ;  zoodat  het  oplossen 
van  zoodanige  vergelijkingen  niets  anders  wil  zeggen ,  dan  eene 
vergelijking  op  te  lossen  met  ééne  onbekende.  Hebben  de  beide 
vergelijkingen  ééne  zelfde  letter ,  dan  kan  aan  de  vraag  voldaan 
worden  ;  is  bijv.: 
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U-*-b  =  c (1)    en     4a  —  $d  =  e (2), 

dan  is  in  (1)  a  =  *±?  en  in  (2)  a  =  £±^; 

deze  waarden  moeten  wederom  aan  elkander  gelijk  zijn ,  derhalve 

1 T  (3)* 

Door  nu  voor  drie  letters  eene  willekeurige  waarde  te  nemen 
en  daaruit  de  vierde  te  berekenen,  zullen  de  waarden  van  a 
gelijk  worden  en  zal  men  dus  aan  de  beide  vergelijkingen  vol- 
daan hebben.  Ook  in  dit  geval  heeft  men  dus  twee ,  maar  ook 
niet  meer  dan  twee  onbekenden  noodig. 

3.  Drie  niet-identieke  vergelijkingen  zijn  onderling  onafhanke- 
lijk ,  wanneer  de  eene  niet  uit  de  andere  kan  worden  afgeleid.  Zij 
zijn  afhankelijk ,  wanneer  door  herleiding  der  eene  vergelijking 
eene  andere  gevonden  wordt;  zij  zijn  met  elkaar  in  strijd,  wanneer 
geene  waarden  kunnen  aangewezen  worden  ,  die  voor  de  letters 
gesubstitueerd,  aan  de  drie  vergelijkingen  tegelijk  voldoen. 

Heeft  men  drie  onderling  onafhankelijke  vergelijkingen ,  en 
komt  er  in  iedere  vergelijking  minstens  ééne  letter  voor,  die 
in  eene  der  andere  vergelijkingen  voorkomt ,  dan  zal  men  drie 
onbekenden  noodig  hebben  om  te  vinden,  welke  waarden ,  voor 
de  letters  in  de  drie  vergelijkingen  gesubstitueerd,  aan  alle  drie 
de  vergelijkingen  voldoen. 

Neemt  men  bijv.  de  vergelijkingen 

Sa  —  45  =  2c...(l),  a  +  3d=ze...(2)  4*  +  c  =  rf. . .  (3), 

dan  volgt  uit  elk  dier  vergelijkingen  afzonderlijk : 

2c -4-40  0,  ^— c 

a  =  — i —  a  =  e  —  3a  a  =   _ ; 

8  4 

omdat  a  in  de  drie  vergelijkingen  eene  zelfde  waarde  moet  heb- 
ben ,  zal  men  hebben : 

!£±Ü=_&M4),  ^  =  ^...(5),  ^=^...(6), 

waarvan  de  vergelijking  (6),  als  geheel  afhankelijk  van  de  ver- 
gelijkingen (4)  en  (5),  weggelaten  kan  worden,  omdat  zy  geene 
nieuwe  voorwaarden  in  zich  bevat ,  waaraan  voldaan  moet  wor- 
den en  die  niet  reeds  in  de  andere  vergelijkingen  opgesloten  zyn. 
De  vergelijkingen  (4)  en  (5)  mogen  niet  gemist  worden,  omdat 
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de  eerste  de  voorwaarden  uitdrukt,  onder  welke  de  waarden  van 
ain  (1)  en  (2)  gelijk  zijn;  de  (5),  onder  welke  zulks  in  (1)  en 
(3)  plaats  heeft. 

Nemen  wij ,  om  aan  de  nieuwe  vergelijkingen  te  voldoen,  $  als 
nieuwe  onbekende  aan ,  dan  vinden  wij : 

43  =  3*  —  9d—  2e ,         4b  =  &*-~llc ; 

4 

waaruit  wederom  volgt: 

4 
zoodat  men,  e  oplossende  vindt : 

13i— c 

Substitueert  men  nu  de  waarden  van  e ,  b  en  a  in  de  drie  ver- 
gelijkingen, dan  zullen  deze  daardoor  identiek  worden.  Uit  bo- 
venstaande bewerking  ziet  men  ten  duidelijkste ,  dat  men ,  om 
tegelijk  aan  drie  onderling  onafhankelijke  vergelijkingen  te  vol- 
doen ,  minstens  drie ,  maar  ook  niet  meer  dan  drie  onbekenden 
behoeft  aan  te  nemen.  Overigens  gelden  hier  geljjke  opmerkingen , 
als  wij  bij  de  vergelijkingen  met  twee  onbekenden  gemaakt  hebben. 
Alleen  moeten  wij  hier  nog  opmerken,  dat  men  zich  steeds  moet 
wachten ,  onderling  afhankelijke  vergelijkingen  voor  onafhanke- 
lijk aan  te  zien.  Zulks  is  bij  't  oplossen  van  vraagstukken  van 
veel  belang  bij  't  in  vergelijking  brengen  der  voorwaarden.  Zoo 
is ,  wanneer  men  uit 

2#  +  3y  -|~*=: 4    en     7* —  4y — s=8 

door  optelling  de  vergelijking  9# — y=12  afleidt,  de  laatste 
vergelijking  afhankelijk  van  de  beide  eerste,  omdat  zij  slechts 
de  voorwaarden  bevat,  die  aireede  dóór  de  beide  andere  worden 
uitgedrukt. 

4-  Uit  het  bovenstaande  is  nog  gemakkelijk  af  te  leiden,  dat 
men  door  eene  dergelijke  redeneering ,  als  wij  volgden  ten  aan- 
zien van  twee  vergelijkingen  met  twee  en  van  drie  vergelijkingen 
met  drie  onbekenden ,  in  het  algemeen  zal  komen  tot  het  resul- 
taat ,  dat  men  om  aan  «  onderling  onafhankelijke  niet-identieke 
vergelijkingen  van  den  eersten  graad  te  gelijker  tijd  te  voldoen , 
n  onbekenden  noodig  heeft,  maar  ook  niet  meer  dan  * ,  en  dat 
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deze  onbekenden  zoodanig  in  de  vergelijkingen  verspreid  moeten 
zijn,  dat  in  elke  vergelijking  minstens  eene,  in  elke  twee  verge- 
lijkingen minstens  twee ,  in  elke  drie  vergelijkingen  minstens 
drie,  in  elke  k  vergelijkingen  minstens  k  onbekenden  voorkomen. 

Bovendien  is  ons  uit  die  redeneering  gebleken,  dat  zoo  men 
willekeurige  vergelijkingen  neemt,  d.  i.  de  zoodanige,  welke  uit 
geen  enkel  vraagstuk  voortkomen ,  men  in  n  vergelijkingen  n 
willekeurige  letters  als  onbekenden  mag  aannemen ,  mits  aan  de 
vorenstaande  bepaling  voldoende. 

5.  Men  herleidt  de  vergelijkingen  van  den  eersten  graad  met 
twee  en  meer  onbekenden  meestal  tot  de  gedaanten 

Av  +  By  =  C 
Jx  +  £y+Cg  =  D 
As+  By  +  Cs  +  Du  =  S9 
waarin  A9  3>  C,  D9  JS9 gewoonlijk  geheele  getallen  voor- 
stellen ,  doch  evenzeer  gebroken  als  irrationeel  kunnen  zijn.  Na 
de  vergelijkingen  tot  die  gedaante  gebracht  te  hebben,  lost  men 
de  onbekenden  op  en  wel  volgens  vier  methoden. 

Q.     Vergelijkingen  van  den  eeraten  graad  met  twee  onbekenden. 

Eerste  methode.  Door  gelijkstelling  van  de  waarden , 
die  men  in  de  beide  vergelijkingen  voor  eene  zelfde  onbekende  vindt* 

Zijn  gegeven  :  Ax  -f*  By  =  C    en     Axx  -|-  Bxyz=i  Ct. 

Uit  de  beide  vergelijkingen  volgt : 

derhalve:  £=^  =  £l=*tf.    ' 

A  dl 

Waaruit  gevonden  wordt  AtC — AtBy  =  ACt  — ABty 
d.  i.  {ABt  —  AtB)y  =  ACt  —  AtC 

Aöt—AtC 

V    =  ! ! — 

9        ABi—AlB 

__  Q—By  _  CABl—ABC1         CB1—BC1 
X~      A  A(ABl  —  AlB)        ABi—AiB' 

Tweede  methode.  Door  substitutie  van  de  waarde,  die 
men  voor  eene  onbekende  in  eene  der  vergelijkingen  vindt,  voor 
die  onbekende  in  de  andere  vergelijking* 

Zijn  gegeven  Ax  -j-  Byz=C    en     Atx  +  Bty  =  Ct , 


67  §7  — «. 

C  —  Bv 
dan  volgt  uit  de  eerste  vergelijking :  x  =  — — sL  en  door  sub- 

stitutie  dier  waarde  voor  ar  in  de  tweede  vergelijking 

AxC-AxBy  +B^=èt   . 

(BxA—AxB)y=zACx  —  AxC 

AC.  —AtC 

v—  — * *—  •  enz. 

*       ABX—AXB9 

Derde  methode.  Door  optelling  of  aftrekhing ,  na  alvo- 
rens de  coëfficiënten  eeuer  onbekende  in  beide  vergelijkingen  gelijk 
te  hebben  gemaakt. 

Zijn  gegeven :    Au  -j-  By  =  C    en    Axx  +  Bxy  =  Cx . 

Geeft  men  nu  aan  x  gelijke  kleinst  mogelijke  coëfficiënten,  d.  i. 
—  in  de  veronderstelling ,  dat  A  en  Ax  relatief  priem  zijn ,  — 
vermenigvuldigen  wij  de  eerste  vergelijking  met  Ax  %  de  tweede 
met  A ,  dan  vinden  wij : 

AAxx-\-  AxByz=zAxC     en     AAxx  +  ABxyz=zACx  , 
waaruit  door  aftrekking  of  optelling,  naar  gelang  de  teekens  van 
de  coëfficiënten  van  x  gelijk  of  ongelijk  zijn ,  volgt: 

(AlB  —  ABl)y  =  AlC—ACi  ; 

waaruit  wederom  y  =     l  *. 

Axo  —  ABX 

Door  de  coëfficiënten  van  y  gelijk  te  maken  en  dan  de  verge- 
lijkingen af  te  trekken  of  op  te  tellen ,  verdwijnt  deze  onbekende 
en  vindt  men  eene  vergelijking  in  *,  waaruit  deze  onbekende 
kan  opgelost  worden. 

Vierde  methode.  Men  vermenigvuldigt  eene  der  vergelij- 
kingen met  een  onbepaald  getal ,  telt  ze  daarna  op  en  bepaalt 
het  willekeurige  getal  zoodanig ,  dat  de  coëfficiënt  van  éene  der 
onbekenden  =  0  wordt. 

Z^jn  gegeven :     Ax  -\-  By=iC    en    Axx  -\-  Bxy  =  Cx. 
Vermenigvuldigen  wij  nu  de  eerste  vergelijking  met  m ,  tellen 
wij  dan  bij  dit  product  de  tweede  op ,  dan  vinden  wij  : 
(Am  -f  Ax)  x  +  {Btn+Bx)y  =  Cm+Cx. 

Bepalen  wij  m  nu  zoodanig,  dat  Am  -\-  Ax  =  0  wordt,  d.  i. 

A 
nemen  wy  m  =  —  —^ ,  dan  zal  de  coëfficiënt  van  x  verdwij- 
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nen  en  er  zal  eene  vergelijking  in  y  overblijven,  die  eenzelfde 
resultaat  zal  opleveren,  als  wij  hooger  vonden. 

Aanmerking.  1.  Ofschoon  elke  ran  deze  vier  methoden 
naar  den  aard  der  vergelijkingen ,  welke  men  op  moet  los- 
sen ,  soms*  de  voorkeur  verdient ,  kan  men  in  't  algemeen  de 
derde  aanmerken  als  diegene ,  welke  het  spoedigst  en  ge- 
makkelijkst tot  het  doel  voert.  De  laatste  is  ingevoerd  door 
Bezout  en  wordt  uitvoerig  behandeld  op  pag.  84—90  van 
zijn  Cours  de  Math.  a  V  usage  de  la  marine  et  de  ï 'artillerie* 
Paris  1800.  2e  éfdit.  %ne partie.  Hij  geeft  daar  zelfs  een 
middeltje  aan  de  hand  om  de  formulen ,  die  de  waarden 
van  x ,  y%  z  aangeven  ,  gemakkelijk  te  kunnen  onthouden; 
om  daartoe  te  geraken  moet  men,  indien  de  drie  vergelijkin- 
gen van  de  gedaante 

a%*-\-1>\y  -\-c%z'=zd% 
zijn,  voor  elke  onbekende  maar  eventjes  de  volgorde  van 
zes  en  dertig  letters  nauwkeurig  in  't  hoofd  houden.  Yoor 
twee  onbekenden  wordt  hij  hierin  nagevolgd  door  de  H.H. 
Strootman  en  Badon  Ghyben.  (Zie  hunne  Beginselen  der 
Stelkunst ,  2e  dr.  1840,  pag.  156.)  Zoodanig  van  buiten 
leeren  moet  ik  ten  sterkste  ontraden ,  omdat  zulks  al  licht 
leidt  tot  dat  werktuigelijke ,  dat  den  doodsteek  geeft  aan  de 
werkzaamheid  van  't  oordeel. 

In  hoever  bovendien  aan  Bezout  de  eer  toekomt  deze 
methode  naar  zieh  benoemd  te  zien ,  waag  ik  niet  te  be- 
slissen; intusschen  is  het  zeker,  dat  men  zich  van  soortgelijke 
methode  in  sommige  gevallen  al  bedient  in  de  reeds  meer- 
malen aangehaalde  editie  van  Nbwtqn's  Jrith.  Univ.  Men 
vindt  daar  op  pag.  51  van  het  2e  deel : 

Eadem  methodo  potest  et  tertius  aequationis  terminus 
tolli.  Proponatur  aequatio  *  *  —  3**  +  3a?  *  —  5*  — -2=0 
et  finge  x  =y — e ,  et  substituendo  y  —  e  pro  * ,  orietur 
haec  aequatio  etc.  —  Hujus  aequationis  tertius  terminus  est 
6e*  +  9*  +  3  ductum  in  y**  übi  si  6e*  -f-  9e  +  3  nullum 
esset,  eveniret  ipsum  quod  volumus.  Fingamus  itaque  nul- 
lum esse  etc. 

2.    M.  Cramer  a  donné  a  la  fin  de  son  Introduction  i 
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V analyse  des  Itgnes  courbes,  une  très-belle  règle  pour  dé- 
terminer  immécliatement  et  sans  passer  par  les  operations  or- 
dinair», la  vaiear  des  inconnues  de  ces  sortes  d'équations  en 
quelque  nombre  .que  soient  «es  inconnues  (Mem.  d'Alg. 
par  Eülbb.  I  pag.  502.).  Brzout  zegt :  Les  methodes ,  que 
Ton  a  eues  jusqu'ici  pour  chasser  les  inconnues ,  ont  toutes 
(ai  Ton  en  exoepte  seulemcnt  celles  qu'  ont  données  M.M. 
Eüler  ei  Cramer)  i'inconvénient  de  conduire  a  des  équa- 
tions  beaucoup  plus  compoeées  qu'  il  nefaut — Eülbb  nu 
geeft  de  eerste  op ;  ik  zou  derhalve  de  derde  voor  de  methode 
van  Cramer  houden.  Het  bedoelde  werk  van  Cramer  is 
niet  in  mijn  bezit,  doch  de  gemakkelijkheid  der  methode 
en  Euler's  lof  doen  mij  daartoe  besluiten.  —  Ik  heb  in  geen 
enkel  werk  den  naam  van  den  vinder  dezer  methode  op- 
gegeven gevonden. 
7.  Vergelijkingen  van  den  eersten  graad  met  meer  dan  twee 
mikkenden. 

Ter  oplossing  van  zoodanige  vergelijkingen  kan  men  dezelfde 
letheden  volgen ,  als  voor  de  oplossing  van  de  onbekenden  uit 
toe  vergelijkingen  met  twee  onbekenden.  De  derde  methode 
indient  verreweg  de  voorkeur.  De  gewone  wijze  van  oplossing 
kataat  in  het  doen  verdwijnen  van  éene  zelfde  onbekende  uit  alle 
vergelijkingen ,  waardoor  men  in  plaats  van  de  m  opgegevene 
vergelijkingen  metm  onbekenden,  m — 1  onderling  onafhankelijke 
act»— 1  onbekenden  vindt.  Hieruit  wederom  eene  zelfde  on- 
tkende oplossende ,  komt  men  op  een  stelsel  van  m — 2  vergelij- 
kingen enz.,  totdat  men  eindelijk  opééne  vergelijking  met  ééne 
«toekende  komt ,  welker  waarde  alsdan  gevonden  kan  worden. 
Boor  herhaalde  substitutie  vindt  men  vervolgens  de  waarden  van 
alle  onbekenden. 

Zijn  bijv.  gegeven  de  drie  vergelijkingen: 
b±By+Cz=D,  Aix+Bty-\-Clz=Bt  enA2x+Bty+Ctz=Dt. 
Hieruit  vinden  wij  de  vergelijkingen: 

AAtx+BA1y+CAiz=:DJl (1) 

AA%x  +  ABty  +  ACts  =  DtA (2) 

AAkx  -\-  ABfl  +  ACx*=z  ADt (3) 

AA1x  +  BAty+CAiz  =  DAt (4) 
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Trekt  men  nu  (1)  van  (3)  en  (4)  van  (2)  dan  vindt  men : 
[ABt— BAt  )y  -f  (ACt— CAt  >  =  Dt  A— J)Al 
en    (ABt—BA1)y+(ACi—CA1)e==:ADi^DA1  , 
in  welke  twee  vergelijkingen  nog  slechts  twee  onbekenden  voor- 
komen ;  op  gelijke  wijze  hieruit  y  verdrijvende,  blijft  er  eene  ver- 
gelijking in  z9  enz.  Eenige  uitgewerkte  vraagstukken  zullen  ons 
met  den  aard  dezer  bewerkingen  nader  bekendmaken.  Wij  willen 
daarbij  achtereenvolgens  de  vier  opgegevene  methoden  in  toe- 
passing brengen. 

&.  Men  vraagt  naar  de  waarden  van  x  en  y  in  de  verge- 
lijkingen : 

ax+by  +bx—ay  _  ff<  +  h% ^  ax—b*  _  ¥±^L —%ab. 
a~\-b  a—b  a — b  a-{-b 

Vermenigvuldigen   wij  beide  vergelijkingen  met  a% — b%  ,   dan 

vinden  wij: 

(a  >+5  *)  x  —  (a*+5«)y  =  a*—  4* 
a(a+b)x  —  b{a — b)y  =  a*(ar\~b)  —  b*(a — b)\ 
d.  i.: 

_.     %     m  ._*(*—*)      .    a*(a-\-b)—  $*(a— b) 

a?=y-f-öl— ö*  ,        x=z    \        'y+      v ,y    ,  nv *; 

9  a[a+b)  *  a(a+b) 

waaruit  onmiddellijk  volgt : 

y^a  a(a+b) V  ^  a(a+b) 

of  na  behoorlijke  herleiding  : 

Deze  waarde  voor  y ,  gesubstitueerd  in  de  hooger  gevondene 
waarde  van  x ,  geeft : 

a?=y-r-tf*— b%  =  0*. 

9.    Men  vraagt  de  waarden  van  de  onbekenden  te  berekenen 
uit  de  vergelijkingen : 
4a?_-3y-|-2s=9,    5a?+4y  —  3s=  7  ,    7a?  —  2y  +  4«  «  28. 

Uit  de  eerste  vergelijking  volgt: 

ar  =  ~*~  «f""" —  ,  en  deze  waarde  in  de  andere  vergelij- 
kingen voor  a?  gesubstitueerd  hebbende ,  vindt  men  na  behoor- 
lijke herleiding : 

81y  —  22*  «  —  17     en    13y  +  2*  =  49. 
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Lost  men  nu  uit  de  eerste  vergelijking  z  op  en  brengt  men 
die  waarde  over  in  de  tweede,  dan  heeft  men: 

z  —  17"*"_31y    en    174y  =  522  ,  waaruit  y  =  3. 

Verder  is  z  =  — ~-^ —  =5     en    x  =  2. 

22 

10.  Men  vraagt  naar  de  waarden  der  onbekenden  in  de  ver* 
gelig  kingen : 

*  +  2y  +  Sz  +  4«>  =  20,   2a?  +  3y  +  4z  +  w  =  26  , 
&r  +  4y  +  2r  -f  2w  —  28  ,   4a?  +  y  4-  2*  +  Ste  =  26. 

Vermenigvuldigt  men  de  eerste  vergelijking  met  2,  3  en  4 
en  trekt  men  deze  producten  van  elk  der  andere  vergelijkingen , 
dan  vindt  men: 

y  +  2s-f-7w=l4,  2y  +  8s-hl0«>=32,  Iy+i0z+i3w  =  54. 

De  eerste  vergelijking,  met  2  vermenigvuldigd,  wordt  nu 
van  de  tweede  afgetrokken;  de  eerste  met  7  vermenigvuldigd, 
van  de  tweede;  dit  doende  vindt  men: 

4*  —  4w=4  42  +  36^  =  44. 

Door  deze  vergelijkingen  van  elkander  af  te  trekken,  vindt  men 
onmiddellijk  w  =  1 ,  waarna  men  door  herhaalde  substitutie  vindt: 

3=2 ,       y  =  3  ,       *  =  4. 

11.  Men  vraagt  naar  de  vaarde  der  onbekende  ia  de  verge- 
lijkingen : 

2+iu=n  y-f-3s=6,    *+2y=8,  4a?+3y  —  2s+«  =  19. 

In  de  beide  eerste  vergelijkingen  ontbreekt  x ,  wij  gaan  dus  x 
uit  de  beide  laatste  vergelijkingen  verdrijven  ,  vermenigvuldigen 
daarom  de  laatste  vergelijking  met  m  en  tellen  daarbij  de  voor- 
laatste op.    Men  vindt  alsdan: 

(4m+l)*  +  (3«  +  2)y — 2mz  +  um«=l9m  +  $. 

Stellen  wij  hierin  4>m  + 1  =  0,  dus  m =— \t  dan  vinden  wg : 

i?  +  i*  —  *«  =  V 
s+4*  =  17,  y-f-3s=6,        5y+2s— «    «13. 

Vermenigvuldigen  wij  wederom  de  laatste  vergelijking  met  mt 
tellen  daarbij  de  voorlaatste  en  stellen  2»  +  3  =  0  ,  dan  hebben 
wij  achtereenvolgens 
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(6m+l)y  +  (%m+Z)z — «m»  =  43»»H-  6 

13y  — 3«  =  27  ;      s  +  4«=17. 

Vermenigvuldigt  men  de  tweede  vergelijking  met  m  en  telt 
men  er  de  eerste  bij  op,  dan  vindt  men: 

13y  +  »w+(4w—  3)«  =  17»»+  27  ; 

of  4»i  —  3  =  0  stellende,     lfy+t*  —  4»  of  52y  +  3s=l59. 

Vermenigvuldigt  men  deze  laatste  vergelijking  met  m  en  telt 
men  er  de  tweede  der  opgegevene  vergelijkingen  bij  op,  dan 
komt  er: 

(5  2m  + 1 )  y  +  (3w  +  3)s  =  1 59w  +  6. 

Stelt  men  hierin  3/»  +  3  =  0 ,  dan  komt  er : 

—  My 153, 

of  y  =  3. 

De  waarde  van  y  gevonden  zijnde,  kan  men  de  andere  onbe- 
kenden gemakkelijk  berekenen. 

Aanmerking.    Ik  heb  de  methode  van  Bezoüt  aangegeven 
en  toegepast  niet  om  hare  voortreffelijkheid ,  maar  juist  om 
hare  langwijligheid  beter  te  doen  uitkomen.  Ware  het  niet, 
dat  zij  de  eer  geniet  in  alle  Nederlandsche  leerboeken  voor 
te  komen,  dat  er  zelfs  in  vele  verzamelingen  van  vraag- 
stukken voorkomt:  op  te  lossen  volgens  de  leerwijze  van 
Bezoüt,  ik  zoude  haar  evenzeer,  als  de  latere  Fransen* 
schrijvers,  der  vermelding  niet  waard  geacht  hebben. 
12.     Foor  zeker  werk    worden  drie   arbeiders  aangenomen* 
A  en  B  zouden  te  zamen  arbeidende ,  dit  werk  in  a  dagen  kun- 
nen afdoen  ;  A  en  C  te  zamen  zouden  daartoe  b  dagen  en  B  en  C 
te  zamen  c  dagen  noodig  hebben.     Vrage  in  hoeveel  tijd  zij  ieder 
afzonderlijk  en  in  hoeveel  dagen  zij  gezamenlijk  dat  werk  zullen 
kunnen  verrichten. 

Stellen  wij ,  dat  A  het  werk  alleen  verrichten  kan  in  x  en  C 
alleen  in  y  dagen ,  dan  heeft  men  de  volgende  voorwaarden : 

1  1 

A  en  B  doen  per  dag   het  —  gedeelte;  A  doet  — -  per  dag > 

CL  X 

dus   B : —  , 

a         x 
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4  1 

B  en  C  doen  per  dag  het  —  gedeelte ;  G  doet  —  per  dag , 

y 

dus  B  :  i-  —  1 , 

e         y 

derhalve:    i  —  i  =  1  —  1 (a) 

a         x  c         y 

AenC  doen  per  dag  het  4-»  A  het  — ,  C  het  —  gedeelte, 

r        °         6  x  y 

derhalve  —  •+•    -  =  — 16) 

x         y  b 

Uit  (a)  volgt— ssz en  door  hierbij  (6)  op  te  tellen : 

x       y         a        c  -•  v-  /   *- 

2         1,1        Ij  A1I.       J         1,1         1 

-  =  -  +  -r ;  door  aftrekking  -  =  -  H ; 

x         a        o         c  y         o        c         a 

waaruit  na  behoorlijke  herleiding : 

4    bc-\-ac— ab  1    ac-\-ab — bc 

x  —        %abc  y  2abc 

r                   2abc  2abc 

of  x  =  — -r-r -  eny  =: 


éic+óc — ab  ab-\-ac — bc 

"R  vwrieht  ^  *   *  bi-\-ac — ab 2bc — 5c— •ac\ab 

a         x        a  2abc  2abc 

bc-{-ab — ac         i  ,     i   .        ,  .  2abc        , 

—  — L_ per  dag ,  dus  het  werk  in  _ — . — - dagen. 

—  2abc        r        &  bc+ab — ac      ö 

Per  dag  wordt  door  de  drie  arbeiders  verricht  -  +  ( —  )+ 

x      v  a      X' 

.      4_  L  -4-    *   -I   -*-  gc^hg^ — t>c ac-\-ab-\-bc 

y  a  y  ~  a  %abc  2abc 

Het  geheele  werk  zal  dus  door  hen ,  samenwerkende ,  verricht 

,      .  %abc        i 

worden  in  — ; — T  ,  ,    dagen. 

ffC-f-flfl+ÖC 

13.  De  omtrek  eens  rechthoekigen  driehoek*  is  gelijk  aan  p 
en  de  normaal  AD,  uit  iet  hoekpunt  des  rechten  hoeks  naar  de 
hypothenusa  getrokken ,  is  gelijk  aan  a.  Men  vraagt  naar  de 
hypothenusa  des  driehoeks. 

Wij  stellen  de  hypothenusa  =  x ,  dan  is  de  som  der  beide 
rechthoekszijden  p—x;  verder  nemen  wij  het  verschil  der  recht- 
hoekszqden  CA  —  AB  =  y9  dan  heeft  men  : 

CA  +  AB  =p--x,  CA  —  AB  =  y; 

Th.  der  Alo.  4 
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waaruit  volgt: 

CA=  £zf±2 en  AB  =  fr-«Zl 
2  % 

Dewijl  nu 

BC*=CA*+AB*  en  BCxAD^ABxCA, 

heeft  men: 

.  *  =  (P-*+Vy  +  (p-^-yy  en 

of  na  ontwikkeling  en  vereeniging  van  termen : 
x*  ==jp*  —  2px  +  y1    en  éax — £?*  -f*  %m*  +  y*  ==  #*. 
Trekt  men  nu  de  beide  laatst  verkregen  vergelijkingen  van 

elkander  af,  dan  vindt  men : 

%pi  —  4(j?  -J-.  a)x  =  0  ; 

waaruit  men  vindt  x 


_     P* 


2(p+a) 

Wij  willen  dit  vraagstuk  thans  nog  op  eene  andere  wijze  op- 
lossen.  Daartoe  stellen  wij  BC=x,  CA^y,  AB  =  z,  BD=u 
en  DC  =  v ,  dan  heeft  men ,  dewijl  de  driehoeken  ABC ,  DBA 
en  DAC  gelijkvormig  zijn  en  de  omtrekken  van  gelijkvormige 
driehoeken  zich  verhouden ,  als  hunne  gelijkstandige  zijden : 

DB  +  BA  +  AB  :  AB  +  BC+  CA  ::  BA  :  BCi 
DA  +  AC+CD  :  AB  +  BC+CA  ::  AC  :  BC; 

d. i.:  u  -\-  z-\-  a  :  p  \\  z  \  x\ 

4  -\-y  -\-v  :  p  ::  y  :  x; 
Verder  heeft  men  p  :  p  : :  x  :  x ; 

derhalve  ook ,  volgens  een  paar  bekende  eigenschappen  der  even* 
redigheden : 

u-\-  z  -J-  a  :  2  j:  0  +  y  +  t?  i  y  ::  p  :  x 
of      ^  +  2a  +  rt  +  *4~y~l"*::a:  +  y  +  *:ï.;7:a? 

welk  antwoord  wederom  heizelfde  is ,  als  wij  bij  de  vorige  oj 
lossing  gevonden  hebben.  De  constructie  en  discussie  zijn  zo 
gemakkelijk,  dat  wij  die  gerustelijk  aan  den  lezer  overlatei 
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14.     Iemand  laat  bij  zijn  sterven  aan  zijn  eenigen  toon  een 
aanzienlijk  vermogen ,  onder  bepaling ,  dat  hij  aan  een  petekind 
8  gulden  zal  betalen ,  zoodra  deze    21  jaren   oud  geworden  is. 
Op  den  dag  van  hel  overlijden  des  testateurs,  1  Aprü  1847  , 
is  het  petekind  juist  11  jaar.  „  Dewijl  hei  kind  arm  is  en  zijn 
voogd  gaarne  gelden  in  handen  wilde  hebben ,  om  het  eene  be- 
hoorlijke  opvoeding  te  geven,  vraagt  hij  den  erfgenaam ,  om  hem 
reeds  vroeger  eenige  gelden  uit  te  betalen.    De  laatste  is  hiertoe 
bereid j  hij  wil  in  vier  verschillende  termijnen  vooruit  betalen, 
namelyk  den  eersten  termijn  a  gulden ,  den  tweeden  b  gulden , 
den  derden  e  gulden ,  den  vierden  d  gulden ;  deze  termijnen  sul- 
len zoodanig  bepaald  worden,  dat,  wanneer  hij  êp  percent  per 
jaar  (eenvoudigen  interest)  berekent,   op  den  %\*ten  geboortedag 
des  petekinds ,  de  voorgeschoten  geldsommen ,  interesten  en  een 
overblijvend  gedeelte  e  te  zamen  het  legaat  of  s  gulden  vormen. 
Daar  hierdoor  de   termijnen  nog  niet  bepaald  zijn ,  maakt  de 
erfgenaam  nog  de  volgende  voorwaarden :  op  den  eersten  termijn 
zal  hij  f  gulden  leenen >  die  hem  met  den  interest  op  den  tweeden 
termijn  terug  betaald  moeten   worden  en  deze  terugbetaling  zal 
juist  zooveel  bedragen ,  als  eene  andere  op  den  %l*ten  verjaar- 
dag, waardoor  een  kapitaal  van  g  gulden  met  den  interest,  dat 
hij  op  den  derden  termijn  uitleent,  terug  betaald  kan  wotden. 
Verder  wil  hij  hem  op  den  eersten    termijn  h  gulden  leenen, 
welke  som  met  de  interesten  eerst  op  den  vijfden  termijn  terug 
betaald  worden  en  hem  dan  zooveel  zullen  opleveren  ,  dat  hij  een 
kapitaal  y  't  welk  hij  bij  den  vierden  termijn  heeft  opgenomen, 
met  den  interest  kan  terugbetalen  en  nog  m  gulden  overhouden , 
waarmede  hij  een  schuld  kan  aflossen ,  die  hij  gemaakt  heeft  door 
bij  den  2denf  §den  en  eden  termijn  ieder  maal  l  gulden  op  te  nemen. 
Wanneer  moeten  de    vier  boven  bedoelde   termijnen  uitgekeerd 
worden,  als  de  interest  overal  tegen  4p°/0  per  jaar  of  p°/0  een- 
voudigen interest  per  trimester  betekend  wordt  ?  (Bootz,  Atithm.) 

De  vijfde  termijn  of  de  dag  van  uitkeering  van  het  geheele 
legaat  valt  10  jaren  na  den  sterfdag  des  testateurs,  de  vier 
vroegere  termijnen  stellen  wij  voor  door  x,  y ,  z,  v  trimesters 
voor  den  vervaldag* 

De  som  a,  die  op  den  eersten  tenmjn  betaald  wordt,  zal  dus 

4* 
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in  x  trimesters  tegen  p9f0  per  trimester  —^  gulden  interest  op- 
leveren, de  waarde  van  dat  kapitaal  zal  den  eersten  April  1857 
bedragen : 

a"+4S!L  =  a     X  10Q  +  PX  gulden. 
-       100  100       6 

Door  gelijke  redeneering  vindt  men  voor  de  overige  sommen 

bt  c  en  d  eene  waarde  van 

6  X        100       '    °  X        100       '  *  X        100     * 
Deze  sommen ,  vermeerderd  met  het  nog  uit  te  betalen  ge- 
deelte e,  leveren  het  geheele  legaat,  derhalve: 

loo+pz  ioo+py  +  e  x  ioo+y  -|- 

iOO      T  100      ^fcA        ioo      ^ 

+  «*  x12J±f? +  .-,....(.) 

Van  den  eersten  termijn  tot  den  tweeden  verloopen  x — y  tri- 
mesters ;  de  ƒ  gulden  krijgen  dus  in  dat  tijdsverloop  eene 
waarde  van : 

y  100 

tusschen  den  derden  en  vijfden  termijn  verloopen  z  trimesters , 
de  waarde  van  g  gulden  is  dus: 

100+jn. 
*  X       100      ' 

derhalve   ƒ  X  10°+^  =  ,  X  Ï2JJC (ft 

De  A  gulden  hebben  op  den  vijfden  termijn  eene  waarde  van 

h  x  — Tftn"~*i  de  *  guWen  krjjgen  eene  waarde  van  k  X  —    ^, 

derhalve  is  iX^-*X  lJ^jC  =  »  .   .  .  (y) 

Verder  hebben  l  gulden,  die  hij  bij  den  tweeden,  by  den 
derden  en  bij  den  vierden  termijn  opneemt,  achtereenvolgens 
eene  waarde  van 

1  x     ioo    •'  x  ~Töö~'    x  "Tóo~  • 
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zoodat  men  eindelijk  heeft: 

(400     ^      400     ^      400    )  k  ' 

Uit  welke  vier  vergelijkingen  («),  (0),  (y),  (£),  de  vier  on- 
bekenden gemakkelijk  kannen  worden  opgelost.  —  De  verdere 
bewerking  zij  dan  ook  overgelaten  aan  den  lezer. 
15.    Tot  verdere  oefening  dienen  nog  de  volgende 

VRAAGSTUKKEN. 


f: 


4.    Men  vraagt  de  waarde  van  »  en  y  te  berekenen  uit  de 
vergelijkingen : 
a(x  -f-  y)  -f-  b(y  -f-  2n)  =  bx  -f-  2<m» 
ö(:f  —  y)  +  b(x  —  m)  =  «(2a  +  3  +  ^)  +  y  —  »• 

2.  Men  vraagt  de  waarden  van  xy  y  en  z  in  de  vergelijkingen; 
S*-8y  +  5s=-3,  6*+5y-40s  =  24,  40*-6y  +  45*  =  -2. 

3.  Men  vraagt  de  waarden  te  berekenen  van  x ,  y  en  z  uit  de 
volgende  vergelijkingen :  *) 

6       40      24_3     JL+!L_i*_ifM_!$_5[_— 8 


x       y       z  x       y       %  x       y        % 

4.  Men  vraagt  de  waarden  te  berekenen  van  x,  y  en  z  uit 
de  vergelijkingen: 

j.»      5_4Q     8 (       3    ,  4_|s    j_i_  3  _    „ 
3a?1  2y_ 7i ;         '  toriof**»*         '  %x    »y    44«—      ' 

5.  Drie  personen  spelen  samen ;  bij  't  eerste  spel  verliest  de 
eerste  speler  aan  elk  der  anderen  zooveel ,  als  zij  bij  zich 
hebben.  Bij  het  tweede  spel  verliest  de  tweede  speler  aan 
elk  der  anderen  zooveel,  als  zij  hebben;  bij  't  derde  spel 
verliest  de  derde  speler  aan  elk  der  anderen  zooveel ,  als 
ieder  heeft.  Indien  nu  ieder  speler  24  gulden  heeft 
hoeveel  hadden  zij  dan  primitief?  (Eulee.) 

6.  Drie  ploegen  werklieden  moeten  ƒ  901  deelen.  Krijgt  ieder 
werkman  van  den  eersten  ploeg  f  4  ,  dan  krijgen  die  der 
beide  andere  ploegen  slechts  j  0,50 ;  geeft  men  aan  iederen 
werkman  van  den  tweeden  ploeg  ƒ  4 ,  dan  krijgen  de  anderen 


*)    Men  berekene  in  deze  en  soortgelijke  vergelijkingen  de  omgekeerde 
waarde  van  de  wortels. 
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slechts  33|  cent ;  geeft  men  eindelijk  ƒ1  aan  elk  werkman 
van  den  derden  ploeg,  dan  krijgen  de  anderen  slechts/ 0,25. 
Hoe  groot  is  elke  ploeg  P  (Euleb.) 

7.  Men  vraagt,  hoever  vier  plaatsen  van  elkander  afliggen , 
indien  men  weet ,  dat  de  helft  van  den  afstand  van  A  naar  C, 
vermeerderd  met  \  van  den  afstand  van  A  naar  D  en  met 
31,4  myriameters  de  afstand  is  van  A  naar  B;  dat  de  afstand 
van  A  naar  B,  vermeerderd  met  de  helft  van  den  afstand 
van  A  naar  D  en  9,5  myriameters  de  afstand  is  van  A  naar  C ; 
dat  de  afstand  van  A  naar  C ,  verminderd  met  de  helft  van 
den  afstand  van  Anaar  B  en  met  158,5  myriameters  de 
afstand  is  van  A  naar  D. 

8.  Eene  kudde  ossen  van  a  stuks  eten  in  c  dagen  al  het  gras 
eener  weide ,  zoowel  hetgeen  er  zich  bevindt  als  datgene , 
wat  er  groeit,  terwijl  zij  grazen.  Eene  andere  kudde  van 
d  stuks  eten  in  ƒ  dagen  al  het  gras  van  eene  andere  weide. 
Hoeveel  ossen  eten  in  h  dagen  al  het  gras  van  eene  derde 
weide,  indien  de  eerste  weide  b ,  de  tweede  e  en  de  derde g 
aren  groot  is? 

9.  Een  watervat  kan  door  drie  kranen  Kx ,  K%  en  Kt  gevuld 
worden  en  wel  door  Kt  en  K%  in  a ,  door  Kt  en  Kt  in  b , 
door  K%  en  Ks  in  e  minuten.  In  hoeveel  tijd  is  het  vat 
vol ,  indien  alle  kranen  open  staan  ? 

10.  Vier  getallen  te  vinden  zoodanig,  dat  het  eerste  gelijk  is 
aan  de  halve  som  der  drie  overige  en  een  getal  a  te  zamen 
genomen ;  het  tweede  gelijk  aan  a  met  een  derde  van  de 
som  der  drie  andere ;  het  derde  gelijk  aan  a  met  een  vierde 
van  de  som  der  drie  andere,  het  vierde  gelijk  a  met  een 
vijfde  van  de  som  der  drie  eerste  getallen,      (de  Gelder.) 

ANTWOORDEN. 

1.    vzzzm,  -\-n,  y=zm  —  w.  —  2,  a?  =  l,y  =  7,*  =  2. 
3.   *  =  3,  y  =z  5  en z  3=7.  —  4.  a?=x|,  y=TV»  *=tV 

5.  A/39,  B  ƒ21  en  C  ƒ12. 

6.  De  eerste  265 ,  de  tweede  583  en  de  derde  689  man. 

7.  De  afstand  van  Anaar  B  is  523,8 ,  van  A  naar  0  646,1 
en  van  A  naar  D  223,7  myriameters,  enz. 
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8.  Het   aantal   ossen  bedraagt  «^T?}  +  **&-*). 

beh(f —  o) 

9.  In    z  y*h\  t    minuten. 

ab-\-ae-\*oe 

40.   De  getallen  zqn:  21a,  16a ,  43a,  44a. 


§  8.   Over  do  zuivere  vergelijkingen  van  dan 
eersten,  tweeden,  derden  en  vierden  graad. 

1.    Door  zuivere  vergelijkingen   verstaat  men    in  het  alge- 
meen   die   vergelijkingen ,    waarin    behalve   bekende  termen , 
slechts  termen  voorkomen,  welke  allen  dezelfde  macht  ééne? 
onbekende   tot  factor  hebben.     Zij  zjjn  dus  herleidbaar  tot* 
algemeene  gedaante 

^*>4-2?=0;of  *>  +  ~  =  0 («). 

B  *       B 

Hieruit  volgt  onmiddellijk  **  =  —  -»  of  «  =  1/' — -r, 

zoodat  ééne  waarde  van  x ,  die  de  vergelijking  (o)  gelijk  aan  0 
maakt,  gevonden  wordt  door  rechtstreeksche  worteltrekking.— 
Aan  de  vergelijking  (a)  voldoen  intusschen  n  waarden  van  x 

*    B 

en  om  deze  op  te  sporen ,  behoeft  men  den  V—j  slechts    te 

vermenigvuldigen  met  de  n  »de-machtswortels  uit  de  eenheid; 
want  is  a  een  wortel  van  de  vergelijking  xn — P=  0 ,  dan  zal 

a\/  1  ook  een  wortel  van  die  zelfde  vergelijking  zijn,  't  geen 
bewezen  wordt  door  eenvoudige  substitutie.  Dat  verder  de  een* 
heid  wezenlijk  n  »de-machtswortels  heeft ,  blijkt  uit  de  vergelij- 

king  *  =  \/  4  ;  verheft  men  beide  leden  der  vergelijking  tot  de 
«de-macht ,  dan  is  xn  =  4  ,  waarin  x  den  «den-machtswortel 
voorstelt  uit  4.  De  laatste  vergelijking  herleidbaar  zijnde  tot 
«"  —  1=0  toont  ons,  dat  er  n  waarden  voor  x  aan  de  verge- 
lijking voldoen ,  dat  er  dus  n  «de-maohtswortels  uit  de  eenheid 
zijn.  (Vergel.  mijne  Theorie  der  Algem.  Rek.  II.  pag.  498.) 
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Het  opsporen  der  «de-machtswortels  uit  de  eenheid  zal  later 
op  eene  algemeene  wijze  behandeld  worden;  wij  zullen  hier 
slechts  een  paar  eenvoudige  gevallen  behandelen ,  die  voor  het 
recht  begrip  van  het  volgende  noodzakelijk  zijn. 

2.  Aangezien  de  vergelijkingen  van  den  eersten  graad  met 
eene  onbekende  na  behoorlijke  herleiding  allen  tot  de  zuivere 
vergelijkingen  behooren ,  behoef  ik  daarover  niet  verder  uit  te 
wijden  en  kan  dus  dadelijk  een  begin  maken  met  eene  zuivere 
vergelijking  van  den  2<kn  graad.  Wij  veronderstellen,  dat  zoo- 
danige vergelijking  + 1  of —  1  tot  bekenden  term  heeft  en  dat  de 
coëfficiënt  van  x  de  eenheid  is.  Hierdoor  wordt  de  vergelijking 
niets  minder  algemeen  :  want  indien  Ax*  —  B  =  0  ,  dan  is  ook 

A  %   A 

#»  — 1=0  en  stelt  men  daarin  y  =  x  \/  -  ,  dan  verandert 
B  B 

de.  vergelijking  in  y*  —  1  =  0  ,  waaruit  men  voor  y  eene  der 

n  «de-machtswortels  der  eenheid  vindt. 

* 

Derhalve  is  *  =  -X-  =  Jli  =  *>:?  X  V  1. 

K  B        K    B 

3.  a)  Zij  gegeven  x1  —  1=0,  dan  volgt  daaruit : 

(x — l)(a?+l)=0 ,  x — 1=0,  x+l=0 » dus  ook  a=l  en  #= — 1, 

b)  Zij  gegeven  #*+l=0,  dan  volgt  daaruit: 
[x+\S— i\x— k— 1)  =  0 ,  x+)y—l  =  0  x—  v'— i  =  O , 

dus  ook  uj= — \s — 1  en  xz=\/ — 1. 

c)  Zij  gegeven  #3+l=0,  dan  volgt  daaruit: 

(*  +  l)(a*-ff+l)=0 of  (a?+l)(*-J-J.i/-3)(^i+|K-3)=0 , 
waaruit: 

d)  Zij  gegeven  #8 — 1=0,  dan  volgt  daaruit: 
[x-i){x*+x+i)  =  0  of  (a?-l) (^+1-1^-3)^+^+^-3); 
waaruit : 

a?=l,  x— — 1+^—3,  x=- — } — \v — 3. 

e)  Zij  gegeven  #* — 1  =0 ,  dan  volgt  daaruit : 

(a*+l)(**— 1)=*0  of  aj*+l=.0,  a?*— 1  =  0; 
waaruit  volgens  b)  en  a)  wordt  afgeleid 

x~\s — 1,  x— — ps — 1,  a?=l  ,  #=:— 1. 
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f)     Zij  gegeven  a?4 +*=(),  dan  volgt  daaruit: 

of  (*-*"-l  fa+jy— 1 )(»— V-  {—V—\  )XH-V(— K— 1  )J  =0 ; 

waaruit  wordt  afgeleid: 

ar=lP—  1,  a?=— i^— 1  ,  a?  =i^( — ^v^ — 4 ) ,  x=— i^(-i/-l). 

4.  Het  is  gemakkelijk  in  te  zien ,  dat  men  door  middel 
van  de  gevonden  wortels  ook  nog  sommige  zuivere  vergelijkin- 
gen van  hoogeren  graad  op  zal  kunnen  lossen.  Zoo  heeft  men 
«•—1  =a0 ,  waaruit  men  aanstonds  vindt  (»8 — lXa?1  +1 )  =  0, 
waaraan  dus  alle  wortels  voldoen ,  die  wij  onder  c)  en  d) 
hebben  opgegeven ;  evenzeer  kan  men  voor  a>8—  1  =0  schrijven : 
(x*-\-i)(xh — 1)=0,  waardoor  men  aanstonds  ziet,  dat  aan  de 
laatste  vergelijking  alle  wortels  voldoen,  die  opgegeven  zijn 
onder  e)  en  f). 

5.  Een  enkel  voorbeeld  moge  ter  toepassing  dienen.  Laat 
bijv.  gevraagd  worden  de  vier  vierde-machtswortels  uit  7.  Om 
dezen  te  vinden,  stellen  wyas*  =7  of  xh — 7=0.  Hierin  nemen 
wij  a?|^-|=y  en  vinden  dan  yh — 1=0,  waaraan  voldoen  vol- 
gens 8,  e)y.=V — 1,  y= — \/ — 1,  y=l  y= — 1.  Verder  is 
#^=30^7 ,  derhalve  vindt  men  voor  de  wortels  der  oorspron- 
kelijke vergelijking: 

Het  is  verder  gemakkelijk  in  te  zien,  dat  de  vergelijking 
*"-{-P=0  niets  dan  imaginaire  wortels  heeft,  wanneer  P posi- 
tief en  n  even  is ;  dat  zij  n—i  imaginaire  wortels  heeft ,  ingeval 
P  positief  en  n  oneven  is ;  dat  zij  twee  reëele  wortels  heeft, 
indien  P  negatief  en  n  even  is ;  dat  z\j  een  reëelen  wortel  heeft , 
indien  P  negatief  en  n  oneven  is.    (Men  verg.  hiermede  §  5 ,  20  ) 


§  9.   Over  de  vergelijkingen  van  den  tweeden 
graad  met  ééne  onbekende. 

L  Men  brengt  de  vierkantsvergelijkingen  of  vergelijkingen 
van  den  tweeden  graad  met  ééne  onbekende ,  gewoonlijk  tot  de 
gedaante :  **  -f"  Px  •+"  0  =  0. 
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Is  daarin  nu  jR=0  ,  dan  wordt  de  vergelijking  eene  zuivere 
(zie  de  vorige  §);  is  Q=0>  dan  heeft  raentf^+jftrc^»  welke 
tot  wortels  heeft  x=0  en  x=± — Px  omdat  na  deeling  door  x ,  deze 
factor  =  0  gesteld  moet  worden  en  er  nog  overblijft  x-{-P=Q. 

De   vergelijking    van    den  tweeden   graad    kan   altijd    tot 

de  opgegeven   gedaante   herleid   worden»   want   stellen   wij, 

dat  gevonden   is   de  schijnbaar    meer   algemeene  vergelijking 

Ay*  +  By  +  C=0,  dan  volgt   daaruit,  na  deeling  door  A 

BC 
y«  -j y+-=0enna  vermenigvuldiging  met  de  reeks 

■A  A 

4  ,  At  A*  en  verandering  van  y  in  x 

x*  -f  Bx  -f-  O*=0 
van  welke  vergelijking  de  wortels  4-malen  grooter  zijn,  dan 
van  de  opgegevene. 

2*  De  vergelijking  van  den  tweeden  graad  tot  de  algemeene 
gedaante  herleid  hebbende,  brengen  wij  den  bekenden  term  naar 
het  tweede  lid  en  vinden  dus : 

«r»  +  P*  =  —  Q. 
Telt  men  nu  bij  beide  leden  het  vierkant  van  den  halven  coëffi- 
ciënt van  x ,  dan  vindt  men ; 

x*  +  px  -f  |P*  =  ip*  —  Q; 

door  deze  toevoeging  is  het  eerste  lid  een  volkomen  vierkant  ge- 
worden ,  zoodat  men  door  het  trekken  van  den  tweeden  machte  - 
wortel  uit  de  beide  leden  der  vergelijking  vindt : 

±{w  +  tP)  =  ±l/(iI»-Q). 
Indien  men  echter  heeft  ±*  =  ±y#  dan  kan  daaruit  afge- 
leid worden: 

+  x  =  +  y\  +x  =  —  y\ 

~  f     en  —    i       c  » 

—  ff  =  —  y)  —  xzz  +  y) 

welke  vergelijkingen  twee  aan  twee  het  zelfde  beteekenen  en  wel : 

-|-*  =  -|-y      en      +a?  =  —  y; 
zoodat  men  voor  ±  x  =  ±  y  even  goed ,  zonder  eenige  alge- 
meenheid aan  de  beteekenis  te  ontnemen,  kan  schrijven  : 

*  =  ±y, 

waaruit  dan  evenzeer  volgt : 

x  +  iPz=±yüF*~Q), 
of    *  =  — !P±l/(iP»— «); 
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waardoor  de  beide  wortels  der  vergelijking  x%  +  Pa  +  Q  =  0 
nameljjk      .      *  =  —  {P  +  V{\P*  —  Q), 

*  =  -\P—l/(\P*  —  Q) 
gevonden  zijn. 

Neemt  men  de  som  dezer  wortels  met  het  tegengestelde  tee- 
ken ,  dan  vindt  men  P ;  neemt  men  hun  product  met  het  eigen 
teeken,  dan  vindt  men  Q,  juist  zoo  als  in  §  5  ,  IS  bewezen  is; 
terwijl  daardoor  nog  ten  overvloede  wordt  aangetoond ,  dat  onze 
bewerking  de  ware  wortels  heeft  doen  vinden. 

Volgens  §5,9  zijn  x  —  (— f  JP  +  \/  (\  P*  —  Q))  en 
x  —  (—  J. P—  y  (\P*  —  Q))  factoren  van **  +  Pst  +  Q;  het 
polynomium  slechts  tot  de  tweede  macht  opklimmende,  kan 
slechts  twee  factoren  van  den  eersten  graad  hebben ,  bovendien 
slechts  op  ééne  wijze  in  factoren  ontbonden  worden  [§  5,  41] , 
derhalve  is: 

Wil  men  dus  een  trinomium ,  gerangschikt  volgens  de  afda- 
lende machten  eener  zelfde  letter,  in  twee  éérste-machtsfactoren 
ontbinden,  dan  stelt  men  het  =  0;  zoekt  de  wortels  dier 
vergelijking  en  vermindert  x  met  elk  dier  wortels  in  't  bijzonder. 

3.  Even  gemakkelijk  als  men  de  wortels  vindt  van  de  ver- 
gelijking 

»*  +Px+Q  =  Q, 

vindt  men  die  ook,  wanneer  x*  een  anderen  coëfficiënt  heeft,  dan 
de  eenheid ,  d.  i.  m.  a.  w.  van  de  vergelijking  : 

Ax*  +  Bx  +  C=0. 

Schrijft  men  daarvoor  namelijk  Ax*  +  Bx=  —  C  en  merkt 
men  daarbij  op,  dat  de  wortel  uit  den  derden  term  van  de 
tweede  macht  van  eenig  binomium  gevonden  wordt ,  door  den 
halven  coëfficiënt  van  den  tweeden  term  te  deelen  door  den 
wortel  van  den  coëfficiënt  van  den  eersten  term ,  dan  kan  men 
van  het  eerste  lid  der  laatste  vergelijking  een  volkomen  vierkant 

maken  door  bijvoeging  van  /- Y 
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Hierdoor  vindt  men  achtereenvolgens: 


d.  i. 


X~        2A-1-  2A 


%/A  -*-  r  kA       ' 


Welk  antwoord  men  ook  zou  verkregen  door  achtereenvolgens 

te  schrijven: 

Ax*  +  Bx+C=0 

A  A 

Deze  beide  wortels ,  zoowel  als  de  wortels  van  de  vergelijking 
x*  +  Fx  +  Q  =  0 ,  kunnen  zeer  gemakkelijk  in  algemeene  be- 
woordingen gebracht  worden,  en  geven  dan  eene  algemeene 
oplossing  voor  alle  vierkantsvergelijkingen.  Zoo  vindt  men  om 
de  uitkomst  der  laatste  vergelijking  in  bewoordingen  over  te 
brengen ,  dat  de  wortel  van  eene  volkomen  vierkantsvergelijking 
gelijk  is  aan  den  coëfficiënt  van  den  tweeden  term ,  gedeeld  door 
twee  maal  den  coëfficiënt  van  den  eersten  term  met  het  omge- 
keerde teeken  vermeerderd  of  verminderd  met  den  vierkants- 
wortel  uit  het .  vierkant  van  het  eerste  quotiënt  en  daarbij  ge- 
voegd het  quotiënt  van  den  derden  en  eersten  term  met  het 
omgekeerde  teeken. 

Zoo  zal  men  vinden  uit  de  vierkantsvergelijking 

5a*  —  4a?  -j-  7  —  0 

•  =  *±kf(JÏ-J)  =  *±ikf(Si-7X5). 

4.    Er  bestaat  nog  eene  andere  wijze ,  om  eene  vierkantsver- 
gelijking van  de  gedaante 

x%  -f  P*+  Q  =  0 
op  te  lossen. 

Daartoe  stelle  men  slechts  x  =  y  —  ^  P,  cL  i.  men  neme  voor 
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de  onbekende  eene  nieuwe ,  daarbij  gevoegd  den  halven  coëffi- 
ciënt des  tweeden  terms  met  het  omgekeerde  teeken.  Zoo  doende 
vindt  men: 

y»—  Py  +  \P*   ) 

+  Py  —  {P*   \  =0 

+0__  J 

y%  —  {P*-hQ=:0 

d.i.        y  =  ±fÜP*  —  Q) 
of         x  —  y-\P=  —  kP±V(\P*  —  Q). 
Even  zoo  neemt  men  in  de  vergelijking  x*  —  P*  -f"  Q  =  0 

*z=y  +  {P; 
daardoor  vindt  men  y* — \P*  +  0=0  of  y =±  V(\P*  —  Q) 
ofa?=y  +  iP  =  ±i»±k'(iP»-Q). 

5.    Uit  de  vergelijking  a?s-j-Pa?-j-Q  =  0  vonden  wrj 

Evenzoo  volgt  uit   **— jPaH-Q=0      «=+^±141/**— Q) 

uit  «»+'*— 0=0  *=— {^KIP'+Ö) 
uit  x*— Pa?—  0=0  OK=+lJP±|X(iP*+e) 
waarin  JPen  0  beschouwd  worden  positieve,  reëele  getallen  te 
zijn.  De  eerste  vergelijking ,  als  hebbende  enkel  permanentiën , 
kan  geen  enkelen  positieven  wortel  hebben.  Is  Q>£P* ,  dan 
wordt  V{\P%  —»  0)  imaginair ,  de  vergelijking  zal  in  dat  geval 
twee  geconjungeerde  imaginaire  wortels  hebben  ;  is  Q  <C  \  P* , 
dan  zijn  wel  de  wortels  reëel  maar  zij  kunnen  irrationeel  zijn ; 
is  \  P%  *=  Q ,  dan  heeft  de  vergelijking  twee  gelijke  wortels 
-J  jP.  —  Tot  voorbeeld  van  het  laatste  geval  strekke  de  vergelij- 
king x*  +  2Bx  +  #*  =  0, 

waarin  #=— B±V{B*— B*)  =  —  #±0; 
door  ontbinding  vindt  men  (x  -j-  &)  (#  +  &)  =  0,  waarin  de 
factor  twee  malen  gelijk  gesteld  wordende  aan  0,  ook  tweemalen 
den  wortel  x  =  —  \  (2B)  oplevert 

De  tweede  vergelijking  heeft  twee  variatiën  en  geene  perma- 
nentte, zij  kan  dus  ook  geene  negatieve  wortels  hebben,  wel 
twee  positieve.  De  veronderstellingen  \  JP*  >  0i  \P*  <Q, 
\P*  =  Q  geven  dezelfde  resultaten,  als  in  de  vorige  vergelijking. 

De  derde  en  vierde  vergelijking  hebben  beide  ééne  variatie  en 
ééne  permanentte,   dus  ook  één  positieven  en  één  negatieven 
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wortel.  Overigens  zijn  beide  wortels  reëel  (ofschoon  zij  irratio- 
neel kunnen  zijn)  omdat  Wi^P*  +  0)  steeds  reëel  is.  Zulks 
volgt  ook  uit  §  5  ,  5  ,  dewijl  de  vierkantsvergelijking  eene  ver- 
gelijking is  van  evenen  graad,  waarvan  de  laatste  term  het 
teeken  —  voor  zich  heeft. 

6*  Van  de  vierkantsvergeljjkingen  bestaat  eene  zuiver  meet- 
kundige oplossing.  Het  is  niet  van  belang  ontbloot,  zich  deze 
oplossing  eigen  te  maken ,  omdat  men  daardoor  eene  voorstel- 
ling  krijgt  van  de  wortels  van  zoodanige  vergelijking. 

Men  vraagt  door  constructie  de  uortels  te  vinden  van  de  ver- 
gelijkingen 

«*  —  jPa?+C  =  0    en 
a*-\-Px—Q  =  0. 

a)  Constructie  van  de  wortels  der  vergelijking  x*  — jP+  0=0. 
Yoor  de  mogelijkheid  der  constructie  stellen  wij  0=0/,  waarin 

l  de  eenheid  is ,  waarin  P  en  Q  zijn  uitgedrukt  Trek  nu  twee 
lijnen  ,  die  elkaar  in  A  ontmoeten  en  een  willekeurigen  hoek  met 
elkander  maken.  Neem  in  dezelfde  richting  op  het  eene  been  AB=l 
en  AG=zQ  en  op  het  andere  been  AD=zP.  Vervolgens  deele  men 
BC  midden  door  in  E  en  AD  en  F,  trekke  de  normalen  EO  en  F09 
die  elkander  altijd  zullen  snijden  ,  en  met  0C=  0B ,  als  straal 
den  cirkelomtrek,  die  de  lijn  AD  in  de  punten  G  en  H snijdt , 
dan  zijn  AG  en  AH  de  wortels  van  de  opgegeven  vergelijking. 
Men  heeft  namelijk  AG  -f-  AH—P=dên  coëfficiënt  des  tweeden 
terms  met  het  tegengestelde  teeken  en  AGxAHz^ABxACzzzQL 
Wanneer  de  cirkelomtrek  de  lijn  AD  raakt,  dan  heeft  de  ver- 
gelijking twee  gelijke  wortels ;  wordt  de  lijn  AD  door  den  cir- 
kelomtrek noch  gesneden  ,  noch  geraakt ,  dan  zijn  de  beide 
wortels  der  vergelijking  imaginair. 

b)  Door  constructie  dè  wortels  te  vinden  van  de  vergelij- 
king x*  +  P*  —  0  =  0.  Hierin  nemen  wij  wederom  Ql  in  de 
plaats  van  0* 

Men  trekke  door  het  punt  A  twee  lijnen,  die  elkander  onder  een 
willekeurigen  hoek  snijden  ;  men  neme  op  de  eene  lijn  ABz=zl 
en  in  tegengestelde  richting  AC  =  Qt  vervolgens  make  men  op 
het  andere  been  AD  =  P ,  deele  BC  en  AD  rechthoekig  midden 
door  en  trekke  uit  het  snijpunt  der  normalen  0,  met  OC  als  straal, 
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een  cirkelomtrek,  die  de  lijn  AD  in  de  punten  H  en  G  snijdt, 
dan  is  AG  de  positieve  en  AH  de  negatieve  wortel  der  vergelij- 
king ;  want  stelt  men  AG=w,  dan  is  AH=z —  (jP+^0»  verder  is 
A  0=  Qen  AB=  -Z ;  derhalve  heeft  men  volgens  Eucl.  III :  XXIII: 
ABX  AC=AGXAH  of  Qx—l  =  —  *  (P  +  *)  d.i. 
x*  +  Px  —  Qi  =  0  of  x*  +  Px  —  Q  =  0. 

Deze  constructie  blijft  altijd  mogelijk  ;  de  vergelijking  kan  dus 
geene  imaginaire  wortels  hebben. 

Het  vinden  van  de  wortels  van  de  vergelijkingen 
v*  —  Px —  Q  =  0  en  «*  -+-  Px  +  0  =  0  door  constructie , 
laten  wij  nu  verder  aan  den  lezer. 

7.    Er  zijn  vergelijkingen  met  ééne  onbekende,  die  ofschoon 

van  eenen  hoogeren  graad,  dan  de  vierkantsvergelijkingen ,  door 

eene  gemakkelijke  bewerking   tot  vierkantsvergelijkingen  met 

eene  onbekende  herleid  kunnen  worden.    Zij  zijn  begrepen  in 

de  algemeene  gedaante 

***  +  jrV+Q  =  0, 

waarin  #  een  willekeurig  getal  voorstelt. 

Om  de  wortels  van  zoodanige  vergelijkingen  te  vinden,  stelt 

* 
men  af  =  y ,  waardoor  men  vindt  w = \/y  en  y  *  -{-Py  -|-  Q = 0. 

Uit  de  laatste  vergelijking  heeft  men  verder 

y~^P±v/({P*-Q),*=C'y=l/{-iP±y'tiP*-Q)}i 

vermenigvuldigd  met  de  n  verschillende  »de-machtsworteis  uit 
de  eenheid. 

Tot  toepassing  diene  het  volgende  voorbeeld : 

3x*  +  42#«  —  3321  =  0. 
In  deze  vergelijking  stelle  men  x3=y,  waardoor  *  =  $/  y  en 

3y*+42y  —  3321=0, 
y*  -f-44y~  1107  =  0, 
y  =  —  7  ±K  1186  =  +27  of  —  41; 
derhalve  heeft  men: 

x*  —  27  —  0      en      m*  -f  41  —  0. 
Aan  de  eerste  vergelijking  voldoen  voor  x  de  waarden 
3,3(— 1  +  1»/  — 3)  en  3(—  \-\V  —  3); 
aan  de  tweede  vergelijking  voldoen  voor  x  de  waarden 
—  & 41, (—|  +  ^|/—  3)0-41  en  (— j  —  Jj/-. 3)^41. 
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Van  deze  waarden  zijn  er  Tier  imaginair ,  't  geen  ook  door  de 
ontbrekende  termen  tusschen  3x*  en  42* ' ,  alsmede  tusschen 
42a '  en  — 3321  wordt  aangewezen.  Verder  kan  er  hoogstens 
één  positieve  en  hoogstens  één  negatieve  wortel  zijn ,  aangezien 
er  in  de  opgegeven  vergelijking  slechts  ééne  permanentie  en  ook 
maar  ééne  variatie  is. 

8.  De  vierkantsvergelijkingen  met  twee  of  meer  onbekenden , 
behoeven  nn  verder  geene  afzonderlijke  behandeling.  Men  lost 
namelijk  eene  onbekende  uit  eene  der  vergelijkingen  op ,  sub- 
stitueert de  daarvoor  gevondene  waarden  in  de  andere  verge- 
lijkingen en  verkrijgt  daardoor  vergelijkingen,  waarin  eene 
onbekende  minder  voorkomt  en  waarvan  het  aantal  ook  een 
minder  is ,  dan  van  de  opgegevene  vergelijkingen.  Door  nu 
wederom  hieruit  eene  tweede  onbekende  op  te  lossen  en  op 
dergelijke  wijze  te  blijven  handelen,  zal  men  dè  waarden  der 
verschillende  onbekenden  leeren  vinden.  —  Ik  acht  het  niet 
noodig  hiervan  afzonderlijke  voorbeelden  op  te  geven.  Bij  de 
oplossing  van  vraagstukken  zullen  wij  alle  gelegenheid  hebben 
deze  wenken  verder  toe  te  passen.  Ter  toepassing  strekken 
nog   de  volgende 

VRAAGSTUKKEN. 

Men  vraagt  naar  de  waarden  van  x  in  de  vergelijkingen : 
7a._ I4_2a;*— 1         «    S**      a*  ,  Q  ,  3s*_3** 

4"  —3 7+T'  !6-~4-+d  +  -F-T6\ 


3.    fr»— 4  +  t*»=J— Sbr«+f 

L       a%S%      -4-     X%     1  fe*    _  „t 

5.   4  =  |^(**— 9).  6.   x^vlxi+y/ix*— «»)>. 

7.    */(2-M)  +  ^*=  pfitt     8.   K*+4)= 4  —  ^*. 

9.    9**-24H-16=19.   10.  ^\**+l)±\^Zx-l%)=V'nx+i). 
44#   x\  —  2fl#  +  cx  +  bx  =  ab  ~\- ac  —  a* — bc. 

(a — b)%        a — b        a — b  cue 

13.  **  +  7**=  — 13.        14.  l**  —  4**=:  —  9. 
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ANTWOOEDEN. 
i.  *  =  ±5.         2.  *=±V— 12.         3.*  =  ±fftf 

4.  *  =  ;£ .      5.  #  =  ±5.       6.  *— ±«.     7.  a?  =  4. 

a  T 

■    8.*  =  f  9.  a=4±*^i9.  10.  *=9. 

o 


/ 


:   H.  *=« —  ö  en  «!=«—(?.      12.  #=— — ,  a?t 


a— 3  a2-£* 


a  a 


w.  a?1==K ^ >*!— k — ^ — »    *s — r  g , 

*s=-y 


f  i&  Over  de  oneindig  kleinen  en  oneindig 
groeten.  Over  de  beteekenis  van  het  teeken  f 

L  Door  oneindig  klein  getal  of  oneindig  kleine  grootheid 
Terstaat  men  een  veranderlijk  getal  of  eene  veranderlijke  groot- 
leid,  die  meer  en  meer  tot  cene  grens  (limiet)  0  nadert,  zonder 
&  ooit  geheel  te  kunnen  bereiken. 

Wanneer  men  verschillende  oneindig  kleinen  beschouwt, 
leemt  men  eene  oneindig  kleine  aan  als  oneindig  kleine  der 
l«te  orde,  dan  zyn  : 

oneindig  kleinen  van  de  zelfde  orde  zij ,  wier  verhouding  tot  de 
«ente,  ingeval  beiden  tot  0  naderen,  eene  eindige  limiet  heeft. 

Oneindig  kleinen  van  de  tweede  orde  zij ,  wier  verhouding 
tot  het  vierkant  eener  oneindig  kleine  van  de  eerste  orde,  ingeval 
kiden  0  naderen,  eene  eindige  limiet  heeft. 

Oneindig  kleinen  van  de  »de  orde  zij ,  wier  verhouding  tot 
fc  irie  macht  eener  oneindig  kleine  van  de  eerste  orde ,  ingeval 
0  naderen,  eene  eindige  limiet  heeft 
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2.  Door  oneindig  groot  getal  of  oneindig  groote  grootheid , 
verstaat  men  een  veranderlijk  getal  of  eene  veranderlijke  groot- 
heid, die  voortdurend  toeneemt,  wier  grenzen  eindelijk  zoover 
van  elkander  verwijderd  zijn ,  dat  men  ze  niet  meer  aan  kan  wijzen» 

Wanneer  men  verschillende  oneindig  grooten  beschouwt ,  dan 
neemt  men  er  eene  ais  oneindig  groote  van  de  eerste  orde  aan , 
dan  zijn  oneindig  grooten  van  de  zelfde  orde  zij ,  wier  verhou- 
ding tot  de  eerste,  in  geval  beiden  steeds  toenemen,  een  eindig 
getal  is. 

enz.  enz. 
Oneindig  grooten  van  de  »de  orde  zij ,  wier  verhouding  tot 
de  »de  macht  eener  oneindig  groote  van  de  eerste  orde ,  in  geval 
beiden  steeds  toenemen ,  een  eindig  getal  zij. 

Aanmerking.  De  woorden  oneindig  groot  en  oneindig 
Hein  worden  meestal  in  betrekkelijken  zin  gerekend.  Zij 
komen  in  de  wiskunde  slechts  voor  in  de  absolute  betee- 
kenis  van:  Zoo  groot,  dat  het  onze  bevatting  te  boven 
gaat ,  dat  wij  geene  idéé  hebben  van  de  grootte  van  eenig 
voorwerp;  too  klein,  dat  het  geheel  aan  onze  zintuigen 
ontsnapt;  of  in  de  relatieve  beteekenis:  onmeetbaar  groot, 
onmeetbaar  klein  in  vergelijking  met  Iets  oneindig  groot 
of  oneindig  klein  noemen,  is  een  gevolg  van  de  beperkt* 
heid  onzer  zintuigen.  Absoluut  oneindig  groot  en  daarom 
ons  begrip  te  boven  gaande ,  zijn  slechts  God,  de  eeuwig- 
heid en  het  heelal;  absoluut  oneindig  kleinen  bestaan  wel 
voor  de  rede ,  niet  voor  de  zintuigen.  —  De  kamer ,  waarin 
men  werkt,  is  oneindig  groot  ten  opzichte  van  een  stofje , 
dat  in  het  zonlicht  danst,  zij  is  oneindig  klein  in  betrek* 
king  tot  de  geheele  aarde.  —  In  de  verklaarde  beteekenis 
zullen  wij  verder  de  woorden  oneindig  groot  en  oneindig 
klein  bleven  gebruiken. 

3.  Wanneer  a  en  a,  twee  oneindig  kleinen  of  twee  oneindig 
grooten  van  dezelfde  orde  zijn,  dan  volgt  uit  onze  bepalingen, 

dat  —  =  m ,  waarin  m   een  eindig  getal  is.     Hieruit  volgt 

a\ 
weder ,  dat  a  =  at  m ,  of  in  woorden : 

Het  product  van  eene  oneindig  kleine  (van  eene  oneindig  groote) 
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en  een  eindig  getal ,  levert  wederom  eene  oneindig  kleine  (oneindig 
groote)  op  van  dezelfde  orde. 

Nog  volgt  uit  —  =7»,    dat  ook  -  =  a  19  of  in  woorden: 

Het  quotiënt  van  een  oneindig  kleine  (oneindig  groote)  en  een 
eindig  getal ,  levert  wederom  eene  oneindig  kleine  (oneindig  groote) 
van  dezelfde  orde. 

4.  Stelling.  Het  quotiënt  van  eene  eindige  en  eene  oneindig 
kleine ,  levert  een  oneindig  groote ;  het  quotiënt  van  eene  eindige 
door  eene  oneindig  groote ,  levert  eene  oneindig  kleine. 

B  e  w  ij  s.  Zij  w  eene  standvastige ,  x  eene  veranderlijke  groot- 
heid ,  dan  zal ,  zoolang  x  eindig  blijft ,  het  quotiënt  m  een  ein- 

x 

dig  getal  opleveren.  Maar  indien  x  voortdurend  afneemt,  en 
daardoor  meer  en  meer  tot  0  nadert,  zonder  ooitO  te  werden, 
zal  bet  quotiënt  hoe  langer  hoe  grooter  worden  en  eenmaal 
geheel  buiten  het  bereik  van  onze  bevatting  komen;  alsdan 
noemen  wij  het  oneindig  groot  en  stellen  het  voor  door  oo . 

AM 

Nemen  wij  namelijk  in  —  achtereenvolgens  x  =  0,1 ,  0,0  i  , 

x 

0,001,   0,0001,  0,00001, 0,0000000000001 , 

dan  neemt  de  waarde  van  het  gebroken  voortdurend  toe  en  kan 
voorgesteld    worden    door    lOw,    100/»,    lOOOw,    10000», 

100000** 10000000000000/» 

Laten  wij  x  nog  meer  tot  hare  limiet  0  naderen ,  dan  zal  het 
gebroken  steeds  eene  grootere  waarde  krijgen ;  eene  waarde  zoo 
groot ,  dat  wij  haar  niet  meer  bevatten ,  niet  meer  aanschou- 
welijk voor  kunnen  stellen  en  daarom  schrijven: 

lim.  -  (voor  x  =  0)  =  oo  ♦ 
x 

Daaruit  volgt  onmiddellijk  m  =  x  X  oo ,  d.  i.  een  oneindig 
klein  getal ,  vermenigvuldigd  met  eene  oneindig  groote ,  kan  zeer 
goed  een  eindig  getal  opleveren. 

Heeft  men  wederom  het  gebroken  -  en  wordt  x  hoe  langer 

x 

hoe  grooter ,  dan  zal  de  waarde  van  het  gebroken  steeds  afne- 
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men ;  wordt  x  eindelijk  zoo  groot ,  dat  wij  hare  grenzen  niet 
meer  aan  kunnen  geven  y  dan  zal  de  waarde  van  het  gebroken 
zoo  gering  geworden  zijn ,  dat  wij  het  onderscheid  tusschen  die 
waarde  en  0  ook  niet  meer  aan  kunnen  geven: 

Lim  —  (voor  x  =  oo )  =  d ;  het  is  door  dit  teeken,  dat  wij  de 

oneindig  kleinen  voortaan  zullen  voorstellen. 

Neemt  men  namelijk  in  -  achtereenvolgens  #  =  40 ,   100 , 

x 

4000 ,  40000 , dan  zal  de  waarde  van  het  gebroken 

successievelijk  worden  0,4  m9  0,0i*ra,  0,004/»,  0,0004 m>  enz. 
neemt  men  dus  x  grooter ,  dan  het  grootste  getal ,  dat  men  zich 
yoor  kan  stellen,  dan  zal  de  waarde  van  de  breuk  minder  van 
0  verschillen  ,   dan  het  kleinste  getal ,  dat  men  zich  verbeelden 

kan.    Men  heeft  dus :  lim.  —  (voor  x  «  oo )  =  0. 

x 

m 

Schrijft  men  dus  —   =  d  ,  dan  is  ook  —  =  i ; 

x  x 

-r  is  dan  eene  oneindig  groote  van  de  zelfde  orde  als  x, 

5.  Wij  zullen  de  bovenstaande  uitdrukkingen  door  een  paar 
voorbeelden  nog  ophelderen. 

Men  waagt ,  hoeveel  kan  wijn  van  a  cents  de  kan  men  moet 
voegen  bij  b  kannen  wijn  van  c  cents  de  kan,  om  te  krijgen 
wijn  van  c  cents  de  kan. 

Stel ,  dat  men  daarbij  moet  voegen  x  kannen  wijn  van  a  cents 
de  kan ,  dan  heeft  men  voor  a  x  centen ;  b  kannen  wijn  van  c 
cents  de  kan  vertegenwoordigen  bc  cents.  Men  heeft  dus  dat 
x  -\-b  kannen  wijn  van  c  cents  de  kan  ,  volgens  de  voorwaarden 
des  vraagstuks  y  te  zamen  ax  -f-  bc  centen  kosten ;  derhalve  is: 

(x  +  b)  X  c  =  ax  -f-  bc. 
xc  -f-  bc  —  ax  ■=  -f-  bc. 
x(c  —  a)  =  0. 

*=JL-  o. 

c — a 
't  Geen  ook  duidelijk  sprak  uit  den  aard  des  vraagstuks. 
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Verandert  men  in  het  bovenstaande  vraagstuk  de  vraag  slechts 
zoover ,  dat  het  laatste  gedeelte  luidt :  om  te  krijgen  wijn  van  a 
cents  de  kan%  dan  verandert  de  oplossing  in: 

(*  ~h  ^) a  =  ax  ~i~  öc 
of  a&  —  ax  =  fa  —  ab 

bc — ab        bc— ah 

x= —      .         ==  oo. 

a — a  O 

Het  is  ook  duidelijk ,  dat  men  door  bijvoeging  van  wijn  van 
a  cents ,  nooit  wijn  van  a  cents  kan  bekomen ;  maar  dat  door 
herhaalde  toevoeging  van  zoodanigen  wijn  bij  eene  bepaalde 
hoeveelheid  wijns  van  c  cents ,  deze  laatste  eindelijk  van  geen 
invloed  meer  zal  kunnen  zijn  op  den  prijs  van  a  cents. 

6.  Wanneer  op  eene  onbepaalde  rechte  op  een  afstand  =  d 
twee  punten  A  en  B  noorden  aangenomen  en  daardoor  twee  lijnen 
getrokken ,  die  evenwijdig  aan  elkander  hopen  en  men  op  ieder 
daarvan  een  punt  neemt  zoodanig ,  dat  AC=a  en  BD  =  at  is, 
dan  vraagt  men  op  welken  afstand  van  A  de  lijn  CD,  die 
de  beide  laatste  punten  vereenigt,    de  eerste   lijn  snijden   zal. 

Stellen  wij  AE=z  x  ,  dan  is  J9i£z= 
•d  en  men  heeft  uit  de  gelijkvormige 
driehoeken  AECen  BED.{EvclVÏA.) 
AE:BE::AC:BD, 
of        &  :  x — d  :i  a:ai 
of  ook      d  :  a — at  : :  x\a% 

ad 


waaruit  x  = 


a — at 


Wordt  in  deze  formule  a — at  =  0  d.  i.  a=at ,  dan  wordt  x 
oneindig  groot.  J^  ligt  alsdan  op  een  oneindig  verren  afstand 
van  A ;  de  lijn  CD  kan  dus  AB  nooit  snijden  en  loopt  derhalve 
daaraan  evenwijdig ;  want  door  de  waarde  van  a — at  =  v  lang- 
zamerhand te  doen  afnemen ,  wordt  het  verschil  der  beide  lijnen 
kleiner  en  het  punt  E  verplaatst  zich  op  de  lijn  AB  verder  en 
verder  van  A.  Neemt  men  eindelijk  het  verschil  tusschen  de 
Ijjnen  AC  en  BD  =  d ,  dan  ligt  E  op  een  oneindig  verren  afstand: 
de  lijnen  AE  en  CE ,  elkander  op  een  oneindig  verren  afstand 
snijdende,  snijden  elkander  nooit. 

Ammerking.    Over  de  theorie  der  oneindig  grooten  en 
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oneindig  kleinen ,  dien  machtigen  hefboom  in  de  hoogere 
wiskunde,  welke  wij  voornamelijk  te  danken  hebben  aan 
Leibnitz,  Hüyghens,  Newton,  Bbbnoüilli,  MacLau- 
bin  e.  a.,  vindt  men  behalve  allerbelangrijkste  opmerkin- 
gen in  de  werken  dier  schrijvers  zei  ven,  zeer  gewichtige 
opmerkingen  in  de  Analyse  des  infniment  petits  par  Ie 
marquiz  De  l'Hospital  1716 ;  in  de  Calcul  diff.  et  intégral 
par  J.  Bertband  ;  en  ook  in  Ba  don  Ghyben's  diff.  en 
integr.  rekening. 

7.  Wanneer  in  de  vergelijking  as  =  b  of  x  =  — .,    b  en    a 

a 

beide  door  twee  afzonderlijke  veronderstellingen  0  worden  en  dos 
x  gelijk  wordt  aan  $,  kan  men  er  zeker  van  zijn,  dat  het 
vraagstuk,  waaruit  deze  waarde  van  x  voortvloeit ,  onbepaald  is , 
d.  i.  een  zeer  groot  aantal  oplossingen  toelaat.  Want  de  ver. 
geljjking  wordt  O.a?  =0.       ^ 

en  men  ziet  ten  duidelijkste ,  dat  elke  waarde ,  die  men  aan  # 
geeft,  het  eerste  lid  gelijk  aan  0  maakt,  d.  i.  gelijk  aan  het 
tweede. 

Wordt  bijv.  gevraagd  een  getal  te  vinden  zoodanig,  dat  het 
■J-J  gedeelte  van  dat  getal,  vermeerderd  mei  9  eenheden ,  gelijk 
zij  aan  het  \  gedeelte  van  de'  som  van  dat  getal  en  12 ,  daarbij 
gevoegd  de  ■§-  gedeelten  van  het  oorspronkelijke  getal,  dan  vindt 
men,  door  dit  getal  =  #  te  stellen: 

of    17*  + 108  —  (9*  +  108  +  8*)  =  0 
0,*=0 

x  blijft  dus  geheel  onbepaald ,  d.  w.  z.:  de  gevraagde  eigenschap 
heeft  plaats  vooralle  mogelijke  getallen. 

8.  Zoo  even  hebben  wij  opgemerkt ,  dat  het  vraagstuk  onbe- 
paald werd ,  waanneer  twee  afzonderlijke  veronderstellingen  a  en  b 
te  gelijk  0  maakten ;  zulks  is  volstrekt  niet  het  geval ,  wanneer 
eene  enkele  veronderstelling  a  en  b  gelijk  aan  0  maakt* 

Heeft  men  bijv,  uit  de  eene  of  andere  vergelijking  gevonden 

*»*— 4 


x 


2m*-*3m—2  * 
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en  stelt  men  daarin  m  «  2,  dan  vindt  men  #  =  $•  Hieruit 
Uqktdns,  dat  de  vergelijkingen  m* — 4=0en2j»* — 3m — 2**0 
&  wortel  »=2  hebben  en  dus  door  *»— 2  deelbaar  zqn.  Deelt 
mh  teller  en  noemer  van  de  breuk  door  »—  2 ,  dus  door  den 
;  toor,  die  aan  *  eene  onbepaalde  waarde  gaf,  dan  vindt  men, 

ji ,=  aSf  x  ër   Hoe  dicht  *  nu  b«  2  nadert>  ^d 

Mjft,  ware  het  verschil  ook  =  d ,  ^Ilf  =  1 ,  derhalve  wordt 

m — 2 

*=  x    !  .  en  voor  «»  —  2  heeft  men  x  =  4. 

8.    2f«*  woaotf  de  waarde  van  y  =  **       J?0*  ,  ?°.  >  «w* • 

V — Sècx+bc* 

uer  z  =  c  is. 

Substitueert  men  x  =  c>  dan  vindt  men  voor  de  waarde  van 
è  breuk  y  =  %\  teller  en  noemer  zijn  dus  deelbaar  door  ar — c> 

•  men  vindt  y  =  ,       ,  *    Hierin  wederom  #  =  c  substitu- 
eer— öc 


«ttnde ,  vindt  men  nogmaals  # ,  derhalve  nog  eens  door 
<tóende,  komt  er  y  =  —  als  waarde  der  opgegeven  breuk  voor 

=c.    Men  had  ook  kunnen  schrijven 

-     gjr* — %*ex-\-ac*  a{x* — %cx-\-c%)  ,    t  a 

'^  bx*—2bca:-\-bc*  —  $(**—2g*-Hj)  ~  T 


10.    3fe»  wffagtf  de  waarden  tan  y  —  - ¥ 

a?8  —  1 


_  a?8  +  2#*— *— -2 

*=  1. 

t=i  in  den  opgegeven  vorm  substitueerende  vindt  men  f; 
vormen  kunnen  dus  door  #—1  gedeeld  worden.    Om  dit 
ikkelqk  te  verrichten  schrijft  men 

*»(*-f-2H*+2)_  (*'-*)(*f2)  _(f±i)(f±2i_4-2 

'~        x*—l  ^HX^+ar+l)*"    x*+x+l     ~ f 

i— af 
U.    JF^Jte  w  &  waarde  van      —  voor  x  ==  1  ? 

1' 


Stelt  men  *  =  1 ,  dan  vindt  men  #.  Teller  en  noemer  kunnen 
door  x — 1   gedeeld  worden,  hierdoor  vindt  men 
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Het  aantal   termen  bedraagt  n ,  elke  term  is  gelijk  aan  1  , 


derhalve  heeft  men 


4—  x   — 


*-     .A—x 


12.  Welke  is  de  waarde  van  y  —  — — m  X  -m — —voorz***  4. 

*       4-f-ar*      4—^ x* 

De  waarde  van  den  eersten  factor  is  gelijk  |.    De  tweede 
factor  wordt  $  voor  x  =  4 ,  derhalve  deelen  wij  teller  en  noemer 

door  4 — x  en  vinden  alsdan  voor  z}jne  waarde  -.    Door  ver- 

menigvuldiging  vinden  wij  derhalve  y  rr  ~. 

*P 

13.  Wanneer  in  de  vergelijking  ax  =  b  of  x  =  -  beiden  a 

a 

en  l  ten  gevolge  van  twee  afzonderlijke  veronderstellingen  oo 
worden ,  dan  is  het  vraagstuk  onbepaald.  Inderdaad  heeft  men 
in  dat  geval 

oo  X  a?  =  oo> 
waarin  men  voor  x  alle  mogelijke  eindige  waarden  nemen  kan#     ' 

Worden  echter  ten  gevolge  eener  veronderstelling  a  en 
3  =  oo ,  dan  mag  daaruit  niet  meer  rechtstreeks  tot  de  onbe- 
paaldheid van  eenig  vraagstuk  besloten  worden.  De  wijze ,  om 
de  juiste  waarde  van  eenigen  vorm  in  dat  geval  te  berekenen , 
komt  na  eene  kleine  herleiding,  neder  op  het  reeds  behan- 
delde ,  want 
1  _4^ 

—  a  —  «o.  —  A  —  1  —  .2 
*  —  1  —  »  —  ±—  d  ~  o ; 

a 

voor  x  =  £  kan  men  ook  nog  schrijven  a  X  T=  oo  X  —  = 
o  o  co 

oo  X  d  «  oo  X  0. 
Derhalve  zijn  {,  ^  enoo  X  O  teekens  en  schrijfwijzen  van  ge- 
lijke beteekenis. 

x 

14.  Welke  is  de  waarde  van  — —   { — -, ■ — jA  .    wan* 

x — n  \x:(x — n — 4)/  * 

neer  n  =■  oo  genomen  wordt  ? 
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Schrijft  men  voor  den  opgegeven  vorm  achtereenvolgens : 
J-  x  —  X  (— V  X  ƒ*— -^y  _ 

n         x — n        \9 — n)         \      x       / 

*  /f 1— i\  • 

="7  X   X   (  )   en  merkt  men  dan  op.  dat 

.    ■    f_i    v  ?_i  J 

,  n  n 

1  9 

-=0 ,  — =  0 ,  indien  x  namelijk  eene  eindige  waarde  voor- 

stelt,  dan  gaat  het  laatste  product  over  in 

0   X  j~-  X   1*  =  0. 

Wanneer  dus  n  meer  en  meer  toeneemt,  zal  de  waarde  van 
den  opgegeven  vorm  meer  en  meer  afnemen  en  eindelijk  minder 
van  0  verschillen,  dan  de  kleinst  mogelijke  waarde ,  die  men  zich 
Toor  kan  stellen. 

2a— 1  /2»~ 2\* 
2*4-1 
Toor  den  opgegeven  vorm  kan  men  onmiddellijk  schrijven  : 


15.     Welke  m  de  waarde  van  ™ — i  ( r)    voorn  =  <»? 

\2n — 1/ 


8-|.i        \2  — i/ 
n  n 

Hoe  grooter  dus  n  wordt,  hoe  meer  de  waarde  van  den  opge- 

tren  vorm  nadert  tot  de  limiet  1. 
10.    Ter   toepassing  van   hetgeen  in  deze  §  behandeld  is, 
ekken  nog  de  volgende 

VRAAGSTUKKEN. 

Welke  is  de  waarde  van 

L  *'-«*+»       voor,  =  i; 

.  *      a — fa*— x*$ 

fc      rr^°    ■ i-  voor  0=s  0  ; 

■  x% 

& voor  a?  =  a ; 

|/ö* — a 

Th.  d*b  Alg.  5 
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.       a?8 — a%x— ax*-{-a% 

4. — ' —  voor  x  =:  a  ; 


5.  -- — — - — — .  voor  x  =  2  ; 

ar*— 2*8— 8as+-16 

«       (ar — a)*+x* — a*  Q 

6.  v L — ! voor#  =  a? 


ANTWOORDEN. 

De  waarde  der  vormen  voorstellende  door  u,  vindt  men: 
1.     «  =  ».        2.    u  =  \a.        8.    *  =  3a.        4.     w  =  0. 

5.     « =  oo .        6.     u  =  (2«)  * 


§ii.    Oplossing  van  eenige  vraagstukken  en 
bespreking  van  de  verschillende  uitkomsten. 


1.  Ttcee  lichamen  bewegen  zich  in  dezelfde  richting  lang* 
eene  zelfde  rechte  $  met  eene  snelheid  van  v  en  v'  ellen  in  de 
minuut.  Het  eene  lichaam  B  bevindt  zich  in  Bf  het  andere 
B'  in  B'  y  respectievelijk  op  a  en  a'  ellen  af  stands  van  een 
standvastig  punt  A.  Men  vraagt  naar  den  tijd ,  die  er  verloo- 
pen  moet  9  alvorens  zij  elkander  ontmoeten  in  het  punt  O  en 
hoever  dit  punt  van  A  gelegen  ü. 


1 i r 1 

A  B  B'  O 

Stellen  wij  AO  =  x  en  den  tijd ,  dien  de  lichamen  noodig 
hebben  om  het  punt  O  te  bereiken,  gelijk  aan  t  minuten,  dan 
zal  het  lichaam  B,  dat  c  ellen  in  de  minuut  aflegt,  tv  ellen 
afleggen  eer  het  te  O  aangekomen  is ,  maar  van  4  paar  B  is 
afstand  van  a  ellen ,  derhalve : 

AO  =  AB  +  BO  of  x  =  a  +  tv (< 
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Op  gelijke  wyze  vinden  wij ,  omdat  B'  in  de  minuut  t?'  ellen 
aflegt  en  ook  t  minuten  loopt ,  alvorens  te  O  te  zijn  : 

AOzzzAB'  +  B'O  of  xzzza'  +  tv'     .     .^~-~r.-té]L 
Waaruit  door  aftrekking  van  («)  en  {ff)  yo\ftf\\ *  ll -*■  h  y \ 

0  =  a  —  a'  +  t  (t> — v') 

of  t  — 


a' — a 


p— v' 
Deze  waarde  van  i  overbrengende  in  de  vergelijkingen" 
vindt  men: 

.       a'  —  a        av  —  avx  -f-  at?  —  av        a'v  —  av' 
X  =  a  -f-  v = !— = 

0 V'  V V'  V V' 

De  waarden  van  xent  gevonden  zijnde,  is  het  vraagstuk  opgelost. 

Bij  deze  waarden  van  xeut  komen  al  aanstonds  drie  gevallen 
voor :  de  noemer  van  de  beide  gebrokens  kan  zijn  positief,  nul  of 
negatief,  d.  i.:       &>»',  v=zv'  en  v^v' 

Deze  drie  gevallen  kunnen  wederom  verdeeld  worden  in  andere , 
naar  gelang        a'  >  a  ,         a'  =  a ,         a'  <  a. 

Men  heeft  dus  ai  aanstonds  negen  gevallen  te  beschouwen, 
waarvan  nog  eenige  eene  onderverdeeling  toelaten ,  omdat  daarbij 
nog  gelet  moet  worden  op  het  teeken  ,  dat  de  teller  a'v — av'  in 
de  beide  veronderstellingen  aanneemt.  Is  namelijk  v^v'  en  a'<^» 
of  r<y  en  a'>a  ,  dan  kan  daardoor  het  teeken  van  den  teller 
nog  niet  bepaald  worden. 

Wij  hebben  dus  de  volgende  dertien  gevallen  te  beschouwen  : 

a'  >  a       va'  >  av' 
va'  ^>  av' 

»>t?'   [  (va'^av' 

va'  =  av'     x  z 


v<^v' 


va' — av' 


vzzz-v'   \a*  zzza       va'  zzzav'     tzzz  - — ? 


6* 
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Ie  Geval.     0>t>',  <*'><*,  va'^av'. 

De  formules,  voor  x  en  t  gevonden,  geven  in  deze  veron- 
derstelling positieve  waarden,  omdat  hare  tellers  en  noemers 
positief  zijn.  Wij  vinden  dus  hier  eeue  oplossing  in  den  zin  , 
zooals  het  vraagstuk  is  opgegeven,  d.  i.  ontmoeting  der  beide 
lichamen  rechts  van  A.  Zoodanige  uitkomst  was  ook  te  voorzien. 
Dewijl  v  >  tv  en  «'  >  a ,  is  het  lichaam ,  dat  de  grootste  snel- 
heid heeft ,  achter ,  het  wint  elk  oogenblik  op  het  voorste ,  de 
afstand  vermindert  voortdurend ,  het  moet  dus  het  voorste  een- 
maal rechts  van  de  punten  B  en  B'  inhalen. 


2e  Geval.     0^>ü',    a'  :=  a     va'  >  av';  x  = 


va  —  av' 
v —  v 

V V 

De  lichamen  halen  elkander  dus  in  na  t ,  d.  i.  na  0  minuten  , 
d.i.  zij  zijn  bij  elkander. 

Deze  uitkomst  was  wederom  gemakkelijk  te  voorzien.  Heeft 
men  toch  a  =  a',  dan  komt  het  punt  B  op  E'. 

3e  Geval.     »>  v,  a'  <af  ra'> at1;  x positief,  tf  negatief. 

a 


A  O  t  B 

De  dubbele  veronderstelling ,  dat  v  .>•  v'  en  a'  <  a ,  toont 
aan ,  dat  het  snelste  lichaam  reeds  voor  is,  dat  er  dus  reeds 
eene  ontmoeting  moet  plaats  gehad  hebben.  De  negatieve  tijd 
wijst  aan ,  dat  de  ontmoeting  na  eenigen  tijd ,  waarnaar  gevraagd 
wordt ,  reeds  voor  t  minuten  heeft  plaats  gehad.  —  (Vergelijk 
over  de  beteekenis  van  negatieve  getallen  Theor.  der  Alg.  Rek^ 
I ,  pag.  30.) 

Dewijl  voor  x  eene  positieve  waarde  gevonden  wordt ,  moet 
het  ontmoetingspunt  aan  de  rechter  zijde  van  A  liggen.  Dit  is 
gemakkelijk  te  betoogen. 

Uit  va'  *>  av1  volgt  —.  >   -. 

v  v 

Nu  is  -,  de  tijd,  dien  B'  besteed  heeft,  om  van  A  in  5'  te 


»    »  -      •   . 

'l  .•  •••  •••  •  • 

•    •  •••••• 

*  *   »     « • 
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komen,  terwijl  —  de  tijd  is ,  dien  B  besteed  heeft,  om  van  AinB 

v 

te  komen.  Stellen  wij  ons  nu  voor ,  dat  de  lichamen  uit  jB  en  ff 

met  hunne  eigene  snelheid  naar  A  terugkeeren,  dan  zal  B  daar 

eerder  aankomen,  dan  ff9  want 

v         v 
Op  het  oogenblik  dat  B  in  A  is,  ligt  5' rechts  van  A,  Bis 
sneller  dan  B\  derhalve  moet  B  B'  ergens  Uuschen  AaaB  ont- 
moet hebben. 

4e  Geval.     t?>t>',  a'  <«,  tw*'  =  aü',  #  =  0,  tf  = — . 

De  lichamen  hebben  elkander  dus  ontmoet,  voor  zij  B  en  B' 
bereikt  hebben  en  wel  juist  in  het  punt  A. 

Inderdaad  toonen  de  veronderstellingen  r">ü'  en  «'<a, 
dat  het  lichaam,  dat  de  grootste  snelheid  heeft,  reeds  voor 
gekomen  is ,  derhalve  moet  er  reeds  een  punt  zijn  geweest,  waar 
het  snelste  het  tragere  heeft  ingehaald.  Verder  volgt  uit  va  =  av' 

of  -  =  -  ,  dat  zq ,  sedert  zij  A  verlieten,  evenveel  tijd  besteed 
v        v 

hebben  om  in  ff  en  B  te  komen.    Een  gelijk  aantal  minuten 

voor  hunne  aankomst  respectievelijk  in  B  en  B'9  waren  zij  dus 

te  gelijk  in  A. 

5*  Geval.    *>»',  «'<«»  va' </w' ,  »  =  — ,  *  =  — . 

De  lichamen  hebben  elkander  dus  ontmoet  in  den  verleden 
tijd,  links  van  il. 

Omdat  v  >  v'  en  a'  < a  is  het  snelste  lichaam  voor,  der- 
halve moet  reeds  eene  ontmoeting  plaats  gehad  hebben. 

a'        a 
Uit  va% < av'  volgt :  ->  <  -,  welke  formule  aantoont,  dat 

v         v 

het  snelst  loopende  lichaam  B  meer  tijd  noodig  heeft ,  om  weder 
in  il  te  komen ,  dan  het  trager  loopende  lichaam  B\  Is  ff  der- 
halve reeds  in  A ,  dan  bevindt  B  zich  nog  rechts  van  A ,  de 
ontmoeting  moet  dus  links  van  A  hebben  plaats  gehad* 

6e  Geval.    0  =  t?',  a'  >«,  va'  >  av',  a?=a>,  tf  =  a> . 

Deze  waarden  voor  x  en  t  geven  te  kennen ,  dat  aan  het  vraag- 
stuk niet  voldaan  kan  worden.  -—Inderdaad ,  indien  de  snelheden 
dezelfde  zijn ,  zullen  de  beide  lichamen  altijd  op  een  afstand  a 
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van  elkander  blijven ,  elkaar  dus  nooit  ontmoeten.  —  Men  kan 
ook  zeggen: 

Wanneer  de  lichamen  een  oneindig  aantal  minuten  geloopen 
hebben ,  dan  hebben  zij  zulk  een  grooten  weg  afgelegd ,  dat  de 
afstand  die  hen  scheidt,  in  betrekking  tot  den  afgelegden  weg, 
gelijk  aan  0  gesteld  kan  worden ;  m.  a.  w.:  na  een  oneindig  aan- 
tal minuten  ontmoeten  de  lichamen  elkander  op  een  oneindig 
grooten  afstand  van  A, 


7e  Geval.     vz=zv',  a-=.at  va'=zav';  #=-§->  tzzz 


o_ 
o 


De  lichamen  ontmoeten  elkander  dus  op  elk  oogenblik  op  eiken 
afstand  van  A. 

Dewijl  a  =  a  ,  ziju  de  lichamen  bij  elkander  en  dewijl  v  =  v, 
blijven  zij  bij  elkander  gedurende  hunnen  geheclen  loop. 

5«  Geval,     v  z=z  v't  a   <  a  ,  va  <  av  ,  xzn  x> ,  £=  <x> . 

De  uitkomst  is  dezelfde  als  in  het  6de  geval  en  laat  zich  op 
gelijke  wijze  verklaren. 

De  v^jf  overige  gevallen  laten  wij  voor  den  Lezer.  Indien 
hij  de  discussie  dezer  acht  gevallen  goed  begrepen  heeft ,  zal 
hem  de  discussie  der  overige  niet  moeilijk  vallen. 

2.  Bene  lijn  in  de  uiterste  en  middelste  reden  verdeelen, 
d.  i.  zoodanig  in  twee  deelen  te  verdeelen ,  dat  het  grootste  deel 
middelevenredig  is  tusscken  het  kleinste  deel  en  de  geheele  lijn . 

i  i  i 

A  M  B 

Zij  de  lijn  AB  in  M  in  de  uiterste  en  middelste  reden  ver- 
deeld, dan  is 

AM*  =AB  XMB. 
Zij  nu  de  geheele  lijn  —  a ,  het  grootste  stuk  =  x ,  dan  is : 
a?>  =  a[a— x)  of  x%  +  ax  m~~  a%  =  0  ; 

waaruit  a?  =  — la±ps  = — ( — l±|/5). 

*  4  2 

Dewijl  —  1  ±  i^o  eene  positieve  en  eene  negatieve  waarde 

heeft,  zuilen  er  twee  punten  gevonden  worden ,  waarvan  alleen 

datgene,  dat  met  de  positieve  waarde  overeenkomt ,  rechtstreeks 

op  de  vraag  antwoordt.     Het  punt  M  zal  in  dat  geval  verder 

van  A  gelegen  zijn  dan  ±a  ,  omdat  —  1  -f-  {/  5  >  1. 

De  negatieve  waarde  van  den  wortel ,  —  ( —  1  —  {/  5) ,    be- 

2 
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paalt  een  punt  M'  links  van  J%  dat  aan  het  vraagstuk  in  zijn 
beperkten  zin  niet  voldoet.  Het  pont  M'  toch  ligt  niet  meer 
op  de  lijn  AB  maar  in  haar  verlengde. 

M'  A  lB 

Verandert  men  in  de  opgegeven  vergelijking  x  in  —  x,  dan 
vindt  men  de  vergelijking  x1  =  a(a  -\-  x)  y 
welke  ons  wijst  op  de  uitdrukking 

M' A*  =  M'B  X  AB. 

Het  punt  M'  zal  dus  aan  de  opgave  voldoen ,  indien  wij  de 
vraag  eenigszins  anders  stellen,  haar  meer  generaliseeren  en 
dos  lezen: 

Op  de  rechte  lijn  AB  of  ergens  op  haar  verlengde  een  punt 
te  vinden  zoodanig ,  dat  de  afstand  van  dit  punt  tot  het  punt  A 
middelevenredig  is  tusschen  den  afstand  van  dit  punt  tot  het 
punt  B  en  de  geheele  lijn  AB. 

In  het  algemeen  kan  men  opmerken ,  dat  wanneer  de  algebra 
meer  antwoorden  toelaat ,  dan  de  meetkunde  ons  levert ,  zulks 
een  gevolg  is  van  het  niet  algemeen  genoeg  stellen  van  de 
vraag.  Zoo  zonderden  wij  in  §  6 ,  8  den  stomphoekigen  drie- 
hoek uit,  ofschoon  het  algebraïsch  antwoord  op  geene  enkele 
uitzondering  wees.  Deze  uitzondering  was  niets  anders ,  dan 
een  gevolg  van  de  beperktheid  van  het  vraagstuk.  Toen  wij 
daarvoor  lazen :  Een  vierkant  te  beschrijven ,  dat  met  eene  zijde 
langs  eene  zijde  of  het  verlengde  van  eene  zijde  eens  driehoeks 
ligt t  en  met  twee  hoekpunten  in  de  twee  andere  zijden  komt, 
behoefde  er  geen  enkele  driehoek  uitgezonderd  te  worden. 

1  i  ï 

A  B  M. 

Hadden  wij  bij  de  oplossing  der  vraag  aangenomen,  dat  het 

punt  M  rechts  van  AB  kan  komen  te  liggen ,  dan  hadden  wij 

wederom  AM  *  =  AB  X  BM\ 

of        x%  =-  a(x  —  a) 

waaruit  x  =  —(1  ±  \  {/  —  8). 

Al 

De  waarden  van  x  zijn  beide  imaginair  en  wijzen  ons  derhalve 
op  het  onmogelijke ,  dat  zich  aan  de  rechterzijde  van  AB  zoo- 
danig punt  zou  bevinden. 
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3.  In  een  halven  cirkelomtrek ,  welks  diameter  =  %r  w,  ver- 
langt men  een  trapezium  ACDB  te  beschrijven ,  waarvan  de 
zijden  AC  +  CD  +  DB  =  2». 

&  Indien   wq  uit  C 

eene  normaal  trekken 
naar  .49  en  dan  40 
=  x  en  AC=zy  stel- 
len, daarna  den  straal 
0£  normaal  op  A# 
trekken,  dan  hebben 
wij : 

ülC-f-^i^»  >  AC-\-EO=m  of  eindelijk  y-f-r — *=w  .  .  (1) 
Bovendien  heeft  men  ook  AC*=AEX<AB  of  yl=2np  •  (2) 
Lossen  wij  nu  uit  de  tweede  vergelijking  *  op  en  substitueeren 

wij  hare  waarde   in  de  eerste,    dan  vinden    wij  o?=^-  en 

2r 


»+r-£= 


w 


of        y  *  —  2ry  —  2r*  +  2m  =  0 
d.  i.    y  ^+r±V(Sr*  —  2ra)  =  r±k"r(3r— 2»)  ;  .  (3) 
brengen    wij   deze   waarde    over  in   de    vergelijking  (1),  dan 
vinden  wij  nog: 

a?  =  2r  —  m±i^r(3r — 2») (4) 

Ééne  der  beide  vergelijkingen  (3)  en  (4)  is  voldoende ,  om 
het  vraagstuk  op  te  lossen. 

Nemen  wij  nu  de  waarden  voor  y  en  wel 

yt  =  r  -f-  KT(3r —  %m)  en  y,  =  r  —  p^r(Sr  —  2m) , 
dan  zal  men  in  de  eerste  plaats  moeten  hebben  Sr  >  2w  of  3r=2«t 
d.  i.  ry  \m  of  r  =  \m,  om  de  oplossing  mogelijk  te  maken. 
Wordt  aan  deze  voorwaarde  voldaan ,  dan  zal  men  voor  y  a  altijd 
eene  positieve  waarde  vinden ,  doch  dit  is  nog  niet  voldoende, 
om  aan  het  vraagstuk  te  voldoen.  Wil  men  werkelijk  een  tra» 
pezium  in  den  cirkelomtrek  beschrijven,  dan  moet  ook  AG  >  AC 
derhalve  moet 

r^/2  >  r-fK-r(3r— 2w)  of  r(i/2— 1)>  v^(3r— 2aw): 
d.i.  3r*— -2rm  <  Sr*—  2r*k"2  of  2r?»  >  2r*K2  , 
«af  eindelijk  w  >    rj>-2. 
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Zoolang  dus  de  som  der  drie  zijden  AC>  CD  en  DB  kleiner 
is ,  dan  driemaal  den  straal  en  die  halve  som  grooter ,  dan  de 
zijde  van  het  ingeschreven  vierkant ,  zoolang  blijft  men  altijd  eene 
oplossing  vinden  in  de  eigenlijke  beteekenis  van  het  vraagstuk. 
Indien  m  niet  grooter  was,  dan  r\/29  dan  zoude  de  lijn  AC 
de  lijn  OG  ergens  snijden  en  men  zou  de  volgende  figuur  krijgen, 

namelijk  eene  vierzijde ,  waar- 
van even  ais  in  een  trapezium 
twee  zijden  evenwijdig  loopen 
en  twee  zijden  niet.  Indien 
wij  aan  zoodanig  figuur  ook 

nog  den  naam  van  trapezium 

A.  O  EB         toekennen ,  dan  wordt  ook  in 

de  veronderstelling  van  m  <  *v2  aan  het  vraagstuk  voldaan ; 

maar  omdat  volgens  (2)  *  =  |-  in  de  veronderstelling ,   dat 

m  <  ty'B  of  y  >  *v2>  g^  *  >  r,  zal  men  voor  de  verge- 
lijking (1)  ook  kunnen  schrijven 

y  —  (a?— -f)  =s  til , 
d.i.  JC—{AI!—AO)  =  AC—IC  =  m. 
Zoodat  nu  niet  langer  AC+CD+DB,  maar  AC—  CD+DB 

gelijk  is  aan  2m. 

In  de  beide  voorgaande  veronderstellingen  stelt  y,  altijd  eene 
koorde  voor;  derhalve  moet  yt  altyd  kleiner  zjjn  dan  2r,  d.  i. 

r  +  \,'($r* — 2m)  <  2r 
^(3r*— 2m)  <r 
8r*— 2m  <  r* 
m  >  r. 
Is  dus  de  omtrek  niet  grooter ,  dan  de  middellijn ,  dan  zjjn 
de  beide  vorige  oplossingen  onmogelijk. 

Nemen  wij  thans  den  wortel  y%  =  r — K(3r* — 2m). 
Opdat  men  daarvoor  eene  reëele  waarde  hebbe  f  heeft  men  in 
de   eerste    plaats   Br*  >  2m  of  3r  >  2w,   even   als  in  het 

vorige  geval. 

Bovendien  moet  yt  positief  zjjn  ;  want  het  product  yx  y%  is 
geljjk  aan  den  bekenden  term  in  de  vergelijking  van  y ,  dus  geljjk 
aan  2r(wi— r);  deze  term  is  positief,  yx  is  ook  positief,  derhaiyj 
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moet  ookyj  positief  zijn.     Opdat  nu  yt  positief  zij,  moet  men 
ook  hebben  m  y  r.    Verder  volgt  uit  de  waarde  van  y,  ,  dat  zij 
<  r  t  dus  zoo  veel  te  meer   <  *v2 ;  zij  zal  dus  altijd  eene 
waarde  geven  in  den  beperktsten  zin  van  het  vraagstuk. 

Hadde  men  m  <  r ,  dan  zou  y %  eene  negatieve  waarde  ver- 
krijgen. In  die  gevallen,  waarin  een  negatief  antwoord  niet  juist 
het  tegenovergestelde  van  de  vraag  kan  aanwijzen,  substitueert 
men  «—  y  voor  y  en  maakt  van  de  daardoor  ontstane  nieuwe 
vergelijking  een  vraagstuk ,  dat  men  zooveel  mogelijk  in  overeen- 
stemming houdt  met  het  oorspronkelijke.  —  Intusschen  is  dit  niet 
van  algemeene  en  onvoorwaardelijke  toepassing ;  menig  vraag- 
stuk laat  zoodanige  handelwijze  niet  toe. 

Schrijven  wij  dus  ook  hier — y\n  de  plaats  van  ^inde  ver- 
gelijkingen (1)  en  (2)  dan  vinden  wij  t 

(*—x)  —y  =  m (T)  en  y1  =  2rx (2') 

De  vergelijking  (2*)  wijst  aan ,  dat  x  positief  zal  zijn ,  welk 
ook  het  teeken  zij  vany,  terwijl  de  andere  aantoont,  datr— x 
noodzakelijk  positief  moet  zijn  en  dus  r  >  x ;  zoodat  het  trape- 
zium een  gewoon  trapezium  zal  zijn,  maar  de  vergelijking (1*), 
toont ,  dat  men  heeft :  (AO — JË)  —  AC  -.=  m 

EO  —  AC=m 
of     CD  —  (AC+D£)^2m. 

Al  deze  verschillende  beschouwingen  te  zamen  vattende ,  komt  t 
men  tot  de  volgende  conclusiën : 

Ie.  Indien  m  >  f  r ,  zijn  yt  en  y2  imaginair  en  het  vraag- 
stuk kan  niet  opgelost  worden. 

2e.  Indien  m  =  \r  vindt  menyt  =  yt  =  r  en  men  heeft 
den  halven  omtrek  van  een  regelmatigen  zeshoek  in  den  halven 
cirkelomtrek  beschreven. 

3e.  Heeft  men  m  <  }  r ,  maar  >  ri/2 ,  dan  leveren  yt  en  y  t 
twee  oplossingen ,  die  aan  den  beperkten  eisch  van  't  vraagstuk 
voldoen. 

4e.  Is  m  =  n^2  ,  dan  wordt  yt  =  *v2  en  het  trapezium 
door  dezen  wortel  voortgebracht,  wordt  een  rechthoekige  ge- 
lijk beenige  driehoek  in  den  voorgestelden  halven  omtrek  besebre- 
ven. De  andere  wortel  y  %  ,  wordt  in  dat  geval  (2 — \y2)r  en  geeft 
eene  oplossing  in  den  beperkten  zin  van  't  vraagstuk. 
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5».     Is  m  <  r\/%  en  »  >  r ,  dan  wordt  yt  >  ri/2  en  geeft  e  en 

trapezium ,  waarvan  de  niet  evenwijdige  zijden  elkander  snijden ; 

y%  geeft  nog  eene  oplossing  in  den  beperkten  zin  des  vraagstuks. 

6e.     Wordt  m  =  r ,  dan  is  yx  =  2r  en  y,  =*  0  ;  de  twee 

trapezia  zijn  dus  niets  anders,  dan  de  diameter. 

1%    Is  m  <  r,  dan  wordt  yt  >  2r  en  geeft  uit  geen  enkel 
oogpunt  eene  voldoende  oplossing;  y%  wordt  negatief  en  geeft, 
hoe  klein  m  ook  worde  ,  eene  oplossing  in  de  beteekenis,  die  wij 
daaraan  in  het  laatste  geval  onzer  beschouwing  vermeld  hebben. 
Aanmerking.    Thans  zouden  wij ,  om  het  vraagstuk  ge- 
heel te  voleindigen ,  over  moeten  gaan  tot  de  constructie ; 
deze  laten  wij  intusschen ,  als  meer  op  het  gebied  der  meet- 
kunde thuis  behoorende ,  achterwege. 
4.     In  een  opgegeven  cubus  eene  afgeknotte  pyramide  te  be- 
schrijven, die   een  zelfde  grondvlak  heeft  en  wier  bovenvlak  in 
het  vlak  van  den  kuèui  komt  zoodanig,  dat  de  verhouding  tuswhen 
den  inhoud  der  afgeknotte  pyramide  en  den  inhoud  van  den  kuouê 
geljjk  z\j  aan  p. 

Indien  wij  de  ribbe  van  den 
kubus  a  noemen  en  de  zijde 
van  het  bovenvlak  der  afge- 
knotte pyramide  x,  dan  is  de 
inhoud  van  den  kubus  a%  en 
van  de  afgeknotte  pyramide 

-  (x*  +ax  +  a%). 

Volgens  de  voorwaarden 
van  het  vraagstuk  heeft 
men  nu 


~0r*  •+- ax -f-  a>) 

1 =/> 

1    of  na  ontwikkeling  en  rangschikking 

x%+a* — 3ö*/ï  +  «1  =  0; 

d.i.     w1=-±.+  ^(S^(p-\))t 


a 


*,=— |  -  i/(Jto«o»-*)). 


11  —4. 


108 


Aan  bovenstaande  vergelijking  nu  zal  altijd  voldaan  worden , 
zoolang  p  y  { 

Is  P  K  i »  dan  worden  de  wortels  imaginair  en  aan  het  vraag- 
stuk kan  in  geen  geval  voldaan  worden.  "De  afgeknotte  pyra- 
mide  kan  dus  nimmer  minder  zijn,  dan  een  vierde  gedeelte  van 
den  inhoud  van  den  kubus. 

Opdat  de  eerste  wortel  een  positief  antwoord  geve ,  moet  men 
hebben : 


-j+^{^(p-i)]>0 


P-\> 


TT 


T' 


Om  dus  een  antwoord  te  vinden  in  den  beperkten  zin  des 
vraagstuks,  moet  de  inhoud  van  de  afgeknotte  pyramide  meer 
bedragen  ,  dan  het  derde  gedeelte  van  den  inhoud  van  den  kubus. 

De  tweede  wortel 

*,=-- f— kW?-*)) 

is  ,  wanneer  p  y~\  genomen  wordt  altijd  negatief.  Dewijl  hier 
nu  intusschen ,  als  zijde  van  een  vierkant,  geene  sprake  is  van  een 
negatief  zijn  van  a ,  vervangen  wij ,  even  als  in  het  vorige  voor- 
beeld ,  in  de  opgegeven  vergelijking  x  door  —  re  en  maken  van 
de  aldus  verkregen  vergelijking  een  vraagstuk,  dat  zoo  nauw 
mogelijk  met  het  opgegevene  overeenkomt.  Doen  wij  zulks  in 
dit  geval ,   dan  wordt  de  opgegeven  vergelijking 

ji(a%— ax+w*)  _ 

waarin  nu  de  teller  van  het 
eerete  lid  eene  pyramide  voor- 
stelt met  twee  bladen,  het 
grondvlak  der  eene  pyramide 
is  het  grondvlak  van  den  ku- 
bus ,  het  grondvlak  der  andere 
ligt  in  het  bovenvlak  van  den 
kubus  en  de  hoogte  der  beide 
pyramiden    te   zamen  is   de 
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hoogte  van  den  kubus.  Wil  men  ook  dit  lichaam  aanmerken  als 
cene  afgeknotte  pyramide ,  dan  kan  er  ook  in  dezen  zin  aan  het 
vraagstuk  voldaan  worden.  Wij  willen  thans  nog  eenige  bijzon- 
dere gevallen  beschouwen. 

a)  Is  p  y  {.,  dan  is  xx  positief  en  men  heeft  een  antwoord 

in  den  beperkten  zin  des  vraagstuks.  Is  p  ==  1,  dan  is  ook  x  ==&  1. 

x%  is  negatief  en  levert  eene  pyramide  met  twee  bladen. 
Bovendien  is  het  gemakkelijk  in  te  zien,  dat  x%  >  a. 

b)  Neemt  men  p  =  \ ,  dan  wordt  Xx  =  0  en  men  vindt  dus 
eene  afgeknotte  pyramide ,  wier  bovenvlak  =0  is ;  d.  i.  eene 
pyramide  ,  wier  toppunt  juist  in  het  bovenvlak  ligt,  wier  grond- 
vlak gelijk  is  aan  het  grondvlak  van  den  kubus  en  die  dezelfde 
hoogte  heeft. 

xx  wordt  in  dat  geval  =  —  a.  Men  vindt  dan  eene  pyramide 
met  twee  bladen ,  die  uit  twee  gelijk  en  gelijkvormige  pyramiden 
bestaat ,  die  respectievelijk  grond-  en  bovenvlak  van  den  kubus 
tot  grondvlak  hebben. 

e)  lap  <  i  maar  >  \,  dan  geven  *1  en  x%  beide  pyramiden 
met  twee  bladen.  Eene  oplossing  in  den  beperkten  zin  des  vraag- 
stuk*, wordt  dan  onmogelijk. 

d)  Is  p  =-  \ ,  dan  heeft  men  xt  =  x%  =  —  Ja.  Men  vindt 
alsdan  eene  tweebladige  pyramide,  wier  bovenblad  het  vierde 
gedeelte  is  van  het  grondvlak. 

Aanmerking.    Ook  hier  laten  wij  de  constructie,  als  be- 

hoorende  tot  het  gebied  der  meetkunde ,  over  aan  den  Lezer. 

De  beide  voorgaande  vraagstukken ,  zoo  bijzonder  geschikt 

om  een  duidelijk  denkbeeld  van  de  discussie  van  een  vraag* 

stak  te  geven ,  zijn  ontleend  aan  Tombeck's  Algèbre. 

5.     Wanneer  men  de  som  van  twee  getallen  met  het  kleinste  en 

iet  verschil  dier  getallen  met  het  grootste  getal  vermenigvuldigt, 

dan  verkrijgt  men  de  producten  penq;  welke  zyn  die  getallen? 

Stellen  wij  het  grootste  getal  voor  door  x ,  het  kleinste  door  y% 

dan  heeft  men : 

(*+y)y =?....(!)             (*—*)*  =  ?....  (2) 
«f     «y  +  y1  -=p....  (3)  **—  xg  =  q (4) 

«rit  (3)  viudt  men  x  =  %Z3L  en  door  substitutie  van  deze  waarde 


1 
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in    (4)  (P^l)' _(„»)  =  ?,  : 

v   y 

zijnde  nu  ééne  vergelijking  met  ééne  onbekende. 
Na  behoorlijke  herleiding  vindt  men  verder: 

.»_§Efc«  ,•  +  £!  =  o  i 

9  2      "  2 

y»  =  §?±?  ±\y{p*  +  6pq  +  q*) 
4 

jfsilK^  +  fi^  +  ÖW  +  f1)}. 
Door  substitutie  van  deze  vaarden  van  y  vindt  men  nog : 

Wanneer  wij  ons  nu  alleen  bepalen  tot  de  waarden  van  y  ,  dan 
hebben  wij : 

y,  =       i  ^  pj»  +  q  +  >•(/>*  +  6^+f*)] 

y1  =       If/^p  +  g—l/lpt+Gpi  +  q*)} 

y,  =  —  \vs\zp  +  q  +  V{p%+*pq+q%)} 
y*=  —  \V{*p  +  q—  V(p%  +  *pq+q%)]- 

Wanneer/?  en  q  positieve  getallen  zijn,  dan  is  w[pt-hGpq-\-q%) 
een  reëel  getal  en  de  vier  waarden  van  y  zullen  reëel  zijn ,  omdat 

(3p  +  ,)•  >  p *  +  6pq  +  q*. 

In  dat  geval  zijn  er  dus  twee  positieve  en  twee  negatieve  waar- 
den voor  y ,  die  aan  het  vraagstuk  voldoen. 

Is  een  der  getallen  bijv.  q  negatief,  dan  is  p%  -f-  q*  altijd 
positief,  maar  q  en  tyq  worden  negatief.  In  dat  geval  veranderen 
de  waarden  van  y  in 

y1  =      il/^p  —  q  +  V\p%  —  ^W  +  ï1)} 

y,=  —  ik^|*  —  q  +  r{p%  —  tpt  +  t%)\ 
yk  =  —  i^^p-q  —  y{p1  —  ^pq+q%)^ 

Is  nu  6p£  ^  j*1  +  #' ,  dan  wordt  de  vorm  onder  het  binnenste 
wortelteeken  negatief  en  men  krijgt  vier  imaginaire  waarden 
voor  y. 
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Heeft  men  Bpq  =^p*  -f-  qx ,  dan  wordt  de  vorm  onder  het 
2<ie  wortelteeken  =r  0  en  men  vindt : 

ü%  =  // 1  -■---  l  V{*1>—<l)  en  y%=,yk^—{v  {Sp—q), 
zoodat  men  dan  twee  paren  gelijke  wortels  heeft.  Het  zal  den 
Liezer  niet  moeilijk  vallen  het  gevolg  van  zoodanige  veronderstel- 
lingen na  te  sporen  bij  de  waarden  van  x-  Wij  zullen  ons  dan 
ook  verder  met  de  discussie  der  antwoorden  niet  meer  zoo  uit- 
voerig bezig  houden ,  maar  ons  bepalen  tot  het  oplossen  van 
eenige  vergelijkingen  om  daarbij  te  wijzen  op  het  groote  belang , 
om    in    eenig  vraagstuk   eene  juiste  onbekende  aan  te  nemen. 

6-  Sr  zijn  twee  getallen ;  vermenigvuldigt  men  te  met  elkander , 
dan  komt  er  zestig  ,  terwijl  het  vierkant  van  hun  verschil  gelijk 
is  aan  hunne  som.     Welke  getallen  zijn  dat? 

Stellen  wij  het  eene  getal  x  en  het  andere  y,  dan  is  xy  =  60  (i), 

terwijl  (;r— y)%  =  x  -j-  y (2).     Ontwikkelt   men  (2) ,  dan 

vindt  men : 

Ö  A 

xx  —  %xy  —  x  — y  -f-  y%  =  0  uit  (1)  volgt  y  =  -—  derhalve 

x 

»        ion                 60     .     3600 
X*  —  120  —  x +  — —  =  0. 

x  x2 

of  na  behoorlijke  rangschikking: 

#%  —  xi  __  120a*  —  60a?  -+-  3600  =  0  , 
zijnde  eene  vergelijking  van  den  vierden  graad ,  welke  wij  nog 
niet  hebben  leeren  oplossen. 

Hadden  wij  echter  het  verschil  der  getallen  x  gesteld ,  dan 
was  hunne  som  x* ;  het  grootste  getal  was  dan  ±x{x-r-\)  en 
het  kleinste  \x(x — I),  zoodat,  het  product  ==  60  zijnde,  men 
ook  heeft : 

\x*{**— !)  =  60 
of        **—  **  — 240^0 

waaruit  x%  =£±i^9-{1  d.  i.  **  =16  of  a?»  ^—45; 

de  eerste  vergelijking  geeft*  —  ±  4,  de  tweede x  -  ±1/  — 15. 

Deze  waarden  substitueerende  in  de  vormen ,  welke  men  voor 
de  beide  getallen  gevonden  heeft ,  vindt  men  voor  x  =.  4 : 

voor  het  grootste  getal  10,  voor  het  kleinste  6  ; 
voor  x  r-^=  — .  4  vindt  men  de  getallen  6  en  10. 

Voor  de  beide  andere  getallen  zal  men  vinden  {  (-1ÖJ-:-    -  15). 
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Indien  men  geweten  had,  dat  men  voor  de  vroeger  gevonden 
vierdemachtsvergelijking  ook  kan  schrijven 

(**  — 16*  +  60)(**+15#+60)  =  0, 
dan  zou  men  ,  door  ieder  dezer  beide  tweedemachtsfactoren  gelijk 
aan  0  te  stellen,  dezelfde  antwoorden  gevonden  hebben.  Intus- 
schen  toont  ons  dit  voorbeeld  ten  duidelijkste  van  hoeveel  be- 
lang het  is ,  welke  onbekende  men  zich  voorstelt  te  berekenen. 
7.    Men  vraagt  de  zijden  eens  driehoeks  te  berekenen,  indien 

de  stralen  van  den  in-  en  omge- 
schreven cirkel  ontrek  en  de  hoogte 
des  driehoeks  gegeven  zijn. 

Zy  BB  =  h>,  NF,  de  straal  des 
ingeschreven  cirkclomtreks,  =  r; 
AM,  de  straal  des  omgeschreven 
cirkelomtreks  =  R;  stellen  wq 
verder  AC  =  w  en  BH  =  y , 
dan  heeft  men  onmiddellijk : 

Inh.  dfieh.  ABC  =  h£. 

2 

Inh. drieh.  ABC=  *f{AB  +  BC+CA)Xr  = 

=  (AC  +  BH)r  =  xr+ryt 

waaruit  de  vergelijking  -^ = xr+ry  oiy=   *~  **  ....  ( A). 

Trekt  men  nu  de  lijn  BE,  die  hoek  ABC  middendoor  deelt,  dan 
z\jn  de  driehoeken  BHNen  CLE gelijkvormig,  zoodat  men  heeft: 

LEiHN  ::  CL:  BH; 
maar  CL=\xt  EL=EM—LM=R—V  (R*  —jj  % 

zoodat  E  —  V\R*  — t)  :  r  : :  ^x :y ; 

of  indien  men  daarin  de  waarde  schryft,  die  wy  in  (A)  voorjr 
gevonden  hebben: 

waaruit  achtereenvolgens  gevonden  wordt: 


R 


R  -r  v?  (r%  _  j  \  :  r  : :  r  :  h  —  %r 
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(k—2r)  R  —  r*  =  \/{b>  —  —}  X  (A— 2r) 
(A_2r)>  £»  —  2LRr*(A—  2r)  +  r*  =  (#*  —  £-*)  (A— 2r)* 


,,  _  8#r*(/<— 2r)— 4r* 


(*— 2r) 


i 


Hieruit  nu  kan  y  verder  gemakkelijk  berekend  worden. 

Hadde  raen  in  plaats  van  BH  ==z  y ,  als  tweede  onbekende  t 
AD  =  z  als  zoodanig  aangenomen ,  dan  zou  men ,  na  MK  nor- 
maal tot  AB  getrokken  te  hebben ,  vinden: 

AK—  é*  s  ^ik%+9%);  MK=w(AM*—KA*)  = 
'Z  2 

en  uit  de  gelijkvormige  rechthoekige  driehoeken  CBB  en  MKA : 

CD  :  DB  ::  MK :  KA 

x  —  z  :  k  ::  |^/(4jR»—  A»  —  **)  :   1 1^(A*  •+-**); 

of  na  macht8verheffing  en  rangschikking: 

^*—  2^»+(2A»+^1)j*—  2x/i*z— (tfi*R*~ /****  —  A*)  -  0  ; 

welke  vergelijking  van  den  vierden  graad  is  en  waaruit  men ,  al 

is  x  ook  bekend  geworden ,  z  nog  niet  verder  op  kan  lossen , 

waardoor  wij  wederom  ten  duidelijkste  zien  van  hoeveel  belang 

het  is  eene  juiste  keuze  van  onbekenden  te  doen.  Vaste  regels 

zijn  dien  aangaande  moeilijk  te  geven ;  veel  oefening  alleen  kan 

ons  daarin  eenige    vaardigheid  geven.    Intusschen   bestaan  er 

eenige  voorschriften ,  die  men  bij  voorkomende  omstandigheden 

toe  kan   passen. 

8.  1°.  Moet  men  twee  getallen  zoeken ,  wier  som  ais,  dan 
stelt  men  gewoonlijk  het  eene  \a  -j-  *  en  het  andere  Ja— x,  soms 
ook  het  eene  x  en  het  andere  a — x. 

2°.  Moet  men  twee  getallen  zoeken,  wier  verschil  ais,  dan 
stelt  men  het  eene  gewoonlijk  voor  door  x  -\-  \  a  en  het  tweede 
door  x  —  i  a  ï  soms  ook  het  eene  door  x ,  het  andere  door  #— a. 

3°.     Moet  men  twee  getallen  zoeken,  wier  product  gel\jk  is 

aan  a,  dau  stelt  men  deze  gewoonlijk  voor  door  x  en  — . 

x 
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4°.  Moet  men  twee  getallen  zoeken ,  wier  quotiënt  gelijk  is 
aan  a ,  dan  stelt  men  deze  gewoonlijk  voor  door  x  en  ax. 

5°.    Moet  men  eenige  getallen  bepalen ,  die  zich  verhouden 

als  de  getallen  a,  b ,  c , dan  stelt  men   ze  voor  door 

ax ,  bx  y  ex, 

6°.  Moet  men  vier  getallen  bepalen ,  die  eene  meetkundige 
evenredigheid  uitmaken,  dan  stelt  men  die  getallen  dikwijls 
voor  door  * ,  xy ,  z  en  yz. 

9.  Soms  ook  berekent  men  eene  geheel  aïdere  onbekende ,  als 
die ,  waarnaar  gevraagd  wordt ,  om  zoodoende  tot  de  oplossing 
van  eenig  vraagstuk  te  geraken.  Zij  bijvoorbeeld  nog  ter  oplos- 
sing gegeven  het  volgende 

Vraagstuk.  Het  getal  172  zoodanig  in  vier  deden  te 
verdeelen ,  dat  indien  men  die  deelen  respectievelijk  deelt  door 
8 ,  7  ,  6 ,  5  dfe  quotiënten  met  twee  toenemen»  Hoe  groot  is  elk  deel? 

Stel  bet  eerste  quotiënt  x ,  dan  is  het  tweede  *  -f-  2 ,  het  derde 
2  -f"  4  ,  het  vierde  x  -f-  6  ,  en  de  deelen  zijn :  8*  7*  +  14 , 
6a? +  24,  5*+  30. 

Verder  is  de  som  der  deelen:    2f#  +  68  =  172 ; 

derhalve  x  =  4 ; 
de  deelen  zijn  dus :  32  ,  42  ,  48,  50. 

10.  Ter  toepassing  strekken  de  volgende 

VRAAGSTUKKEN. 

1.  Men  vraagt  twee  getallen  wier  som  25  en  wier  product  144  is. 

2.  Er  zijn  drie  gedurig  evenredige  getallen,  wier  som  126  en 
wier  product  1382*  is.  Welke  zijn  die  getallen  ? 

3.  Er  zijn  twee  getallen  aenb,  die  men  beide  in  twee  deelen 
wil  verdeelen  zoodanig ,  dat  het  eerste  deel  van  a  staat  tot 
het  eerste  deel  van  b  als  m  tot  n ,  terwijl  het  product  der  beide 
andere  deelen  p  is.  Welke  zijn  die  deelen  ? 

4.  Twee  voetreizigers  ontmoeten  elkander  tusschen  de  plaatsen 
X  en  Y.  Indien  A  ,  die  d  mijlen  meer  heeft  afgelegd  dan  B , 
met  dezelfde  snelheid  voortgaande  in  a  dagen  te  Y  zal  aan- 
komen ,  terwijl  £  nog  b  dagen  noodig  zal  hebben  alvorens 
hij  te  Xis,  boe  ver  liggen  de  plaatsen  dan  van  elkaar, 
indien  A  en  B  gelijktijdig  uit  X  en  Y  vertrokken  zijn? 
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5.  Een  schaapherder  kocht  voor  ƒ  720  schapen  en  na  er  15  voor 
zich  uitgezocht  te  hebben  ,  verkocht  hij  de  andere  voor/ 648 
en  won  f  1,20  op  elk  schaap ;  hoe  vele  schapen  had  hy 
gekocht  ? 

6.  Men  vraagt  twee  getallen  zoodanig ,  dat  het  verschil  hun- 
ner vierkanten  gelijk  is  aan  q%  >  en  het  verschil  van  de  pro- 
ducten van  het  eerste  getal  en  a  en  het  tweede  en  b  gelijk 
is  aan  «*. 

7.  Twee  getallen  a  en  b  in  twee  deelen  te  verdeelen  zoodanig , 
dat  het  product  van  de  eerste  deelen  gelijk  aan  p  en  dat  der 
tweede  deelen  gelijk  zij  aan  p\ 

8.  Op  eene  middellijn  AB  is  beschreven  een  halven  cirkelom- 
trek  A(  B ,  die  in  A  geraakt  wordt  door  de  lijn  AF.  Men 
vraagt  door  het  punt  B  een  tweeden  cirkelomtrek  te  brengen, 
wiens  middelpunt  op  ACB  ligt  en  die  de  lijn  AF  raakt. 
(Gegeven  AB  =  2r). 

9.  Van  een  driehoek  ABC  is  gegeven  de  som  der  zijden 
AC  -f-  BC  =  at  de  hoogte  CD  =  h9  de  basis  AB  =  b ;  men 
vraagt  naar  AC  en  AD. 

10.  Binnen  een  halven  cirkelomtrek  zijn  twee  elkaar  rakende 
halve  cirkeltrekken  beschreven ,  wier  middellonen  a  en  b  te 
zamen  zoo  lang  zijn  als  de  middellijn  des  eersten.  Hoe  lang 
is  de  straal  des  cirkeltreks ,  die  alle  drie  de  gegeven  om- 
trekken aanraakt  ? 

ANTWOORDEN. 
1.    9  en  16.         2.     6 ,    24  en  96. 

3.  Het  eene  deel  vans  isna+mb±^{(na-mb^  +  ^np] 

het  eene  deel  van  o  is  — — ^A-~ '- — — -. 

2m 

4.  A^h+^a)  mijien.  5.    75  achapen. 

yb—Va 

as*  ±  l\/  ?  **—  {gt—bt)g\  }  fai+ay^  {**-(&> -6  »)?»  } 
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7 


a  _  **>  —  (p*  — jp)  ±  t^[  i^—  (y' — p)}    —  4flfo]  + 

25 

ab  -f-  (p  —pY T 1/  IJflfl  —  (ff' — p)\    —  4afy?J 

26 

8,  De  straal  van  den  begeerden  cirkelomtrek  is  — r  +  r\s  5. 

9.  AC-  |T|^f!41^1en^)  =  |T^fig^!. 

2      2         «* — 6'  2       2        «'—o* 


10.   De  gevraagde  straal  is  lang    .  /  /  ,  ,«• 


$  1 2.    Opgave  van  vergelijkingen ,  die  door 
kunstgrepen  kunnen  worden  opgelost. 

1.  Zij  gegeven  x-\-y  *=  a    en    $,  — y  =  fl. 

Door  de  overeenkomstige  leden  der  beide  vergelijkingen  eens 
op  te  tellen  en  eens  af  te  trekken  vindt  men: 

x  =  f  (a  +  *)    en    y  =  I  (a  — ■  *)• 

2.  ^y  gegeven  #  -|-  y  =  a    en    $y  *=*b. 

Men  brenge  de  eerste  vergelijking  in  het  vierkant  en  vermin- 
dere haar  dan  met  het  viervoud  der  tweede.  Zulks  geeft  ach- 
tereenvolgens : 

x%  -f-  2*ry  +  y%  =  ax  ,  #*  —  2#y  -f-  y *  —  a *  —  46 
en  na  worteltrekking  r — y  =  ±  v{a* — 45). 
Door  optelling  en  aftrekking  vinden  wij  nu 

/^  =  |(a±K(a,— 4J)) 
y  =  \  (a  TV  («*  —  45)). 
Aanmerking.    Door    deze  machtsverheffing   zijn   geene 
waarden  voor  de  onbekenden  ingevoerd.    Uit  de  tweede 

toch  vindt  men  x  =  -  en  y  =  -  ;   substitueert    men  deze 

y  a 

waarden  elk  eenmaal  in  de  eerste  vergelijking,  dan  heeft  men: 

#»  _  ax  -|-  b  *=  0     en    y* — ay-f-£  =  0, 
waaruit  men  voor  x  en  y  de  bovenstaande  waarden  zal  vin* 
den.    Intusschen  hebbe  men  hierbij  acht  te  geven,  welke 
waarden  van  x  en  y  bij  elkander  behooren. 
Ware  de  eerste  vergelijking  *  —  y  =  a ,  dan  telt  men  het 
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viervoud  der  tweede  bij  het  vierkant  van  de  eerste ,  en  ai 
het  bovengezegde  blijft  van  toepassing. 
3«     Zij  gegeven  &  *  -f"  V  *  =  a    **    *y  =  6* 
Trekt  men  het  tweevond  der  tweede  vergelijking  eens  bij  de 
eerste  op,  en  eens  daarvan  af,   dan  vindt  men : 

X%  -f-  %*V  +  y*  =  «  +  25  en  x*  —  2*y  -f-  y  *  =  a  —  2b 

X  +  y  =  ±  V  («  +  2i)  #— y  =  ±  ^  (*_2è) 

*  =  i  {±l/(a  +  2i)±i^(a  — 2d)J 

y  =  i  {T  V  [a  +  U)  T  l^(«  —  25)  j  f 

wordende  er  dus  voor  elk  der  beide  onbekenden  vier  verschil- 
lende waarden  gevonden ,  welke  waarden  men  ook  vinden  zal , 

door  uit  de  tweede  vergelijking  af  te  leiden  x  =  -  en  y  =  -£ 

y  x 

en  deze  waarden  in  de  eerste  te  substitueeren. 
4.     Zij  gegeven  x*  +  y*  =  a  en  x±y  =  b. 
Men  brenge  de  tweede  vergelijking  in  het  vierkant,  verraindere 


die  met  de  eerste  en  vindt  daardoor  xy  -»  ±  — ^— .    Hierdoor  is 

2 

de  bewerking  teruggebracht  tot  n°.  3.    De  machtsverheffing  heeft 

geene  waarden  ingevoerd.  Na  behoorlijke  herleiding  vindt  men : 

x=>\b±\\/{%a  —  b*) 

y  =  ±ibTils(2a  —  b*). 

5.  Zjj  gegeven  x*  —y%  =a  en  s±y  =  b. 

Deelt  men  deze  vergelijkingen  op  elkander,  dan  vindt  men 

*_y«*     *-r-y  =  $;    x+y  =  %  ,x  —  y=b; 

o  o 

door  optelling  en  aftrekking  volgt  hieruit : 

-— *+J1  h%— a     *  —  a+b%         ___a—b* 

Door  deze  deeling  te  bewerkstelligen  zijn  geene  waarden  van 
X  of  y  verdonkerd  geworden. 

6.  Zij  gegeven  x%  —  y*  ^=  a  en  xy  =b. 

Men  telle  viermaal  het  vierkant  der  tweede  bij  het  vierkant  der 
eerste,  en  vindt- dan: 

**  +  2*v+y%a=a*1  +  ^1 

*»+y»«±V^(«*+45*) 
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derhalve         x  =  ±  y  \  ia ±  \s  (aJ  +  kb*)\ 

Men  vindt  dus  voor  elke  onbekende  vier  waarden ,  die  aan  de 
vergelijking  voldoen. 

7.     Zij  gegeven  x%  +  y »  =a  en  x  +  y  «=  b. 
Door  deeling  dezer  vergelijkingen  vindt  men  : 

,;«_^+yi  =  _|; (2) 

brengt    men    nu  de  tweede  in    het    vierkant,  dan  heeft  men 
**  +  2*y  +y*  =  5*  ;  door  aftrekking  volgt  nu  Sxg  ==  *! 


°f  'ry  ^   "3?"'     üeze  laatste  vergelijking  van  (2)  aftrekkende , 
komt  er  x  —  y=±is  4-^=^ ;  waaruit  door  optelling  en  af- 


trekking 


8.  %j  gegeven  x%  — y*  =  a  en  x  —  y  =  £. 

Door  deeling  vindt  men  x*  -f-  xg  +  y*  =  - ,    en   omdat 

x*  —  2ry  +  y*=b*  ook  xy=  *-— .     De  verdere  herleiding 

laten  wij  aan  den   lezer. 

9.  Zjj  gegeven  ff»  +  y »  =  a  en  xg  =  b. 

Men  brenge  de  eerste  vergelijking  in  het  vierkant,  en  ver- 
mindere haar  met  viermaal  de  derde  macht  der  tweede,  alsdan 
vindt  men : 

x*  —  2*»y»  -f  y«  ==  ö*  —  40» 

ff*  — ^*  =  ±  i/  (a*— 43») 


) 
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V\  \a  +  ïs{a>—  45»)} 
y=   )^i  j«q:v/(a»—  45»)}  X   ^ 


II/ f  {«  +  v/(a*— 45»)}  X 


— 1+W 3 


2 

Op  dergelijke  wijze  lost  men  de  vergelijking  ook  op,  wanneer 
gegeven  U  *»  —  y»  =  a  en  #y  =  5. 

HL    Zij  gegeven  **  +  **y*  +y*=a  0»  x%  -J-ay +y*=5. 

Door  deeling  der  beide  vergelijkingen  vindt  men  x* — *y+yl 

=  ?  en  door  deze  vergelijking  van  de  tweede  af  te  trekken : 
ij=  -^-.    Deze  vergelijking  telt  men  op  bij  de  tweede  en 

AU 

trekt  haar  af  van  de  derde  vergelijking ,  waardoor  men  vindt : 

"+2,y+y*  =  3-^=2  en   »» -iry+y*  =  ^ 
^+y  =  ±i/?£ir2   en.:  — y  =  ±^  ~2j-; 

IL    Zy  gegeven :  *-fy  +  s  =  a,  #  +  *  +  «  =  *• 

Door  optelling  vindt  men ,  na  deeling  door  8  : 
x  +y  +  z  -f  u  =  $(<*  +  b  +  c  +  (f) 
Trekt  men  hiervan  de  gegeven  vergelijkingen ,  elk  in  het  bij- 
Joader,  dan  vindt  men: 

»  =  |(5  +  c  +  ^  — 2«),  *  =  *(«  —  25  +  e  +  rf)» 
y=i(fl-fè  —  2c  +  e*)»  «=l(a  +  6  +  c  — 
Zij  gegeven:  *y-J-**  =  a,  a*-|-y*  =  5,  jff+  *y  ^  c- 

Door  optelling  vindt  men :    #y  -+"  ar*  -f-  y*  =  i  («  +  *  +  c). 
Boor  elk  der  vergelijkingen  in  't  bijzonder  daarvan  af  te  trekken : 

~i(6  +  c_a),  xy^l{a  —  5 -f  e),  x*~\{a  +  h  —  c). 
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Stellen  wij  de  bekende  leden  respectievelijk  voor  doorj»,  q9  rf 
dan  vinden  wij  door  vermenigvuldiging: 

x%y*z%  =pqr    of    xyz  =  ±  Vpqr , 

waaruit  door  deeling  gevonden  wordt: 


qr 


P1»n  „  — 


x  =  ±\s'  %Ly  y  =± K  —  en  &  =  ± \s  £T. 
p  r  q 

13.  ^/  gegeven:    xyzu  =  at    yzuv  =  b,    zuvx  =  c9 

.  «ray  =  d,    t»yt  =  *. 

Door    vermenigvuldiging  vindt  men  x*y*z*u*v*  =  abcde, 
derhalve  na  worteltrekking : 

xyzuv  --=*  ±  ^y  (abcde)    en     xyzuv  =  ±  j^  (abcd-)  Xi/  —  1. 

Deze  beide  vergelijkingen  achtereenvolgens  deelende  door  de 
opgegeven  vergelijkingen  vindt  men: 

bede 


v  =  ±tfs 


tf  =  ± 


y  =  ±i^ 


acde 


v  =  ±\y 


abcd 


en 


en 


en 


en 


en 


=  ± 


±1^ 


1»" 


X    |/  — 
X  \/  — 


=  ±l^-TT-    X    IK    — 


=  ±1^ 


d* 
abcd 


X  ^  — 


14.    ^y  gegeven :   xyz  =  <ww,   yzv  =»  fo* ,    ;3t>»  =  cry , 

vux  —  dyz,  uxy=ezv. 
Schrijft  men  de  vergelijkingen  voor  het  gemakkelijk  overzicht 
onder  elkander: 


Het  product  van  (i)en(4)  geeft:  x%  =  ad 

het   product  van  (2) en  (5)  geeft:  y*  =  de 

het   product  van  (3)en(l)  geeft:  z*  =  ao 

het   product  van  (4)  en  (2)  geeft :  t?1  =  bd 

het   product  van  (5) en  (3)  geeft:  u1  =  .e. 

Zoodat  men  eindelijk  heeft: 

x=z±isad,  y~±\ybe9  g=±\Sac9  »=±v  bd,  w=±i/<# ,  enz. 

16.    Zij  gegeven:  a(x+y)=a'xy9  b(y+z)=b'ys  9  c(*-H)=cV#. 
Deelt  men  elk  der  vergelijkingen  ieder  in  't  bijzonder  door  den. 


xyz  =z  avu ...  (1) 
yzv  ■■=  bnx ...  (2) 
zvu  =  cxy ...  (3) 
mi»  =  dyz ...  (4) 
nay  —  est? ...  (5) 


(A) 
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coëfficiënt  van  sgn  eerste  en  de  onbekenden  uit  zgn  tweede  fid , 
dan  vindt  men: 

!+-  =  -,  1  +  i  =  -,  i  +  i=- 

y         *        a  '     z        y         b  '  z         a?  ~  c  * 

Stelt  men  nu  hierin  —  —ar',  —  =y',  en       -=  «".dan gaan 

x  y  z 

de  vergelijkingen  over  in: 

*'  +  #'  =  !.',  *'+y'=i  en  *'  +  #'  =  *'; 
a  ^        *  ei 

mama  z^j  op  de  wijze  van  N°.  41  gemakkelijk  kunsten-worden 
opgelost* 

16.    Zij  gegeven :  uvx  =  b  (u  +  v  +  *  +  y  -|-  z),  vxy  = 
=  c(«  +  ü  +  «-t"y  +  *)>    «y*  =  ^  (*  + 1>  +  *n+  y  +  s) , 

Deelt  men  de  eerste  vergelijking  door  de  tweede ,  de  tweede 
door  de  derde,  de  derde  door  de  vierde,  enz.  dan  vindt  men : 

%- b      v e      *  _  d      y e      %        f 

r     y         c       *        a      «         e       v       f      x        b 

wiarnit  gemakkelijk  wordt  afgeleid : 

ó  ƒ  d      b  df 

e  e  e      e  c  e 

HiWöor  gaat  de  tweede  der  opgegeven  vergelijkingen 

•9=^M-p-H?+y+^  ovejr  iavxy  =  cy(i+l+-+i+—\ 

\c      e      ee  cej 

4  L  vx  =  c' .  wanneer  wij  namelijk  c  [  -  -H-  ^ — +1+  — A — 

*  \o      e     ce  cej 

bellen.    Wanneer  men  door  middel  van  de  vergelijkingen  '(&.) 
«spectievelijk  alle  onbekenden  uitdrukt  in  ar ,  in  »%  in  u ,  in  0, 
zal  men  op  soortgelijke  wijze  uit  de  eerste ,,  derde ,  vierde  en 
[f$He  vergelijkingen  vinden : 

=  4',   t*  =  c',   wy=d' ,  yz  =  e'9  z*=f. 
dt  volgt  door  vermenigvuldiging  en  worteltrekking : 
r*=±  \s  b'a'éte'j'  en  omdat  t&y*  =e  c'e' ,  heeft  men  door 

Op  gelijke  wijze  zal  men  al  de  andere  onbekenden  kunnen 
len. 
Th.  deb  Alg.  6 
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17-  Zij  gegeven :  s*+y*+jp(*+y)=«  en  ^4^H~y)+*===0. 

Men  deelt  de  tweede  vergelijking  door  q,  vermenigvuldigt  haar 

met  2  en  telt  haar  bij  de  eerste  vergelijking  op ,  dan  vindt  men 

x*  +  2xy  +  y*+(p  +  -)(s  +  y)  +  (---  «)=0 

q  q 

Beschouwt  men  hierin  x  4-  y  als  de  onbekende  r  dan  zal  men 
voor  9  -f-  y  twee  waarden  vinden ,  die  wy  voor  kunnen  stellen 
door  p*  ±  |/  j';  brengt  men  deze  waarden  over  in  de  tweede 
vergelijking,  dan  wordt  xy  bekend  en  de  oplossing  is  terugge- 
bracht tot  een  vorig  geval. 

Aanmerking.  De  reeds  door  mij  bijgebrachte  voorbeel- 
den zullen  ruimschoots  voldoende  z$n,  om  aan  te  wijzen, 
hoe  men  alle  wortels  eener  vergelijking  leert  vinden.  In  de 
volgende  vergelijkingen  zal  ik  mij  bepalen  tot  het  aanwij- 
zen van  den  weg,  dien  men  ter  opsporing  der  wortels  te 
volgen  heeft. 

18*  Gegeven  zijnde  #*  -|-  y*  =  a  en  m  +  y  =  b9 
Men  brengt  de  tweede  vergelijking  tot  de  vierde  macht  en 
trekt  er  de  eerste  af,  waardoor  men  vindt  4a;,y+6a?1y,-^-4«y, 
ss  d*  —  a;  bij  elk  lid  dezer  laatste  vergelijking  telt  men  2$*y* , 
waardoor  zij  overgaat  in  4a#(»+y)4  =#* — a  +  2#*ys-  Sub- 
stitueert men  hierin  5*  voor  (o?  -\-y)% ,  dan  vindt  men  eene  vier- 
kantsvergelijking  ïnxy.  Zoodra  deze  bekendis,  is  de  oplossing 
tot  een  vorig  N°.  teruggebracht. 

19.    Zij  gegeven :  x*  +  y*  =  a  en  x  +  y  =  b. 

Deel  de  tweede  vergelijking  op  de  eerste,  daardoor  vindt  men : 

x*  —  **y  -f-  x*y% — xy*  +y*  =  -f (3) 

Verhef  de  tweede  vergelijking  tot  de  vierde  macht  en  trek 
daarvan  de  vergelijking  (3) ,  dan  vindt  men  achtereenvolgens: 

«*  4-  4«*y  +  &tt*y  *  +  tey*  4-  f  *  =  ** 
*x*y  +  5*  V  -+-  5«y  *  =  **  —  |- 

of  5#y(a?*-r-a?y +  **)  =  **—  ~    ....    (4) 
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Uit  de  tweede  vergelijking  volgt  x*  +  xy  +  y *  =  b%  — *y ; 
substitueert  men  deze  waarde  in  (4) ,  dan  vindt  men : 

Bay(6*  —  *y)=:$*  — *  JL 

Uit  welke  vergelijking  xy  kan  $pgeloet  worden ,  zoodat  het 
vraagstuk  teruggebracht  is  tot  een  vorig  N°. 

20.  Zij  gegeven :  sp1  +  y  *  =  a  en  xy  =:  a'  (x  —  y). 
Men  brengt  de  tweede  vergelijking  in  het  vierkant  en  vindt 

daardoor  .  **y*=a'*a?*  —  2a'*4y  -p«'*y*  ;  ...  (8) 
vervolgens  vermenigvuldigt  men  de  eerste  vergelijking  met  a'%  en 
trekt  haar  van  (3) ,  dan  vindt  men : 

x*y\  =  a***  —  2a'*xy9 
uit  welke  vergelyking  xy  kan  opgelost  worden.     Hierdoor  is  de 
oplossing  teruggebracht  tot  die  van  een  vorig  N°. 

21.  Z\j  gegeppk :  x*y  +  xy •  —  a  en  **  -|-  y*  ±r  &. 

Uit  de  eerste  vergelijking  volgt  xx  +  y*  ^r  « —  en  na  machts- 

*y 

verheffing 

#»  +  2.»y.  +  y*  =  _fi_  of    2*  V  +  *  =  £t. 

Uit  welke  laatste  vergelijking  x*y* ,  dus  ook  #y  kan  gevon- 
den worden. 

Men,,  zal  vinden : 

22.  ##  gègeve*:(x*  +  y,)(«l  +  y*)=a  **#+y  =  £. 
Men  deelt  de  eerste  vergelijking  door  de  tweede  en  vindt 

daardoor :  '  -\ 

(#»  —  ay-r-y*)  (#«+if1)=-2.. 

Verder  volgt  nog  uit  de  tweede  vergelijking : 
•*  +  ff*  =  &*  — 2«y  en  #*  —  xy  +  y *  =:  b%  —  3*y. 
Door  deze  waarden  in  de  laatste  vergelijking  te  substitueeren , 

vindt  men     „     (b*  —  2xg)  (3*  —  3*y)  =  1  , 

uit  welke  Tergeljjking  xy  kan  opgelost  worden. 

6* 
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2&    Z$gè9&>m*  (*» +y»)  X  «yin*  en  *-f  y~& 
Deelt  men  de  eerste  vergelijking  door  de  tweede ,  dan  vindt  men: 

(#*  —  xy  ■+•  y1)  ay  z=z  2  r  uit  de  tweede  vindt  toen 

v*  +-&y  +  y*z~b*^—3xy; 
de  tweede  in  de  eerste  gesubstitueerd  geeft: 

waaruit  «y  en  du»  pek  #  en  ^kunnen  opgelost  gorden. 

Hiervoor  kan  men  achtereenvolgens  sohiqjvetu 
(*»_  ay-fy*X*+y>t:  — «  en  (*a-Hry->|-y*X*— y)'  =  6 
{(^H-y1)-^}    {(**+y*)  +  2*yJ=a 

en  |(#*  Hr  »f>+  **}   $(*  +  *«<«-■*»£  =  *r 

(**+y*)a  —  *y(**  4-y1)  —  **%y%  =& ; 

waaruit  door  optelling  en  aftrekking: 

(#*  -f  y*)*  —  2ar*y*  =  *{«  +  *) 

Uit  de  laatste  vergelijking  volgt  nn  (#*  4-y*)1   ~  ^ — r-£-, 
en  dece  waarde  ria  de  voqrlaatjBte  .gesubstitueerd^ igeeffc* 

wge^frg  *  waaruit  men  wy  £aa  pplossen.  Hel  zal  dan  vetöfer 
al  zeer  weinig  moeite  kosten»  om  de  onbekenden  x  en  y  te.  vinden* 

26.    2y  gegeom :  mfy*  +  »*jf T  =  a  en  m*y  +  sry*  aci. 

Deelt  men  de  eerste  vergelijking  door  de  tweede»  dan  vindt 
men,  na  met  xy  vermenigvuldigd  te  hebben : 

Het  vierkant  van  de  tweede  vergelijking  vefmeaigvukügt  men 

met  hxy ,  en  dit  bij  (3)  opgebeld ,  geeft :. 

**y*{x*+4ix*y  +  lU*y*-\-  4sr^  +y*)  s  B-^±?^ 


j 
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<en  van  beide  leden  5#*^*  aftrekkende 

Uit  de  tweede  vergelijking  volgt  yerder  **y*(*  +y)*  =  #*  , 
derhalve  -^r  =  ^^  X  ay  —  5*  *y* 

of  a?y  —+  ■  ■    ~S  **y*  +  r»ö. 

56  5 

Uit  de  laatste  vergelijking  kan  xy  en  dus  ook  #  en  y  bere- 
kend worden* 

•**  +  *(#  +  *)  =*= * 

Telt  men  »*  hg  de  beide  leden  van  al  deze  ver^elijkingeiu  <dan 

xiadt  men: 

Beschouwt  men  hierin  nn  #+*  *  ?4~**  f+*  *k  nieuwe  on- 
bekenden ,  dan  kan  men  ze  op  grond  van  een  vorig  Nf*  gemak- 
kelijk oplossen* 

27>     ^'  gegeven  ie  vergelijkingen:  % -\- y -\- b -\- u^ a , 

-f- 16*  +  64«  =  <*. 

Deze  vergelijkingen  werden  zeer  gemakkelijk  opgelost  door 
herhaalde  aftrekking.    Trekt  men  namelijk  de  eerste  van  de 
tweede ,  de  tweede  van  de  derde  enz.,  dan  vindt  men : 
f-\-Zz-\-lvsdh—a ,  y-f-5*^19«=(? — 5,  y+7*+37«=rf — c\ 

Hieruit  kannen  de  onbekenden  gemakkelijk  opgespoord 
worden* 

28.    Zy  gegeven:  s-\-y  -±-g  —  a,  x%  -|-y*  +  **  ss b  en 

Z~    y  ' 
Uit  de  derde  vergelijking  volgt  jy+ys— 2#*ss0  •  •  •  W 
Trekt  men  nn  van  het  vierkant  der  eerste  de  tweede  vergelij- 
king ,  dan  vindt  men : 

.         .  «*— b 

*y  +  *z+yz  =  — -—, 
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a% — b 


al- 


en door  hiervan  (4)  af  te  trekken :   *z  — 
dus  sy-t-ys  3 

ö 

Trekt  men  vorder  het  viervoud  der  laatste  vergelijking  van 
het  vierkant  der  eerste ,  dan  heeft  men : 

,t  +  y*  +**  _  2,y  +  %z  —  *yz '"=  ^=?i, 

Of  *  —  y  +  s  =  ±l/-l*=^l. 

o 

Hierdoor  wordt  y  bekend,  alsmede  x^~*$  daar  verder  **  reeds 

gevonden  is ,  is  de  oplossing  tot  een  vorig  N#.  terug  gebracht* 
28.    Zij  gegeven:    (a-\-c)s  —  (c — a)y  =  2hc9    •    .     .  (1) 

(5-fc)?  — (5— c)ar  =  2a3,     ...  (2) 
(a-j-ó)y  —  (a — ö)s  =  2ac,     .     •     .  (8) 

Vermenigvuldig  (1)  met  (6— c)  en  (2)  met  (<*-\-c)  en  neem  de 
som  dezer  producten ,  dan  is : 
(a-|_cXH-c>  —  (*— clc—a)y  ~  %ab(a+c)+2b*(b—c)  ...  (4) 

Vermenigvuldigt  men  (4)  met  (»+*)  en  (3)  niet  (&—<?)  en 
(o— a) ;  telt  men  deze  producten  bij  elkaar  op  en  deelt  men 
door  2(tfc1  -f- 1*0  +  af£  +  aflc),  dan  vindt  men : 

z  «=*  <&  -f-  b  —  <?. 

Substitueert  men  deze  waarde  van  z  in  de  vergelijkingen 
(2)  en  (3) ,  dan  worden  *  en  y  onmiddellijk  gevonden. 

30.     Zfc'  y*y«*» ;  yJ  — y»  +  2y  +  2*  —*»  =  0  .  .  ■.  (4) 

enyH4— 3*)— y*a;— yH6*— 5^a)—  y(6*»+**)  =  —  **  •  (9) 
Uit  (2)  volgt  na  behoorlijke  ontwikkeling  en  herleiding  : 

i?>(^+y»)+4y*(*,+y1)— 3^(2o?+2y+yï)—  4y(*a+yl)  =  0(3) 

uit  ( 1 )  vindt  men  2*  -j-  2y  -}- y*  =  o?1  +  y*  ; 

uit  (3)  volgt  derhalve  (**  — 4#y  +  ty*)(**  +yl)  =  0, 

of  ar»  —  4ay  +  4y*  ==0     en     xx  -^y1  =  0 ; 

d.i.     *  =  2y,    *=»2y,   *  —  y\/  —  l%    *  =  — y  |/ —  i. 

Deze  waarden  in  (1)  overbrengende,  heeft  men: 

y*  —  5y*  +  6y  =  0,  y»  —  5y'  +  6y  =  0, 

y*  +(2  +  2|/2)y  =  0,  y»  +{2  —  V  2)y=r0  , 

waaruit  twaalf  waarden  voor  y  gevonden   worden ,   waaronder 

vier  gelijke  waarden  0* 
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Aanmerking.  De  bovenstaande  voorbeelden ,  die  nog  met 
een  groot  aantal  zouden  kunnen  vermeerderd  worden ,  zullen 
wel  voldoende  zyn ,  om  den  Lezer  eenigszins  bekend  te  ma- 
ken met  de  kunstgrepen,  waarvan  men  zich  bedient,  om 
soortgelijke  vergelijkingen  op  te  lossen.  Het  is  intusschen 
alleen  door  langdurige  oefening,  dat  in  zoodanige  oplos- 
singen eenige  vaardigheid  verkregen  wordt 

81.  Wanneer  in  eene  vergelijking  de  onbekenden  met  elkander 
kunnen  verwisseld  worden,  zonder  dat  de  vergelijking  daardoor 
verandert,  dan  noemt  men  zoodanige  vergelijking  symmetriek  ten 
opzichte  van  de  onbekenden  ;  zijn  van  twee  of  meer  vergelijkingen 
de  onbekenden  en  bekenden  zoodanig  gegeven,  dat  door  eene 
regelmatige  verandering  der  letters  de  eene  vergelijking  over- 
gaat in  de  andere,  dan  noemt  men  die  vergelijkingen  onderling 
symmetriek.  Zoo  is  de  vergelijking  xk  -f-  *V*  "4"  V *  ==:  °  8vm" 
metriek  ten  opzichte  harer  onbekenden,  want  verandert  men 
*iny  en  yin  x,  dan  vindt  men  dezelfde  vergelijking  in  eene 
andere  rangschikking.  Klaarblijkelijk  zullen  in  zoodanige  ver- 
gelijkingen de  waarden,  die  voor  de  eene  onbekende  voldoen, 
ook  voor  de  andere  voldoen;  men  hebbe  intusschen  te  letten, 
welke  waarden  bij  elkander  behooren.  Zoo  vindt  men  in  N°.  7 

m  en  y  beiden  gelyk  aan  \  b  ±  \  \/ — -- — ;  maar  omdat  x-\-y  —  b 

ob 

gegeven  is,  zal  men  b\j  #  =  |d-f-  \  V^?    moeten  nemen 


Sè 
4a— b% 


9z=\b-\y*!=*lVk  b$  tc}}-}^'  ook 


N«.  12  levert  een  voorbeeld  van  onderling  symmetrieke  ver- 
gelijkingen. 

Verandert  men  daarin  #  in  y ,  y  in  # ,  *  in  • ,  ainc ,  cin  b 
en  b  in  a ,  dan  krijgt  men  dezelfde  vergelijkingen ,  die  men  oor- 
spronkelijk had. 

Wanneer  men  twee  onbekenden  voor  elkander  in  de  plaats  kan 
stellen  en  de  vergelijking  daardoor  dezelfde  absolute  waarde 
blijft  behouden,  maar  van  teeken  verandert,  dan  noemt  men 
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aoodanige  vergelijking  eene  aUerneerêndé ;  N'.  S  levert  ons  daar- 
van een  voorbeeld.    Daar  toch  is  gegeven: 

ar*—  y*x=tf     eti     #— y  =  5; 
schrijft  men  nu  daarin  &  voor  y  en  y  'voor  x ,  dan  gaan  deze  ver- 
gelijkingen over  in 

.#•  — .  y*  =  — <a    en    a?-*-y  =  — A. 


§  13.   Over  de  oplossing  der  vergelijkingen 
van  den  derden  graad. 

1.    Wanneer  gegeven  is  de  vergelijking  van  den  derden  graad 

Ax*  +  Bx*  +  C*-\-D  =  Q, (1) 

dan  vindi  men  na  deeliqg  door  A 

^A     ^A         A 

en  na  vermenigvuldiging  met  de  meetk.  reeks  l ,  A ,  A* ,  Al 

y  +  fyl  +  CAj  +  DA*=0 (2) 

Deze  herleiding  altjjd  mogelijk  zijnde,  bl\jkt  ons  daaruit,  dat 
de  vergelijking  (2)  even  algemeen  is,  als  de  vergelijking  (A\ 
Stelt  men  nu  in  de  vergelijking  (2)  y  =  s  —  f  B,  dan  vindt  men ; 

CAy  =*=  xCA  —  jA#C 

DA»  =  DA1 

Waaruit  door  optelling  volgt: 

y*-f%*  +  CAy  +  DA*=x* +Px  +  Q=*0,     .    •     (3) 
waarin    P=  CA  — ^JS»  en  0  =  ^  fl*  —  j  ABC^-IM. 

Kan  men  dus  de  wortels  opsporen  uit  de  vergelijking  (3),  dan 
zal  men  die  moeten  verminderen  met  \B,  om  de  wortels  te  heb- 
ben der  vergelijking  (2),  en  deze  wederom  door  A  deelen,  om 
de  wortels  te  vinden  der  vergelijking  (4).  —  De  laatste  herlei- 
ding eveneens  altijd  mogelijk  zijnde ,  zullen  wy  in  den  loop 
van  dit  hoofdstuk  veronderstellen ,  dat  de  algemeene  gedaante 
der  vergelijkingen  van  den  derden  graad  is: 

#*  +  P*  +  0  *»  0. 
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2.  Stellen  wij ,  om  d*  wortels  der  vergelijking  #*-\-Px+Qs& 
te  Tinden ,  *  =  y  +  z »  dan  is : 

**=(y  +  s)*=y»  +  My +  *)  +  *» 
of  a?s  —  Zyzx  —  (y*  -|-  3J)  =  0; 

en  dewijl  deze  vergelijking  identiek  is  met  de  opgegerene ,  heeft 
men  de  twee  nieuwe  vergelijkingen : 

8ys  =  —  P  en     y*+jr*  = — Q 

of    yar  =  — |P  en     y« +%**»+*•  =  0* 

4y*s*=— ,VJ>'     en     jr»— f»  =  ± !/(«»+ ^*«); 

waaruit:        y  =  ïF{—  }  Q±V(iö'  +i>f  **)}  . 

Yan  het  dubbele  teeken ,  dat  in  deze  beide  vormen  voorkomt , 
gebruikt  men  er  slechts  een ,  omdat  de  vergelijkingen ,  waaruit 
deze  wortels  gevonden  worden,  symmetriek  zijn  (Verg,  §  12,  31). 

Stelt  men  nu  den  absoluten  derdemachtswortel  uit 

gelijk  aan  p,  den  derdemachtswortel  uit 

gelijk  aan  q  en  de  beide  imaginaire  derdemachtswortels  uit  de 
eenheid  =aenop  dan  kan  men  voor  # =y  -J-  #  schrijven : 

/>  +  ?  P  +  «?  i>  +  «i? 

«P  +  0  «P  +  *L  *P  +  *tq 

zoodat  men  negen  wortels  zou  vinden ,  indien  niet  tevens  vol- 
daan moest  worden  aan  de  omstandigheid 

yz  =  —  *P, 
<L  i.  als  het  product  van  de  beide  deelen  der  wortels  niet  reëel 
moest  zijn. 

Neemt  men  dus: 

voory:  jp,     jp  ,    qp,    «p,    *\P*    «iP» 
voor  9laq%     atqt      q  ,     aq,       q    ,     *%qt 
dan  kan  het  product  yz  niet  reëel  zqn ;  derhalve  voldoen  alleen 
de  wortels : 

P+$>         «?  +  *!?     en     atp  +  §tq 
d.  i.  m.  a.  w.,  men  zal  vinden  : 


§13  —  3.  130 

*1sSr^|-j<H-^a<3*+,Vi")}+i^{-i<2-i/(l«,+iV'>*)] ; 


+  v 


2 

-j—  K— 3 
2 

f       i  n.i..  ~/i  Vit    i     i    m\  ?    v,   '—i — K  — 3 

2 

— I+K-3 


2 


Aanmerking.  De  eerste  reohtstreeksche  oplossing  eener 
derderaachts vergelijking  is  van  Scipio  Eerbeo  1505,  die 
de  vergelijking  #*  +wa?=a  oploste  en  aan  zijnen  leerling 
Eiobe  de  oplossing  mededeelde.  Deze  ging  met  Tartalea 
uit  Brescia  eene  weddingschap  aan ,  wie  van  hen  het  eerst 
dertig  voorstellen ,  die  de  een  den  ander  op  zou  geven ,  op- 
lossen konde.  Tartalea  vond  de  oplossing  der  vergelijking 
x*  -f-  mx  =ss  a  en  ook  die  van  x*  =mx  -{-  a.  Hij  leerde 
deze  oplossing  aan  Hieronymüs  Cardanus  van  Milaan , 
die  hem  de  stiptste  geheimhouding  moest  beloven,  doch  zijn 
woord  schond  en  in  1545  in  het  werk:  Artis  magnae  nve 
de  regtilh  Algebrae  libér  unuè ,  de  oplossing  der  kubische 
vergelijkingen-openbaar  iflaakte:'  Hierover  ontstond  tusschen 
hem  eirTARfAttA ,  f  1587 ,  eenvhevige  strijd ,  die  door  den 
laatste  in  zijne  Quesiti  et  inventioni  diverse  is  medegedeeld, 
Cardanus  erkende ,  dat  hij  de  oplossing  van  Tartalea  ge- 
leerd had ,  doch  verdedigde  zich  met  het  be weeren,  dat  hij 
de  feewerking  het  eerst  bewezen  had.  Hoe  het  zij,  hij  kreeg 
de  eer  der  uitvinding  en  nog  heden  ten  dage  spreekt -men 
van  den  regel  van  Cardanus  in  plaate  van  dien  Tan 
Tartalea.  (KjIjügel  W.  I.  et»  v.  Algebra.)    : 

3.     a)     Tfanneer  wij',  even  als  in  hei  vorige  NV 
en      '  f =  iP>f-.  i  Q  —  v{\  O1  +  ïV  P%)\ 


431  §13—8. 

stellen,  dan  vindt  men  voor  jp  en  q  twee  reeele  waarden ,  zoolang 
I  Qs  +  tV  P*  positief  ia ,  daaruit  volgt  dan ,  dat  *t  =  p  +  q 
een  reeele  wortel  is , 


en 


C*i  =  *P  +  H  )  .  .  ,      .. 

<  .     .         >-  imaginaire  wortels  zijn. 


b)  Is  |  0*  +  fy  P*  =  0 ,  dan  vindt  men  jp=2=— j^  \  Q. 
Alsdan  wordt 

#,=^  +  0  =  2?  =  —  2|HQ 
xt=    —p         =       iHQ 

toodat  de  vergelijking  in  dat  geval  drie  reeele  wortels  heeft,  waar- 
van er  twee  aan  elkander  gelijk  zyn. 

c)  Is  ^  Q*  +  ^V-P'  negatief,  dan  kan  zulks  alleen  plaats 
hebben,  omdat  ^r  P*  negatief  en  >  \  Q}  is,  of  wat  hetzelfde  is , 
indien  men  heeft :  \  P  \s  3  P>  Q ;  welk  teeken  toch  Q  voor  zich 
hebbe ,  \  Q*  ==  (£  Q)*  zal  altoos  positief  zijn.  Indien  ,V  ?* 
negatief  is ,  is  zulks  ook  het  geval  met  P  en  de  oorspronkelijke 
vergelijking  is  dus: 

x*—Fs+Q=a     of    **  —  Pa  —  0=0. 

voor*=vP     worit*»-2fc+Q==iVP-iV^P+Q  Posit« 

voor jy=|v^3P wordt #»-P*+Q  =  JPk3P-4Pk3P-hQ  nogat. 
Toor*=0  wordt  «*-Ar-r-Q=Q  posit 

▼oora    negatief  1 

(a*—P)  positief   >  wordt  **  —  P#  +  Q  negatief. 

**(*'— P)>  P) 

Be  opgegeven  vergelijking  ir*  —  P#+  Q  heeft  dus  één  wortel 
taschen  vP  en  \\S%P ,  één  tusschen  -Jv'SP  en  0  en  een  derden 
negatieven  wortel  tusschen  0  en  a{a* — P)  y  <j),  mits  a  negatief 
*Ü;  in  het  geval  derhalve,  dat  de  wortels p  en  q  eene  imaginaire 
gedaante  aannemen ,  heeft  de  vergelijking  drie  reeele  wortels , 
vaut  voor  de  tweede  vergelijking ,  die  dezelfde  wortels  heeft,  maar 
Bet  tegengestelde  teekeus,  geldt  dezelfde  redeneering.  Dit  geval 
is  bekend  onder  den  naam  van  gcasus  irreductibilis"  =s  onber- 
ijdbaar geval ,  en  zal  in  het  volgend  N°.  behandeld  worden. 
Aanmerking.  Cabdantjs  heeft  zich  zeer  uitvoerig  met 
het  onherleidbaar  geval  bezig  gehouden  in  het  werk ,  ge- 


titeld :  Aliza  regtda;  h*j  is  echter  tot  geene  goede  verklaring 
kunnen*  geraken.  Nog  heeft  hij  opgemerkt,  dat  de  imaginaire 
wortels  steeds  paarsgewijze  voorkomen  en  dat  in  eene  vol- 
ledige derdemachts vergelijking,  die  opO  herleid- is,  het  aan- 
tal positieve  wortels  overeenkomt  met  het  aantal  variatiën. 
(Klügel  I,  pag.  37) 
4.     Om  de  reëele  wortels  der  vergelijking  #»— -i^-f"  O=0 
te  bepalen,  voor  het  geval  dat  \Q*  —  iV-P3  negatiefis,  moet 
men  den  derdemachtswortel  uit  — \  Q±  V{\  fi* — jV*3*)  on*- 
wikkelen  door  middel  van  het  binomium  van  Newton.  (Zie  mijne 
Theor.  der  Algem.  Rekenk.,  II.  pag,  180.)   Om  deze  ontwikke- 
ling te  verrichten ,  stellen  wij  gemakshalve : 
—  4  ö=0  en  omdat  \/[\  fi1  —  iW**)  imaginair  moet  zijn, 
stellen  wij  deze  waarde  voor  door  a^— k. 
Wij  vinden  dan  voor  dë  wortels  der  vergelijking  v*-Pit+Q=0 : 

xz  =  ^(a+aw— h)  X  'i""^8  +  H^^^)  X  "i+j^~3. 

Ontwikkelt  men  nu  den  vorm  {a-\-a\s — ky ,  dan  vinden 
wij,  dat  alle  termen  van  oneven  rang  reëel  zullen  zijn,  terwijl 
alle  termen  van  even  rang  imaginair  blijven ;  ontwikkelt  men 

(a  —  a  y  —  hy  ,  dan  zal  zich  daar  het  zelfde  verschijnsel  voor- 
doen, maar  daarmj  valt  dan  nog  op  te  merken,  dat  alle  termen 
van  oneven  rang  dezelfde  teeken  s,  die  van  even  rang  de  tegen- 
gestelde teekens  zullen  Hebben  van  de  overigens  gelijke  termen 
in  de  eerste  ontwikkeling.  — Vereenigt  men  de  reëele  termen  tot 
4éa  term  en  de  imaginaire  eveneens,  dan  zal  men  dus  kunnen 
stellen :  (Vergel.  ook  §  3 ,  4.) 

{a+«W— *)*  =  «i(l+v— *)V  =  a*  X  {p+qis—l) 

(a—aj^— *)*  =,J(i— is— kf*  =  £  X  {p— $v~ !), 
waarin  p  en  q  geheele  of  gebroken    positieve  getallen    zgn; 

derhalve?     a.1s=(a+«v^-- ky  +  (o*— a\s — ky  ss  ïf&'a. 


ÏS3  §  **  —  4.' 

Verder  is: 

=  \  I  — G°-Hv3)  —  ^— 3-Hf— i  1  *"« ; 

derhalve  #t  =  —  (H-SV*0  ïJ'a  ==  —  ?1  —  $v3  X  tf'  «. 

Eindelijk  : 

derhalve  ar,  =  — (p— jv^3)^a=:  — -J +^-8X  i^«. 
Om  nu  de  waarden  van  p  en  q  te  vinden ,  hebhen  wjj : 

waarin  ^  =  A  +  **  —  **&*'  +  ^r*1  —  rUb*'  +  enz. 
Wft  vinden  derhalve  eindelijk : 

— AVr*'  +  iVAVr*4  —  ••••• }  *"•  x  ^  y. 

In  den  regel  is  het  gemakkelijk  de  coëfficiënten  van- de  maohten 
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van*  in  eene  tiendeelige  breuk  te  veranderen,  ik  laat  die  hier 
dus  volgen: 

J   =  0,11111  11111  ,V  =0,18318  51853 

T*W  =0,04115  22634  #T  =0,09053  4<>795 

^Vr  =  0,02347  20317  TY*r  =0,05700  35055 

siih   =0,01583  43071  AViVr  =0,04046  54514 

Ttt!lt,  =  Of011G9  00193 

5.    Ter  toepassing  zullen  wij  de  wortels  bepalen  uit  de  ver- 
gelijking / 

*»  -f5*1—  2*  —  24  =  0. 

Stellen  wij  om  den  tweeden  term  te  verdrijven  #  =  y  —  1 1 
dan  vinden  wij : 

ö**  =  5y«  —  Y?+*}' 

— 2x  =  —  2y  +  V 

—24  =  —  24. 

Zoodat  de  primitieve  vergelijking  overgaat  in  : 

y*-Yy-SV=0; 

waaruit  na  vermenigvuldiging  met  de  reeks  1 ,  3 ,  9 ,  27  ge- 
vonden wordt: 

#»—  934D  —  308=?0.      ; 

Vergelijken  wij   nu  deze .  vergelijking  met    dp    vergelijking 
#»  —  P*  r|-  Q  =*=  0,  dan  volgt  daaruit ,  dat  men  beeft 

P=93,  Q^308 ,  a=— ifi=*154 en  a,^— k=^Q*-TyP»), 

uit  welke  laatste  vergelijking  na, herleiding  volgt  kz=-f£JLft. 
Brengen  wij  nu  deze  waarden  over  in : 

V-a. \/±. 

''"■■,    -  S 

en  bedienen  wij  ons  daarbij  van  logaritbmen  ,  dan  komt  de  be- 
werking als  volgt :  i 
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*     —  TTTïlF 

log.*    =9,408  5049  —  40  log.j   =9,045  7575—10 

log.  k*  =  8, 81 7  0098  — 10  log.  k   =9,  408  50*9  — 10 

log,  k*  =  8, 225  5!47  —  40  log.  \k  =  0,454  3624—40 
log.  A*  =  7,  634  0196  —  10  Ik  =  0,0284683 

log.  A«  =  7, 042  5245  —  40 

tog<   *Wr  —  8,  370  5507-40 
i°&-T*!tHiF  =  8,067  8152-40  log.    *»     =  8,  225  5147-40 
log.      *«        =  7,042  5245-10  log.  r\\\ k*  =  6,  596  0654-10 
loS*  *f  II lh*'  =  5,4103397-40      TWr**=  0, 00039454 
TfIJJM5  -=0,0000128 

*  +  1*  +  ^,,!+  t?*!W>  =1,0288757 

tog-    iVt  f=8,6I4  3937—10     log.  TJ|fr  =  8,499  5990-40 

log.   k*    =?  8.817  O098—4O         lo§>*\   ==  7,634  0196-10 

log*  ,*&**  »  7,431  4035—10  log.TJ£ «TA*  =  5,833  6186-10 

!*&**  =  0,0027002  log.  *}*{***  =  0,0000681 

ïVt*'  +:iIHi*4  =0,002  7684.     * 

*t  =2f 4,028 8757—0,002 7684 jj^4 54=?: 2,052 2446 $  454 

log.  2,052  2446  =  0,312 1819 
i  log.  154  =0,729  4736 

log.ar4  !  =4,0413555 

xt  *=H0,999    : 

Door  op  dergelijke  wijze  te  handelen,? zal  men  vinden: 

xt  of*,  -  — ^q=  1,5001 

welke  waarden  tot  in  honderdste  deelen?,  nauwkeurig  zijn. 

Neenjt  men  namelijk  *t «11,  *?,=,- y-4,5  en  xs -p_y  44,5, 
dan -vindt  inen^  ==34i,  x\=. —  7  en  x3  =s= —  4^  — 
wetye  gaarden,  voldoen  aan  de  vergelijking  x  *-93*-308«=0;  want 
-Tr(#1+a?,+»l)  =  — (44— 7— 4),  *t*%+xt»9  +*t*t  = 

.  =  — 77r-44+28 93  en  —  (*!«,«,) «--808. 

Peelt  men  deze  wortels  door;  3 ,  dan  vindt  men  y  ; J  en  —  i 

▼oor  de  wortels  van  de  vergelijking 
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terwijl  men  eindelijk»  door  x  =y  — •■§•  te  nemen,  2 ,  —4  en  —3 
vindt ,  als  wortels  van  de  opgegeven  vergelijking : 

#»  +  8a>*  —  %x  —  24  =  0. 
6.  Men  waagt  de  wortels  van  de  vergelijking  x %  -3a>  *  +aH-B=(k 
Stellen  wy  hierin  x  —  y  +  1 ,  dan  gaat  de  opgegeven  verge- 
lijking over  in: 

—  3»*=      —3y*— 6>  —  3 

x  =  y  +  4 

8   -  .  5 

derhalve  **-3a?*+a?-f-8  =y3-%+4=  0,  waarin  J?=c&  en  0=4. 

*  M— 2+ VV3)  +  r  (— 2- Vk3). 
Past  men  hierop  de  leerwijze  toe  om  den  derdemachtswortd 
te  trekken   uit  binomia  met   wortel  vormen ,  don  vindt  men: 
(Vergel.  Theorie  der  Algem.  Rekenk.  II.  pag.  181.) 

yi=-i+*^3  +  (-l-^3)=-2 
en  dewijl  x=y  +  1 ,  is  #=  —  4  een  wortel  van  de  vergelij- 
king 9*  —  3x%  +  *  +  S ==  ö»  Het  eerste  lid  dezer  vergelijking 
is  dus  deelbaar  door  a?  +  1 ,  waardoor  men  vindt,  volgens  de 
methode  van  Hobnee  (Th.  der  Alg.  Rek.  I.  pag.  99.) : 

—  4        —44-4  —  8 
1   _4  4-8 

Deze  vierkantsvergelyking  oplossende  vindt  men : 

Be  drie  wortels  der  opgegeven  vergelijking  zijn  derhalve  : 

mx 1        #,=2  +  1^  —  1        #t=*2  — k  — 4. 

Aanmerking.  I.  De  beide  bovenstaande  voorbeelden 
zullen  wel  voldoende  zija  om  aan  te  toonend  ho#  men 
door  middel  van  de  formule  van  Tartalba  eene  derde- 
machtsvergelijking  op  moet  lossen.  Men  aiet  daaruit 
tevens ,  dat  men ,  zoodra  men  een  meetbaren  wortel  gevo» 
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den  beeft,  de  beide  andere  wortels  kan  vinden  door  middel 
van  de  oplossing  eener  vferkatftsvergelijking, 

2.  Leibnitz  schijnt  de  eerste  geweest  te  zijn ,  die  erop 
gewezen  heeft,  dat  in  het  onherleidbare  geval,  wortels  ge- 
vonden kunnen  worden  door  middel  van  leeksen ;  Nicole 
heeft  het  eerst  zoodanige  reeksen  uitgewerkt,  doch  zqne 
verhandeling  is  tamelijk  onbegrijpelijk.  Kastneb  heeft  in 
zijne  Analym  uitvoerig  aangetoond ,  dat  de  regel  yan 
Tartalea  drie  reëele  wortel»  kan  opleveren*  Zonder  eenig 
verder  resultaat  hebben  zich  na  hem  nog  verscheidene  schii- 
vers  met  deze  formules  bezig  gehouden ,  'o.  a.  MazÈres  , 
Nicolat,  Cantekzani  e.  a.  (Vergeh  Klügel*  I.  pag.  893). 
7.     Eene   andere    oplossfng   der    derdemachtsvergelijkingeu 

wordt  verkregen  door  middel  der  goniometrie.  *)  Volgens  eene 

bekende  formule  toch  k: 

st»(«-h^-f-c)=ï=sin  j(fl-M)-f-'c>  — 

mn  (a  -f-  b)  cos  c  +  tin  e  cos(«  -(-  b)  =s 

wrtn  a  cos  b  cos  « 

-\-  sin  b  cos  a  cos  c  —  sin  a  sin  b  sin  0. 
-f-  sin  c  cos  a  cos  b. 
Stelt  meti  daarin  nua  =  fl  =  c  =  9>en  cos1  <p  —  1  —  sin1  9 , 
dan  vindt  men : 

«in  3  9«  3  sinycos.4  9  — sin*  9  **  3 sin 9 — 3 sin*  9 — sin*  9 
of  na  behoodjjke  rangschikking  en  na  deeling  door  4: 

>sin*)p  —  f  timp -f*  i8™  89  =  0. 

Neemt  men  nu  de  vergelijking  #•  —  Px  +  $  =  0 ,  waarin  P 
positief  is  en  bovendien  \  Q*  <  ^r  P* ,  dan  zal  deze  vergelij- 
king in  het  onherleidbare  geval  verkeeren  en  drie  reëele  wortels 
opleveren.  Om  deze  op  te  sporen  ,  deelen  wij  de  opgegeven  ver- 
gelijking door  de  reeks  1 ,  p ,  p* ,  p*  t 


iMX  1 


*)  Om  het  verband  zijn  de  goniometrische  en  geometrische  oplossing 
der  derdemachtsvergelijkingeu  in  deze  §  opgenomen.  Zij ,  die  intnsschen 
aan  de  goniometrie  en  aan  de  hoogere  meetkunde  niets  gedaan  hebben , 
kouten  van  N*°.  7  tot  aan  het  einde  der  §  overslaan ,  zotfder  dat  zulks 
aan  het  verband  der  zaak  eenig  nadeel  zal  doen. 
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P  O 

vinden  daardoor      yl y  -|-  -2L  =  0  , 

jp»  p* 

waarin  wij  p  nu  zoodanig  willen  bepalen ,  dat 

p  Q 

._  =  A  en  -i  =  4  sin  3  9  wordt, 
p*       *       p* 

dan  zal  y  gelijk  zijn  aan  sin  9.    Hiertoe  hebbe  men  te  voldoen ' 
aan  de  vergelijkingen 


3p*=4P 


of 

9  =  $boogsin  — 2- , 

welke  vorm  altijd  een  bestaanbare  waarde  voor  9  op  zal  leveren , 

omdat  {  QiigJrp* ,  dus  SQ<2Iy£tn  bijgevolg  sin  3? <4. 

o 

Om  nu  de  beide  andere  wortels  te  vinden,  merke  men  op, 

dat  sin  (n  —  89)  en  —  sin  (n  -f-  3<p)  voor  sin  3q>  geschreven 

kunnen  worden  in  de  vergelijking  sin  89  =  -J ,  waardoor  men 

behalve   sin    9    nog    vindt   de   wortels    sin  (60°  —  9)   en 
—  sin.  (60°  +  9); 

derhalve  is  va?,  s=3joy1  *=      %/\P  X  sin  9 , 

»,  =       2|/|P  X  sin  (60°— 9)  9 

»,  =  —  2^PXsin(60*-H>). 

Aanmerking.  1.  //Men  kan  zich  gemakkelijk  overtui- 
gen ,  dat  er  niet  meer  dan  drie  verschillende  wortels  zijn, 
die  aan  de  vergelijking  voldoen ,  indien  men  in  het  oog 
houdt,  dat  niet  de  boog  3<p  in  graden  gegeven  is,  maar 
wel  een  gebroken  4Q:p* ,  dat  als  de  sinus  van  zekeren 
boog  B(p  voorkomt.  Tot  dezen  sinus  behooren  een  oneindig 
aantal  bogen,  welke  in  twee  reeksen  vervat  zijn,  namelijk: 

89,  27r-f-3<p,  4rt+39,  6*-H>9, 2nn-\-3<p 

n—  89,  3*— 39,  5*i— 39,  7^—39 (2*4-1)*— 39." 

(Jacob  de  Geldee  ,  Beg.  der  Stelkunst ,  pag.  366.) 
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Nu  vinden  mj ,  de  derde  gedeelten  dezer  bogen  nemende : 
»in  (S)  =  gin  9 

"n  (""TT^)     =  ^  (4*  _  ») ""  «n  f60*  —  ») 

"*  py^)  =  si«»  (ï*  -f  »)  =  sin  (120«  +  f) 
sin  (3"^3»\  _  sin  (rt  __  y)  =  8in  (180,  __  ^j 

dn  /*ü+3?^  =  Sin  (i|„  +  9)  =  gin  (240»  +  «>) 

«"*  (  *7   ' )  :T=8ii»(l|«--9))  =  8in(300«— ») 
dn  (ËÜL+L3^  =  gin  (2«  -)-  *>)  -  8in  o> 


sin  (7*~  3»)  =  sin  (2|*  —  q>)  =  sin  (60*  —  o>) 
«in  (&L+J*?)  «  8in  (2 1 n  +  9) .«  sin  (120*  +  9) 
sin  (^=^?)  =  sin  (3*  —  9)  =  sin  (180*  —  9) 
sin  (i0*+3?)=  sin  (3  j*  +  9)  =  sin  (240*  +  9) 

8in^i^^)=8in(^  — 9)  =  sin(300«~9) 

enz. 

Merkt  men  nu  op ,  dat  deze  reeks  zoo  voortgaande  ze» 
aan  zes  de  zelfde  uitkomsten  levert;  dat  verder  420°  +  9 
en  60*  —  9,  2i0°  +  9  en  300°  —  9,  9  en  480°  —  9 
elkaaW  supplementen  zijn  en  dus  dezelfde  sinussen  heb- 
ben, dan  blijkt  ons  ten  duidelijkste,  dat  de  vergelijking 

sin.*  9  —  -| sin.  9  -(■-  i  ****•  39  =  0 
slechts  drie  wortels  kan  hebben,  namelijk  sin.  9,  sin.(60°— 9) 
en  sin.  (240° +9); 
ot  omdat  ook  sin  (240°+9)= — sin(60+9),  de  drie  wortels: 

sin.  9,«  8ifl,.(60°— 9)  en  -—sin.  (60 -f- 9). 
2.    De  emte,\sporen  van  eene  oplossing  door  goniome- 
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4rie  vindt  men  bij  Vièta  (1540—1603)*  toto*  heeft  Girasd 
in  zijn  werkje  nInvention  nouvelle  en  VAlgèbre  1929  ,  eene 
goniometrische  oplossing  aangegeven  voor  kubische  verge- 
lijkingen, waarvan  twee  wortels  imaginair  zijn.  Lobatto 
heeft  bovendien  een  middel  aangewezen  om  bijzondere  derde- 
machtsvergelijkingen  te  herleiden  tot  volkomen  derdemach- 
ten.  (Vergel.  zijne  Rechtlijnige  en  Spherische  Trigonometrie } 
Se  dr.,  pag.  41.) 

8*     Laat  ter  toepassing  gevraagd  worden  de  wortels  van  de 
vergelding 

x*  —  49*  + 30  =  0. 

In  detefc  vergeSjlting  is  9=80 ,  P=l  9 ,  p— $  boog  sin — 5j!_. 

Bedienen  wij  ons  van  logarithmen ,  dan  komt  de  bewerking 
als  volgt  t 

log.  3$=  =4,954242» 

tog.  P  =4,2787886 
log.  3  =0,477  4243 

log.    4  0,804  6323 

d  2y _ 

b>g.yj  0,4008464 

log.  P  —  4,278  7536 
log.  2  —  0,304  0300 


Jog.  iPyt  --  *  =  4,980  5997 


log.  boog  sin.  -Ü--     =  9,973  6428—40 

boog  sin.     3gp  70°  1 4'  23" 

fp  =      23*  24'  47"6 

60°  —  g»     -_       36o  35  12/*4 

—  (60*  -f  <p)  =  —83°  24'47«6. 
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J  1»—». 
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O 
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J 
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Z\j  nu  verder  — 7^ —  =  sin.  9 ,  't  geen  wegens  de  relatie  (a) 

altijd  mogelijk  is,  dan  is 5^-—  =  2  cosec.  9)==  tang  £-4 ? — 

(*/f)  2     tangf  • 

Zq  verder  y  =  — .  £  /jsH — \ ,   dan  verandert  y*  --» |y    in 
—  4  f  **  H — f  1  en  de  vergelijking  (A')  gaat  over  in : 
ia-H-  =* — ^e-  =  tangi«H —  • 

uit  welke  vergelijking  onmiddellijk  volgt   **=tangip,   en 
fi=^  tang  è  xp 

^=^tangi9X=i^=? 


^=^tangiyX      J     ^    3. 

van  welke  drie  wortels  altijd  een  reëel  en  twee  imaginair  zyn. 

10*  -v.Iiaat ,  om  cjeze  formule  toe  te  passen ,  gevraagd  worden 

naar  den  reëelen  wortel  van:  de  vergelijking  x* — 9a?4*28  =  0. 

K)' 

Hierin  is  P=  9,       «=28,,       m.-»^      *'    , 

log.^  =0,477 12125  log.I,=    0,2385615 

log.  K^  =4238  5606  i  =,.  1,73309 


3 


2 


log.2  =0>30l  0300  *=    0,577349 


log.  Vs  =0,539  5906                1-4-*  =    2,309399 
log^D*- 1,618  7719    y==-l(*+J)= 1.1546W 
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log.  43=2,049  2180  log.y  =    0,062469i(— ) 

log^sin.9=9,569  5539—10  log.  2  \/  f  =    0,5395906 

3 


9=21»  47'  12"  log.*t  =    0,6020597(— ) 
log.  tang  \  9=9,28431 56—10  xt  =—3,99999. 

log.  z  =9,761  4385-10  xt  =—4 

z  =0,577  349. 

U.    Laat  eindelijk  gevraagd  worden ,  de  wortels  op  te  spo- 
ren van  de  vergelijking  **4-P*-|-§  =  0,  waarin  P  positief  is. 
Wederom  voor  de  reeks  1 ,  p9  jp*  ,  p*  deelende  en  p  geljjk 

P 

stellende  aan  2j/- ,  vindt  men : 

ö 

Stelt  men  nu  y  =  \(z )  en 2_  =  Cot.  9,  dan  gaat 

K) 

de  vergelijking  (o)  over  in 

(2K0 

=  tang  i  9  —  • ?—  >  waaraan  voldaan  zal  worden  door : 

tang.  $  9 

*t  =  ^tangip,     ^,=^tangi9X         ~^"~^  , 
v=.^tang.  i  *  X  ^^ 

SS 

'De  toepassing  op  eene  getallenvergelyking  verblyve  aan  den 
Lezer. 

12*  Zij  ^Jde  as  eener  parabool  en  M'  het  middelpunt  eens 
cirkelomtreks,  welke  laatste  door  den  top  der  parabool  gaat  en 
haar  bovendien  nog  snijdt  in  een  ander  punt  P.  Zij  voorts  de 
parameter  4er  parabool  =jt> ,  ^if=«en  PJf=y,  dan  is 

y*  =/wr  en  *  =  y- ,     .     .     (a) 


H*-*2. 
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\i)A&^4,<BM'  =~  b  en  AM'  =  *,  ne*qen  wij  A  als  oor- 
sprong der  coördinaten  aan  en  de  as  der  x  langs  AX ,  dan  is 


Jf 'C  =  fl  4"  y  en  PO  =  a  —  * ,  derhalve  is  de  vergelrjking  van 
den  cirkelomtrek  (a  —  *)*  +  (b  +  y)%  =  r* ,  waaruit ,  omdat 
a*-4"£1=r* ,  gevonden  wontt:- 

**  +y*  —  &0*  +  %  =  O    .    .,   .    ♦    .    .    (/?) 
Substitueert  men  hierin  de  waarde  vang,  die  wij  in  («)  von- 
den, dan  komt  er  na  behoorlijke  herleiding  en  deelittg  door  y 

*•  —  (2*—  p)py  +  2bp*  =  Q (y) 

Zij  nu  eenei  gegevene  kubische  vergelijking 

y8  —  *^  +  ^=0 (*) 

waarin  wegens  de  factoren  p  en  p*  P  en  Q  lijnen  voorstellen* 
stellen  wij  echter  hierin  p=  l,  dan  zijn  f  en  Q  getallen- 
coëfficiënten.  —  Dat  men  verder  den  parameter  willekeurig  aan 
kan  nemen,  blijkt  daaruit,  dat  door  de  coëfficiënten  slechts  twee 
vergelijkingen  gegeven  worden,  om  de  grootheden «,  b  en p  te 
bepalen.  Voor  het  overige  is  de  parameter ,  als  eenheid  aange- 
nomen, geheel  willekeurig.  Uit  de  vergelijkingen  (y)  en  (9) 
volgt  onmiddellijk:  a  =  £  (P  -|- p)  en  b  =  £  Q,  hetgeen  aanlei- 
ding geeft'  tot  dè  Volgende  handelwijze : 
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Men  beschrijve  met  p  als  parameter  eene  parabool ,  waarvan 
*AX  de  as  is ,  neme  daarna  AB=a~  J  (P  -\-p)  en  BM'  =  b  =  ±Q 
normaal  tot  AB;  beschrijve  uit  M'  met  M'A  als  straal  den  cir- 
fcelomtrek  P  Pt  P%.  Snijdt  deze  de  parabool  in  de  drie  punten 
/*,  PA ,  Pj,  dan  zijn  de  ordinaten  PJf,  P1Jf1  en  PtMt  de 
drie  wortels  der  gegeven  vergelijking ;  de  wortels  PMenP1M1 
zijn  positief  en  P%Mt  s^fc  den  negatieven  wortel  voor.  Want 
haddemen  in  de  berekening  Ps  in  plaats  van  P  genomen ,  dan 
zou  men  de  vergelijking 

y*  —  (2a—  p)y  —  2bp*  =  U 
gevonden  hebben,  wier  wortels  absoluut  genomen  dezelfde  zijn , 
als  van  de  vergelijking  (y),  doch  het  tegengestelde  teeken  hebben. 

Heeft  de  vergelijking  twee  gelijke  wortels ,  dan  raakt  de  cir- 
kelomtrek  de  parabool;  snijdt  de  omtrek  de  parabool  behalve 
in  A  slechts  in  één  punt ,  dan  heeft  de  vergelijking  slechts  één 
reëelen  en  twee  imaginaire  wortels. 

Heeft  P  het  teeken  +  en  is  Q  negatief,  dan  wordt  b  ook 
negatief  en  men  neemt  in  dat  geval  BM'  aan  de  andere  zijde  der 
as;  is  a  negatief,  dan  neemt  men  AB  in  de  tegengestelde  rich- 
ting, die  zij  in  de  figuur  heeft. 

Aanmerkingen,  1.  Wil  men  zich  ten  slotte  overtuigen, 
dat  PM,  P1Mi ,  P%M%  werkelijk  de  wortels  zijn  van  de 
vergelijking  y*  —  Ppy  +  Qp%  —  0,  dan  hebbe  men  slechts 
de  volgende  bewerking  te  verrichten: 

CM '=CB+BM '=y+lQ ;  PC=AB—AM=a—x=i(P+p)—x; 

M'f*^CM'*+PC*=y*+yQ^Q*+i(P+p)*^(P+p)+x*; 

Maar  M 'P*^*-\4*=\(P-\-p)*+\Q*  en  x  =  ï!  , 
derhalve  : 

of  na  behoorlijke  herleiding  en  deeling  door  y : 

y8  —  Ppy  +  Qp*=0, ir) 

waaruit  blijkt,  daty,  d.i.  PM  een  wortel  der  opgegeven 
vergelijking  is ;  op  gelijke  wijze  kan  zulks  ook  aangetoond 
worden  voor  PxMt  en  P%Mt. 

Indien  men  in  aanmerking  neemt,  dat  de  vergelijkingen 
(y)en(y,)  verkregen  zijn  na  deeling  door  y ,  dan  ziet  men 

Th.  der  Alg.  7 
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aanstonds,  dat  men  eigenlijk  cene  vierdereaoht&vergel^king 
heeft  opgelost»  waatvan  eene  dter  wortel»  gelijk  aan  0  is»  j 

2.  De  bovenstaande  constructie  is  grootendeeis  ontleend 
aan :  nde  oonsêruotione  problemattm  eolidaruin ,  sive  aequa- 
thnum  iertiae  vel  quttrtae  poteséatU  t  unica  data  parabolu  a& 
circnfc  vffióienda ;  di&crtatiuncmla.  Autk*  Edm»  Hallbv. 
Deze  verhandeling  komt  voor  in  Castillione's  uitgave  van 
Newton's  Aritk.  univ.  IL  adftit.  pag,  35*  —  Men  vergelijke 
nog  Wolf  ,  Mem.  math.t  Klügel  W.  L  14a.  en  vooral 
Descabtes,  Geometrie  3de  hoek  pag*  395,  (Vertaling  van 
Glazemakeb),  waar  hij  in  XXV  eene  algemeene  wijze  geeft 
om  alle  de  lighamelyke  werh*tuhken+  die  tot  eene  veryely&ing 
van  drie  of  t>ier  afmeetingen  gebracht  Myti,f  te  èe/cerèex. 


14.   RecHtstreeksche  oplossing  der  vierde- 
machtsvergelijkiiigen. 

1.  Zij  gegeven  de  vergelijking  Van  den  vierden  graad: 

Ax*  +£x*  +  (&*  4-D*  +  JB=^0;  .  .  .  (a) 
deelen  wij  dan  alle  termen  door  A  en  vermenigvuldigen  wij  de 
alsdan  te  vinden  vergelijking  met  de  reeks  1 ,.  A,  A1,  A%>  st*9 
dan  vinden  wij 

yk  _|_  Byt  +  tAy*  +  DA*y  +  BA*  =  0 ,     .     .     («') 

Stellen  wij  nu  hierin  y  =r  z  —  \  B ,  dan  komt  er : 
y*  =  z*  —  Bz*  + 1  B*z*  —  ft  B*z  -f-  f\t  jB* 

By*  =      -H  B**  —  i  #*z*  +  iC8**  —  r\  *k 
CAy%=  +    CAz*  —ÏBCAz+  ft  B*OA 

DAhj  =  4-  DA*z  —  \BDA* 

EA*  =,  +BA*; 

zoodat  de  vergelijking  (o)  eindelijk  overgaat  in  de  vergelijking 

*%  +  Ps%  4-  (2*  -f  22  =  0 (ft 

Zoodanige  herleiding  altijd  mogelijk  zijnde,  kan  men  de  ver* 
gclijking  (/?)  aanmerken  even  algemeen  te  fijn,  als  de  ver- 
gelijking (a). 

2.  Kr  bestaan  verscheidene  leerwijzen ,  om  de  wortels  eener 
vierdemachtsvergelrjking  te  bepalen ;  wij  willen  er  daarvan  ach- 
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tcreenrvoigene  een  viertal  behandelen.    Laat  bijv.  gevraagd  wor- 
de» naar  de  wortels  der  vergelijking 

waarin  P,  Qen  i2  positief  of  negatief  kunnen  zijn  ,  dan  kunnen 
wij  daarvoor  ook  schrijven  : 

**  =  —  (P**  +  Q*  +  R) 
waarvoor  wij  gemakshalve  zullen  schrijven : 

**  —  px1  -\-  qx  -\-  r. 
Men  zoeke  nu  een  getal  y  zoodanig,  dat  S^y-f-y*,  opge- 
teld hty  px*  -\-  qx  -f"  r  een  volkomen  vierkant  zrjrvan  een  bino- 
oaiom  Ax-\-B,  dun  heeft  men: 

0?  4-  ty)*1  +  F  +  (>'  +  y%\=*J%*%  +  2,40*  +  ƒ?* 
of  d%  ^p  -f  2y ...  (A)  %JB  =.  ^  ...(B)  en  ^l  =  r  +  y» ...  (C). 

Dewyl  nu  viermaal  het  product  der  eerste  en  derde  vergelijkin- 
gen gelijk  Is  aan  het  vierkant  der  tweede  vergelijking.,  heeft  men  : 

4(j>+ty)(r+y>)  =  q* 
of  na  ontwikkeling : 

fy'  +  ±Pyx  +  &ry  +  (*Pr  —  9*)  —  °  5 
waarvoor  men  ook  kan  schrijven : 

y* +1^4-^4-^=^  =  0, 
wik»  vergelijking  voory:=* —  ±f>  overgaat  in 

Stelt  men  hierin  nu  K^zfcp* — r  en  Zsst  ^,|>* -h-^JIW^-t?* , 
du  g»at  z^  eindelijk  over  in 

*»  —  JE* -f  £  =s  0 , 
«MtaUmen  vindt  (§13,  2): 

7* 


'i 


— 4— |/— 3 
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Zoodra  deze  waarden  van  z  bekend  zijn ,  is  ook  y  bekend  en 
kan  men  de  waarden  van  A  en  B  bepalen ;  verder  heeft  men  dan 

»*+2*V+y*=b  4-  Sri»1  +  *»  +  (r+y*)M±A*±BY . 

of  x*  -f"  V  —  db  Ax  ±  B 

waaruit  de  waarden  van  *  bepaald  kunnen  worden» 

Dewijl  men  voor  y  drie  verschillende  waarden  vindt,  zullen 
A%  en  B%  ook  drie  verschillende  waarden  bekomen;  A  en  B 
hebben  dus  drie  paar  waarden ,  waarvan  elk  paar  absoluut  gelijk 
is ,  maar  tegengestelde  teekens  heeft ,  blijkens  de  vergelijkingen 
(A)  en  (C).  Verder  volgt  nog  uit  (B),  dat  A  en  B  gelyke  of 
ongelijke  teekens  hebben,  naar  gelang  q  het  teeken  -f-  of  — 
voor  zich  heeft.  Door  de  drie  waarden  van  y,  waaruit  zes  waar- 
den voor  A  en  B  volgen ,  ontstaan  er  derhalve  zes  vierkants- 
vergelijkingen  in  x ,  die  elk  twee  wortels  der  vierdemachtsver- 
gelijking  bevatten.  Hierin  nu  ligt  niets  ongerijmds,  want  zijn 
at9  a%i  alt  ak  de  wortels  eener  biquadratische  vergelijking, 
dan  kan  men  daaruit  samenstellen  de  volgende  vierkantsverge- 
1  ij  kin  gen  : 

(x—at\x — a,)=0,  (a?— «iX*— a8)=0,  (*— at\x — i%)=0. 

Twee  dezer  vergelijkingen,  namelijk  de  derdeen  de  vierde  of 
de  eersteen  de  zesde,  of  de  tweede  en  de  vijfde,  zijn  voldoende 
om  de  wortels  der  vierdemachtsvergelijking  te  vinden. 

Zijn  twee  wortels  imaginair ,  dan  hebben  A  en  B  slechts  eene 
reëele  waarde ,  al  had  y  ook  drie  reëele  waarden  ;  in  dat  geval 
bevat  ééne  vierkantsvergelijking  de  twee  imaginaire ,  eene  andere 
de  twee  reëele  wortels. 

Aanmerking.    De  hier  voorgedragene  leerwijze  is  van 
Ludqvtco  Ferrari  uit  Bologna ,  die  z,ich  op  aanspori] 
van  Cardanus  met  het  zoeken  naar  de  wortels  eener  biqm 
dratische  vergelijking  heeft  bezig  gehouden.    De  oplossii 
komt  het  eerst  voor   in  de  Ars  magna   van  Cabda.ni 
later  vindt  men  ze  ook  in  de  algebra  van  Bombelli  167* 
waarom  eenigen ,  zooals  Wallis  en  Euler  ,  de  oplossii 
aan  dezen  laatsten  schrijver  hebben  toegeschreven.  (Bali 
Elem.;  vê  Gelder,  Stelk.;  Klügel,  W.  L  pag   38). 
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8»   Laat  ter  toepassing  gevraagd  worden ,  de  wortels  op  te 
«poren  van  de  vergelijking 

**  —  15**  —  10*  +  24  =  0. 

Schrift  men  hiervoor        **  =  15**  +  10s —  24  , 
telt  men  2**y-f*y  *  bij  beide  leden  der  vergelijking  op ,  dan  is 
**+**Vfy*  =  (15  +  ty)x*  +  10*  +  (y*— 24)=(^-f  B)* 
dos  A*  =  15  +  2p ,         2^£  =  10  ,  £*  =y>  —  24. 

Hieruit  volgt        4(  1 5  +  2y)(y*  —  24)  =  100  , 
tf  na  herleiding    fy*  +  60y*  —  192y  —  1540  =  0 

y'  +  W  —  24y  —  »|«  ==r  o 

j=i*;  s*  +  1Bjpl~  96*  —1540  =  0 

*=**'—  5;  *'*  —  171*'  —  810  =  6. 

Boor  op  deze  laatste  vergelijking  de  regels  der  vorige  §  toe 
te  passen ,  vindt  men  : 

»'1=H5,  •',=  —  6,  *',=-  9. 

of  zt    =10,  z%  = — 11,  z%    = — 14. 

of  yt    =  5,,y,  =—  V»y*    =—7. 

^=2y  +  15     =       25,  4,  1. 

#=y«—  24     =         1,  Vi  25- 

Verder  hebben  ^  en  B  hetzelfde  teeken ,  omdat  2JB  =  + 10 
i*,  derhalve  vindt  men  voor  de  yierkantsvergelyking : 

**  —  dx  —  S  +  y  =  0. 

Voor^zrjti^f*4— S*+4=0,  waaruit  *t=    4en*t=    1 
£=±1  l**+&»-f-(>=:0 ,  waaruit  *s=— 2  en  *4=— 3 

Voor^zrjt^** — 2*— 8=0,  waaruit  «4=4     en  *$=— 2 
ifc=±§(**+2*--3=0,  waaruit  *j=l      en*è=— 3 

Voor  ^=±11** — * — 12=0,  waaruit  *t=4 
Voor  £=±5  (.**+*—  2=0,   waaruit  *,=1 

Evenzoo  handelende  ,  zal  men  uit  de  vierdemachtsvergelijking 
**— 16* — 12=0,  afleiden  de  derdemachtsvergelijking 
f* +12^—32  =  O,   ^=±2,J?  =  ±4,  *'  — 2*— 2  =  0, 
•*  +  2*  +  6  =  0 ,        *£  «1  +  1/3,       *,  =  4  — 1/3, 
^=,-1+^-5,      *%=-l -*/-». 

;   4.    Veronderstellen  wij ,  dat  de  vergelijking  van  den  vierden 
graad  herleid  is  tot  de  gedaante 

**  +  P**  4-  Qx  +  E  =  0  , 
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I 

eu  fttellwi  <wjj  d*n ,  d«t  rhet  voor*!*  lid  ,o«it«taan  ia  uit  4e  vegae- 

nigvuldiging  van 

(#*  +  ƒ>#  +  q)  ea  (s*  — /ra  +  rJ»  dan  vinden  wij: 

jr*  4-^* -f  ^ +»»««;    .     .     .    .    (H) 
«leihalve  f  +  r  — jr*    ^  JP,  (r  -*^)jp  =^  Q%  yr  =  ft; 

dus  r4-y=^-H^1,   r-y  =  ."  ,     .     .     .     .     (a) 

en  omdat  (r  +  £)*  ~  (*•—•■ q)%  -f-  *£>% 

(^P+p*)«— ^^4^  =  0 

of  na  ontwikkeling : 

f*  +  2Pp*  +  (P*  -  4R)p*  —  Q«  «  0.      .    .     (A). 
Stelt  men  hierin  y  =p*  ,  dan  gaat  de  vergelijking  over  in 

y*  +  8flff+(^—  «)y~Q*  =  0,   .    •     .    (Af) 
zijnde  eqne  derdemachis  vergelijking ,    waaruit  y   berekend  kan 

worden* 

Zoodra  y  bekend  is ,  vindt  men  door  middel  der  vergelijkingen/») 

r -f-  q  =  #P>*r- y  en  r  —  #  =  — *l— 

±.Vy 

derhalve 

Hierdoor  zijn  de  coëfficiënten  der  gestilde  twefedemaehtafoe- 
teren  tbejoend  ca  -kunnen  due  de  waareen  wan  *  bepaftid  ir  orden. 

Omlrent  de  vejcgelijking,  (At)  yalt  nog  het  vojgemje  op  te 
n^erkejx: 

d)  [ndien  alle  wortels  reëel  zijn,  dan  is  wegens  den  be- 
kenden *term  —  Q*  zeker  éc*n  wortel:  positief ;  is  P  negatief , 
en  P*  2>  4R,  dan  zijn  de  drie  wortels  positief.  In  deze  beide 
gevatte»  vindt  «en  reëele  waarde*  voor  p dus  ook  voorden  r. 

b)  Heeft  de  vergelijking {  H)  vier  reëéle  wortels  aiya%t*a^aki 
dan  kan  men  daaruit  aes  vierkanüsvergelijkingen-  samenstellen, 
dfe  «Ik  twéé  «tortels  belatten*  en  de  gedaante  hebben  va» 
**  rt  P®  -f-  q  =  t)  e»  etk  twee  der  wortels  belatten  ;  waaruj! 
ém  verder  velgt  ,  da£  f.  ééne  der  waarden  kan  hebben : 

waardoor  voor  j?  een  e  zesdemaelits  vergelijking  gevonden  wordt» 
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•iatasschcn  oetbwekt  in  4e  vergelijking  (H)  de  tweede  term , 
4éiiiaWo  »at  +*,  +a%  -f»**  =  ° »  waaruit  volgt ,  dat/?  slechte 
dri*  absoluut  verschillende  wortels -hééft,  zoodat  y=j>1  door 
~wm*  derdemaehtsvergelijking  bepaald  is. 

e)  Heeft  de  vergelijking  (H)  twee  reëele  en  twee  imaginaire 
wortels,  dan  kan  men  die  vooralellen  door  a1  tait  ax^bV—\  , 
«t— hy/^-A.  Hierdoor  vindt  men  voor  p  slechts  twee  reëele 
waarden,   namelijk  at  -f-  a%  en  2as,    die  bovendien,  omdat 

*i  +*i  +  *s—tyS~*4  +at—  hV  —  i  =»0,  gelijk  rijn, 
maar  het  tegengestelde  teeken  hebben  ;  y  =  p*  heeft  dus  slechts 
eene  reëele  waarde,  d.  ia  de  vergelijking  (A,) heeft  slechts  één 
reëelen  wortel. 

d)  Heeft  de  vergelijking  (H)  vier  imaginaire  wortels ,  die  men 
▼oor  kan  stellen  door  a  ±  b\/  1  en  e  ±  d\/  —  i  ,  dan  heeft  ,p 
de  volgende  waarden: 

«  +  c  +  (^  —  é)i^  —  I  ,     «  +  «  —  (ó  +  tf)^  —  *  >  2c 
Houdt  men  hierbij  in  het  oog,  dat 

{a+bV—\ )  -f  (a— l\s— i )  +  (c+dis-— i  )<+-  {c—d\/—\  )=  0 , 

dan  vindt  men  2a  =— 2c  of  a —=—<?,  zoodat  de  bovenstaande 

waarden  voor  p  overgaan  in 

%a%  (6-M)|/-l ,  (b-J)lS-i  ,  (^|/-4  ,  -{b+d)l/-\ ,  -2a; 

da  vergelijking  (A.t)  heeft  dus  drie  reëele  wortels 

4*,— (*  +  *)»,  -(o-rf)1. 

maar  jp  zelf,  heeft  slechts  twee  reëele  waarden  2a  en  —2a,  die 

absoluut  gelijk  zijn,  maar  tegengestelde  teekens  hebben. 

Aanmerking.  De  in  dit  N°.  verklaarde  methode  is  van 
Descartbs  en  komt  voor  in  het  derde  boek  zijner  Meet- 
kunde \  XXEE ,  onder  den  titel  van  De  herleiding  der  ver- 
gelijkingen ,  die  vier  afmeetingen  hebben ,  ah  het  werkstuk 
plat  i»  f  en  welken  degenen  gijn ,  die  men  Hghamelyk  noemt. 
(Zie  Glazemaker's  vertaling  van  de  Principia  phÜoeophiae , 
IL  pag.  300»  Na  de  vierdemachtsvergelijking  herleid  te 
hebben  tot  de  algemeene  gedaante  **  ~\-p*%  +  qx -f-  r  =  0 , 
veronderstelt  hrj ,  dat  zij  ontbonden  kan  worden  in 

(#»-y#  +  iy*  X  if  X  i)(**  +,*  +  }?'  X  4?X  ^), 
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't  geen  met  onze  herleiding  volkomen  overeenstemt.  Ver- 
volgens wordt  het  nut  dezer  oplossing  door  een  meetkundig 
voorbeeld  opgehelderd. 

5.    Ter  toepassing  van  deze  methode  nemen  wq  de  vergelij- 
king van  N°.  8  namelijk  ,   s*  —  15a:*  —  10a?  +  24  =  0  , 
waaruit  men ,  door  J°=  — 15,0  =  — 10  en  jS  =  24  te  nemen, 
voor  de  vergelijking  (A,)  van  het  vorige  N°.  vindt: 

yt  _  30y»  +  129y  —  100  =  0. 
Stelt  men  hierin  y  =s  z  -f-  10  ,  dan  komt  er 

**_171*— 810=0, 
dezelfde  vergelijking ,  die  wij  in  N  °.  8  gevonden  hebben. 
Deze  vergelijking  oplossende ,  vindt  men : 

4 

±2 

—  8 

—  3 

—  3 


*i 

=  15 

of  voor 

y 

* 

25 

d.i. 

P 

— 

±  5 

r 

— 

i: 

9. 

= 

H 

—  8 


*,=—  9. 
1 
±  1 
—12 

—  2 

—  2 
—12 


Derhalve  vindt  men  voor 

a?1+jpj?-f-y=0 
p=     $,q=     6|ar>+Öjr+6=0 
=— b,q=     4  ja?*—  5*4-4=0 


4 
6 


x%  — px+r=db 

**_Ö2-4-4=0| 

**445j4-6==0) 

p=    2,q=— 3|arM-2r—  3=0      r=— 8      **— 2*— 8=0) 
;?=— 2 ,  ?=— 8 \x *— 2r  —8=0      r=— 3      ar*+2r— 3=0 j 

j»=-hl ,  q=—l  :)**+  x— 2=0      f =-12      **—  .r-!2=0| 
jp=— 1 ,  ?=-l2ja?*—  .r-12=0      r=— 2      **-h  ar— 2=0 j 

welke   twaalf   vergelijkingen  slechts   zes   verschillende   verge- 
lijkingen opleveren ,  die  geheel  overeenkomen  met  de  vergelij- 
kingen van  N°.  3,  ten  bewijze,  dat   beide  oplossingen  ons 
.dezelfde  wortels  doen  vinden. 

6.  Stellen  wij ,  om  eene  andere  oplossing  te  vinden  van  de 
vergelijkingen  van  den  4<fen  graad ,  dat  de  wortel  van  zoodanige 
vergelijking  de  gedaante  heeft  van  *  =  \sp  +  \sq  +  \s*  > 
waarin  p ,  q>  r  de  wortels  voorstellen  van  eene  derdemachts- 
vergelijking  z%  — fz *  -f  gz  —  h  =  0  ,  zoodat  p  -f-  q  +  r  =  / 
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pq  -f-  pr  +  0**  =:  ^  en  .W  =  *•    Verheft  men  de  aangenomene 
waarde  van  x  in  het  vierkant ,  dan  vindt  men : 

x%  =  p  +  q  +  r  -f-  2|<P0  +  2i<pr  +  2i/$r ,    of  omdat 
jp +  £  +  *•=ƒ  is   ook    **  —  ƒ  ==21/^+  %v"pr  -f-  2K0T. 
Verheft  men  deze  vergelijking  nogmaals  tot  de  tweede  macht, 
dan  vindt  men: 

** — 2f**±f*==4pq+4pr+4qr+$lSp*qr+8i^pq*r+$ispqr%; 
maar  4(p#  -f~  Pr  +  £r)  =  ^ »  derhalve 

ar*  —  2/r«  +/*  —  4^  =  8i^pyr  X  (i<p  +  Vq  +  vr), 
of  omdat  j/<p  +  j/y  -f-  \sr  =  «  en  jp^r  =  A, 

jr*  — 2/r«_8n/A+/*— 4^  =  0 (A) 

waarvan  a?  =  Vj»  -f-  v#  +  Vr  een  der  wortels  is ,  terwyl 
Pi  q,r  wortels  zijn  van  de  derde  machtsvergelijking  *•— /ka  + 
-j-  ^  —  A  =  0. 

Nemen  wij  na  de  algemeene  vergelijking  van  den  vierden  graad 

«*-f  Jffe* +  &  +  .£  =  0 (B) 

dan  moet  men  stellen,  om  de  waarden  van  ƒ,  g%  h  te  vinden , 
V—  —  -P      8Vk  =  —  Q    en    ƒ  *  —  4q=R 

waaruit     ƒ= -  /&=_  ?=- —L 

y —    2  64  y 16 

Opdat  nu  de  vierdemachtsvergeijjking  (B)  deze  waarden  van 
f9  g  en  h  doe  vinden,  stelle  men  daarmede  de  derdemachts- 
vergelijking  samen : 

Lost  men  deze  derdemachtsvergelijking  op  en  stelt  men  de 
wortels  daarvan  *j=p,  *s=?,  *t=r»  dan  zal  een  der  wortels 
van  de  vergelijking  (B)  gelijk  zjjn  aan  j/p  -f-  vq  +  \sr* 

Oogenschijnlijk  vindt  men  nu  slechts  één  wortel  van  de  verge- 
lijking (B);  doch  indien  min  in  aanmerking  neemt ,  dat  ysp,  \^q 
enisr  het  dubbele  teeken  voor  zich  hebben,  en  daarbij  opmerkt, 

dat  \/pqr  gelijk  moet  zijn  aan  ^A  =  — ^,  dan  zal  men  de 

o 

waarden  van  j/p,  \/q  en  \/r  zoodauig  moeten  kiezen ,  dat  haar 
product  positief  of  negatief  is,  naargelang  ^5*  positief  of  nega- 
tief is*    Zoodoende  vindt  men  voor 
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-Q  positief  »*■  =       KP  +  i^f  +  K-r 


rc3  rt:  —  i^-jp  —  i/q  -+•  Vr 
#4  =  —  Kj»  +  K?  —  l^r 

zJUagattol        I  •-  =       KP  +  K^  -  V-r 

«%  =  —  v>  —  Vq  — •  i^-r 

waarin  de  wortels  absoluut  genomen  moeten  worden.  Indien  de 
derdemachtsvergeiijking  drie  reëele  positieve  wortels  heeft ,  dan 
heeft  de  biquadratische  vergelijking  vier  reëele  wortels.  Zijn 
onder  de  reëele  wortels  der  derdemachtsvergeiijking  negatieve , 
dan  zijn  alle  wortels  der  vierderaachtsvergelijking  imaginair. 
Heeft  de  derdemachtsvergeiijking  twee  imaginaire  wortels ,  dan 
zijn  twee  wortels  der  vierdemachts  vergel  ijking  reëel;  want  omdat 

Al 

f-  altijd  positief  is,  is  p  ook  positief  en  ±l/[p  reëel.  Het 
64 

imaginaire  gedeelte  van  ±vq±\sr  verdwijnt,  maar  het  imagi- 
naire gedeelte  van  ±\Sq+Vt  blijft,  derhalve  heeft  de  vierde - 
machtsvergelijking'  twee  reëele  wortels. 

Aanmerking.  De  laatst  verklaarde  oplossing  is  van  Eulek. 
Hij  heeft  ze  voor  het  eerst  bekend  gemaakt  in  de  Comm. 
Petrop.  vet  YI  onder  den  titel  van  Conjectatio  de  fortui* 
radicum  aequationvm  (Klügel  II  pag.  408.)  Later  heeft 
hij  ze  opgenomen  in  zijne  Algebra.  De  bovenstaande  ver- 
klaring is  overgenomen  uit  de  Memena  tfolgebre  por 
M.  Leonahd  Eüler  ,  traduits  de  V  Allemand.  Lyon  et  Paris 
1774.  Blijkens  het  privilegie  des  konings ,  dat  achter  het 
tweede  deel  gevoegd  is,  zijn  deze  Element,  traduits  de 
V Allemand  et  enrichis  de  noten  par  M.  Bebnoülli  ,  avec 
une  traite 'd 'Analyse  mdéterminée  par  M.  de  la  Grangr. 
7.  Ter  toepassing  nemen  wij  wederom  het  voorbeeld  van 
N°.  3  en  5  ,  namelijk 

**_<«.,»  -_*<)*  + 24»  0, 
waarin  P  =,  —  iö  ,   ö  —  —  *0 ,  Ti  *-=  24 
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Daardoor  Tinden  wij  de  derdemachtsvergelijking 

#•  — y*«  + W— W  =  o, 

of  na  vermenigvuldiging  met  de  reeks  1,4,  16,  64. 
zn  -^  30*'*  +  129*'  —  100  =  0. 
Stellen  wij  nu  z'z=iy  -\- 10  ,  dan  komt  er  na  herleiding: 

y*  —  \ny  —  810  =  0, 
ignde  dezelfde  vergelijking,  die  wij  in  N°.  3  en  N°.  5  gevonden 
hebben,  en  die  tot  wortels  heeft 

Vt  =" ^,    yt  =  —  6,    y%  =  —  9; 
derhalve       ar^rrSS,    z\  =      4,    s'8  =       4, 

V*i  =  +  | ,  Vz%  =  ±  1  ,  VSj=  ±  \. 
Nu  is    J/^:= —  "5  == —  (""Tf~")  Pos^e^>  derhalve 

.,=     4  +  l+i=     4,   ,,=     4-1-1=     1 

,,  =  -|  +  l-i=-2,    ^=-4-l  +  l=-3 

njnde  dezelfde  waarden ,  welke  wij  op  eene  andere  wijze  reeds  in 
N^.3  en  N°.  5  gevonden  hebben. 

8.  Indien  men  veronderstelt,  dat  de  wortel  van  eene  vier- 
demachtsvergelijking  uit  de  som  van  drie  deelen  p9  q9r  bestaat, 
dan  is  x  =  p  -f-  q  +  r  en 

i*  =  kp*r  -\-  kpq%r  +  kj>xq"  +  ^%r  4"  typ*?*  4~  lq%r% 
+  ty*g+2j)*r*^pq*+2q*r*+2r*+bpqr*+8p*q%-\-ïpqr* 
+  üptgr-\-bpr*-\-$pqtr-\-bqr* 
4-  ;;*-j-2jp*^  *  +£*— r*  -|-4^r1— 4jö,$'1  . 
=  (ty*H- V)  Ü*4-f +*)     )  (4f  *r+4jf Jr)  9  -f 

+  (4/>?+2r*)(/?-f0+r)>       >  =  +  (*«+*pt)»1 
+  {p%+1%)%—  (r*-fyq)%.    J        +(pt+ïI)f-(rU^W)» 

Vergelijkt  men  nu  esne  willekeurige  vierdemachtsvergelijking 

xk  +  px%  +  Qx  +  Jt  =  o 

met  de  gevondene,  dan  is 

%4-2^^-P,  */>*>+4f*r,=-e,  (j**+?*)M',*-%),-=-^ 

Uit  de  tweede  vergelijking  volgt :  jo1  +  q%  =  —  -5? ;  uit  de 

ttrete  %vq  =  — — ^— -•    Deze  waarden  in  de  derde  overbren- 
leende ,  heeft  men : 


f 
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waaruit  r  gevonden  kan  worden. 

Verder  heeft  men  nog  uit  de  eerste  en  tweede  vergelijking : 

Zpq  =  —  \r  —  r*    en    jd*  +  ?*  =  =^. 

Twee  gelijke  maar  tegengestelde  waarden  van  r  met  de  daarbij 
behoorende  dubbele  waarden  van  (p^-q),  die  uit  de  laatste  ver- 
gelijking kunnen  gevonden  worden,  verbonden,  geven  de  wor- 
tels der  opgegeven  vergelijking. 

Aanmerking.     Deze  oplossing  is  van  Wabing  en  komt 
voor  in  de  VhilosopMcal  Transadions  van  1779.  Vergelijk 
Hütton,    D.  en  Klügel,  W.  II. 
9.     Passen  wij  deze  methode  nogmaals  toe  op  de  vergelijking 

s*  —  15**  —  10*  +  24  =  0 , 
dan  is  wederom     P=z — 15,  0  =  —  10,  72  =  24. 
De  zesdemachtsvergelijking  in  r  wordt  alsdan 
r *  —  yr*  -f  \\*r*  —  VV  =  ° 
of  na  vermenigvuldiging  met  de  reeks  4,4,  46,  64   en  ver- 
vanging van  r*  door  #: 

x*  —  80**  +  129*— 100  =  0 
x  =  y  -f- 10  y%  ~  17  \y  —  810  =  0 

zijnde  dezelfde  vergelijking,  die  wij  in  N°.  8,  5  en  7  gevonden 
hebben ,  en  welke  tot  wortels  heeft: 

Vx    =*5,    Vx    —  —  6,    y%    =  —  9. 
xt    =25,     *t    =       4,     ^    =       1 

r1*  =  V>    V  =       1,     V-       i 

Hieruit  volgt  verder: 

2j»?=f,    ^*-f0*  =     1,    />»+$»=    £      voorr  =  ±f 
waaruit  ^  -\-q  =±|  ;.ƒ+!?  =±J- 

waaruit  ƒ  -ftf  =±3;    /?  +£  =±2 
%pq=**£  $  p%-\-q*=     5,    jp^-ffl'*^22 — 6       voorr  =  ±4 

waaruit  p  -\-q  =±ï »    P  +£  —  ±1- 
uit  welke  vergeldingen  men  dezelfde  waarden  voor  x  vindt  , 
die  wij  reeds  vroeger  door  middel  der  andere  oplossingen  gevon- 
den hebben. 
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lO.     Stelt  men,  dat  eene  volledige  vierdemachtsvergeljjking 
xk  +  frt  +  Q*i  +  Ex  +  8  =  0 

ontbindbaar  is  in  het  verschil  der  twee  vierkanten 

{x*  +  4  Px  +  r)*  —  {%*  +  t)*  =  0  , 
waarin  r ,  * ,  t  onbekenden  zijn ,  dan  geeft  de  ontwikkeling  der 
laatste  vergelijking  eene  vierdemachtsvergelïjking,  die  identiek 
moet  zijn  met  de  opgegevene  ;  men  heeft  dus: 

|/>*-|-2r  — **  =  0,  iV_2*/  =  JBenr>  —  t*=S  .  .  (a) 
waaruit  onmiddellijk  volgt : 

**  =  JP*  -f  2r  —  Q,  Ut  =  Pr  —  7?,  t*  =  r*— £ 
of  omdat  4.*M*  =*  (2**)' ,  4({ />»— Q  -}-2r)(r*— 5)  =  (Pr— R)*9 
d.  i.  de  derdemachtavurgelyking 

rt— JQ*»+1(P2&  —  4S)r  —  \{P*S—  4QS  +  fl*)  =  0, 
waaruit  r  gevonden  kan  worden ;  door  middel  der  vergelijkingen 
(o)  vindt  men  verder  *  en  t  en  zoodoende  de  wortels  der  ver- 
gelijking, 

11.  Past  men  ook  deze  methode  toe  op  het  voorbeeld  van 
N«.3,  dan  hebben  w$P^=0,  ©=—45,  fl=_ 10,  5=24, 
en  r»  +  yr*  —  2tr—  *•«  =  0  , 

of  na  vermenigvuldiging  met  de  reeks  1 ,  2 ,  4 ,  84 

z*  +  15**  — 96s— 1540  =  0 
dezelfde  vergelijking,  die  wij  in  N°.  3  gevonden  hebben,  en  die 
tot  wortels  heeft 

zt  =  10 ,  g%  =  —  11 ,  z%  =  —  14. 
De  verdere  bewerking  laten  wg  aan  den  Lezer,  wien  wjj  tevens 
overlaten  de  verschillende  omstandigheden  te  bepalen,  die  het 
imaginair  zyn  van  twee  of  vier  wortels  ten  gevolge  hebben  enz. 
Aanmerkingen.     1.    De  laatst  verklaarde   oplossing  is 
van  Simpson,  een  Engelsch  wiskundige  der  vorige  eeuw, 
en  onderscheidt  zich  daardoor  van  de  andere  methoden, 
dat  de  tweede  term  uit  de  vergelijking  niet  behoeft  ver- 
dreven te  worden. 

2.  De  derdemachtevergelijking ,  die  btf  alle  oplossingen 
gebleken  is  de  zelfde  te  zijn ,  heet  bij  Euler  Resolvente ,  bij 
Lag  rak  ge  rdduite.  (Vergel.  Baltzer  Mem.  I,  §  2,  §  7.) 

3.  De  ontdekkingen  van  Tartalea  en  Ferrare  gaven 
eenig  recbt  om  te  vermoeden,  dat  ook  vergelijkingen  van 
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hoogeren  graad  dan  de  vierde,  rechtstreeks  zonden  kunnen 
opgelost  worden.     Tot  nog  toe  is  het  echter  niet   mogen 
gelukken  daarvoor  eene  rechtstreeksche  oplossing  te  vinden. 
Bovendien  geven  de  berekeningen,  die  vereischt  worden 
om  den  wortel  uit  derde-  en   vierdemachtsvergel ijkingen 
te  vinden ,  grond  om  aan  te  nemen  dat  «eene  aigemeene 
formule  voor  de  oplossing  der  hooge  machtsvergelijkingen 
eer  uit  een  theoretisch ,  dan  uit  een  practisch  oogpunt  als 
belangrijk  te  beschouwen  zou  zijn."  (Lobatto  ,  Algebra,) 
12.    Zij  I*iAPk  eene  parabool,  waarvan  A  de  top,  AX  de  as 
en  CXt  eene  middellijn  is ,  op  een  afstand  BC  vau  de  as  ge- 
trokken. 


Een  cirkelomtrek ,  uit  Jf'  beschreven ,  snijde  de  parabool  in 
/*,  ,  Pt  ,  P% ,  P4.  Trekt  men  nu  verder  M'  D  en  #*,  M t  nor- 
maal met  CXr  en  PjWj  normaal  op  het  verlengde  van  1)M\  dan 
kan  men  den  parameter  der  parabool  p%  den  straal  des  cirkel  om  - 
treks  r ,  BC  =.  a ,  CD  —  b,  DM'  —  c  stellen ,  terwijl  CM  t , 
en  M ,  Pt  de  *  en  y  van  het  punt  Pt  zijn ;  wanneer  C  als  oor- 
sprong en  CX ,  als  as  der  #  van  rechthoekige  coördinaten  wordt 
aangenomen.  I 
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De  topvergelijking  van  de  parabool  is  y'  *  =jwr' ;  maar  y'  =r  EPt 

~\ftPt—MtE=zy  —  a.  BC*=pXAB,  &.i.AB  =  -. 

V 

*'=zAE  =  AB-hBE=i  ~  -4- *,  derhalve: 

o£na  ontwikkeling : 

p*  =  y*—2ay (o) 

De  vergelijking  van  den  cirkelomtrek  is,  omdat  b  en  c  de 
coördinaten  van  het  middelpunt  zijn : 

(y— cy+{b-*)*  =  r* (p) 

Ontwikkelt  men  deze  vergelijking  en  schrijft  men  daarin  voor 
x  de  waarde,  die  zij  in  de  vergelijking  (o)  heeft»  dan  vindt  men 
na  behoorlijke  herleiding : 

yh  4tfyt  -j-  4a  J  J  y\  -|_  4öfy?|  y  -)-  C*  |  ƒ?*  =s  0. 

+  W      ~2<^j    +  *«; 
—  2flp  f  —  r , 

waarin  alle  grootheden  slechts  naar  hare  grootte  (quantiteit)  in 
rekening  worden  gebracht. 

Neemt  men  nu  eene  algemeene  vierdemachtsvergeljjking  aan : 

y*  —  Py*  +  Qpy*  +  Fp*y  —  fy*  =0, 

dan  is :  4a  =  P    of    a  =  •(ƒ 

4a«-f-p»— 2$p=0/>     of    *=l^!+|j0  — |Q. 

4«*  —  2pe  =s J?jp  of    c=—  —  45 

c*+fli_r»=  — ty     0f    r*=$*  4-c»  -fty. 

Nu  is  — -  =  24B ,  —  is  de  vierde  evenredige  tot  p,  a  en  Zè 
P  P 

en  8p  is  de  middelevenredige  tusschpn  #*  en  p*. 

Een  en  ander  geeft  nu  aanleiding  tot  de  volgende  geometrische 
oplossing  eener  vierdemachtsvergelijking. 

Met  een  willekeurigen  parameter  je»  teekene  men  eene  parabool 
<m  trekke  op  een  afstand  BC  =  \P  de  middenlijn  CXt ,  wanneer 
P positiefis,  dat  is  het  teeken  — voor  zich  heeft.     Is  Pnega- 
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tief ,  dan  trekt  men  CXt  aan  de  andere  tijde  der  as.    Daarna 

neme  men  BF=  \p  en  FG  =  2AB  =  — ;  dan  van  O  naar  E 

P 
QH=\Q,  wanneer  0 positief  is;  dan  is  BH  =  BF+FG  — 

—  HG=Lp+  —  —lQ=b9  derhalve  is  ook  CD=b.  Yer- 

p 

volgens  trekkc  men  door  C  en  .Feene  rechte  lijn,  die  het  ver- 
lengde van  BH  ml  snijdt,  dan  is  D/=:_,  omdat  FBzBC 

: :  CD:  Dl  of  {p:  a  ::  b  :  DL  Op  DJ  neme  men  ICM'  =  }B 
in  de  richting  naar  D ,  dan  is  M'  het  middelpunt  van  den  cir- 
kel om  trek  ,  welks  straal  nog  geconstrueerd  moet  worden,  Wjj 
vonden  r*  =  b*  -\-c%  -\-  Sp  >  waarbij  8  positief  en  negatief 
kan  zijn.  De  constructie  van  de  lijn  r  wordt  in  de  elementaire 
meetkunde  geleerd,  wij  nemen  die  du»  aan  als  bekend  en  be- 
schrijven met  r  als  straal  een  cirkelomtrek ,  die  de  parabool 
in  vier  punten  zal  snijden ,  wanneer  de  vier  wortels  reëel  zyn; 
in  twee  punten  zal  snijden  en  in  één  punt  raken ,  wanneer  de  ver- 
gelijking vier  reëele  wortels  heeft,  waarvan  er  twee  gelijk  zijn; 
in  twee  punten  zal  snijden,  wanneer  twee  wortels  reëel  en  twee 

imaginair  zijn ; 
in  twee  punten  zal  raken ,  wanneer  er  twee  paren  gelijke  reëele 

wortels  zijn; 
in  één  punt  zal  raken ,  wanneer  er  een  paar  gelijke  reëele  en  een 

paar  imaginaire  wortels  zijn ; 
in  geen  punt   zal  raken   of  snijden,  wanneer  er  geene  reëele 

wortels  aan  de  vergelijking  voldoen • 

Voor  het  geval ,  dat  er  drie  wortels  gelijk  en  reëel  zijn ,  wordt 
er  slechts  een  door  de  constructie  aangewezen. 

Is  8  negatief  en  Sp  >  b*  -f-  c* ,  dan  is  r  imaginair  en  zon- 
der constructie  ziet  men  dan ,  dat  alle  wortels  der  vergelijking 
imaginair  zijn.  De  parameter  wordt  hierbij  natuurlijk  aangeno- 
men als  eenheid. 

Aanmerkingen.  1.  Dergelijke  constructie  is  ook  toe  te 
passen  op  eene  volkomen  derdemachtsvergelijking.  Heeft 
men  namelijk  de  vergelijking 

^-^  +  (^  +  «  =  0, 
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dan  vermenigvuldigt  men  deze  mety  en  krijgt  dan  eene  vier- 
demachtsvergelqking  yk — Ity* -\-Qy% -\-By+S=Q 9  waar- 
van 8=0.  Bij  constructie  door  middel  van  parabool  en 
cirkelomtrek ,  zal  de  cirkélomtrek  juist  door  den  top  der 
parabool  gaan ,  waardoor  een  wortel  y  =  0  gevonden  wordt. 

2.  Yoor  negatieve  waarden  van  de  coëfficiënten ,  worden 
deze  geconstrueerd  in  juist  tegenovergestelde  richting ,  als 
wij  ze  in  de  figuur  hebben  afgeteekend.  Met  eenige  opmerk- 
zaamheid zal  de  Lezer  hiermede  weinig  moeite  hebben. 

3.  Het  is  duidelijk ,  dat  men  eene  vierdemachtsvergcljj- 
king  ook  kan  oplossen  door  middel  van  de  snijding  van 
eene  ellips  en  eene  parabool. 


w 


Z\j  AM  r=s  *  en  TM  =  y ,  dan  is  in  de  parabool  px  =y* 

of  x  =  ?- 

P 
Zij  O  hat  middelpunt  van    de  ellips,  dan  is,  OCz=b 

en  ACz=:c  stellende : 

Om=,OC+Cm=6+y  en  OB=,CM=AC—AM^c—*; 

stellen  wij  nu  verder  de  assen  der  ellips  24  en  2B ,  dan 

heeft  men  voor  hare  vergelijking: 
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-  -h  ^-g j-  —  i      .......     (p) 

Hierin  de  waarde  van  *  uit  (et)  substitueerende ,  vindt 
men  na  behoorlijke  herleiding: 


Door  deze  norm  aal  vergelijking  mét  eemge  vierdemachts- 
vergelijking ,  waaruit  de  tweede  term  verdreven  Is ,  te  ver- 
gelijken, zal  men  uit  de  laatste  de  wortels  kunnen  bepalen. 
Wij  laten  dit  intusschen  gerustelijk  Over  aan  den  Lezer. 

4.  Het  oplossen  van  vierdemachtsvergelijhlngen  door 
middel  eener  figuur,  heeft  verschillende  beoefenaars  gevon- 
den. In  de  eerste  plaats  verdient  Pescartes  genoemd  te 
worden,  die  daaraan  ruim  9  bladzijden  wijdt.  (Zie  zijne 
Geometrie  III  :  XXV).  Zie.  ook  de  Grond  beginselen  van 
alle  de  mathemaihche  Wetenschappen  door  Chr.  Wolff, 
in  het  KederL  vertaald  door  J.  Chr.  van  Sprögel.  1738. 
pag.  470  sqq. 

Zeer  verdienstelijke  verhandelingen  over  de  oplossing  der 
derde  en  vierde  mach  ts  vergel  ij  kingen  vindt  men  achter 
Castillione's  uitgave  van  (Newton's  Arithmetica  univers.: 
o.  a.  Colson'S  Jeqr.aiionum  cub.  en  biquad.  turn  geom.  et 
mech.,  resol.  univ.;  Halley's  de  constr.  probU  solidorum. 
Klügel  W.  I.  pag.  140  sqq. 

5.  Al  de  bijzonderheden  der  meetkundige  constructie 
na  te  gaan ,  ligt  buiten  het  bestek  van  dit  werk.  Yoor  hen, 
die  de  analytische  meetkunde  kennen ,  zal  bovenstaande 
aanwijzing  voldoende  zyn  ,  om  hun  het  opsporen  der  wor- 
tels door  constructie  duidelijk  te  maken ;  hun  daarentegen , 
die  aan  de  anal.  meetk.  nog  weinig  of  niets  gedaan  hebben , 
moet  ik  aanraden  dit  xS°.  over  te  slaan,  omdat  zij  daarvan 
niets  zullen  begrijpen  en  het  daarbij  voor  het  verband  van 
het  geheel  niet  noodig  is.  —  Zeer  nuttig  is  het  voor  de- 
eerstgenoemden  na  te  gaan ,  wanneer  en  hoe  vergelijkingen 
opgelost  kunnen  worden  door  middel  van  de  snijding  van 
parabool  en  hyperbool ;  van  twee  parabolen ,  enz. 
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18.  OSren  als  bij  de  kubische  vergelijkingea  cauden  wij  nu 
nog  de  goniometrische  oplossing  van  de  biquadratische  verge- 
lijkingen kunnen  behandelen.  Dewijl  wij'  echter  verschillende 
leerwijzen  hebben  leeren  kennen,  om  de  vierdomachtsvergelij- 
king  terug  te  brengen  tet  eene  flèrdemachtsvergel^jking  en  de 
goniometrische  oplossing  daarvan  reeds  behandeld  is,  zouden 
wïj  hier  in  eene  herhaling  vallea  van  §  14 ,  7  enz.  —  Wij  ein- 
tHgOH  daaro»  met  de  opgave  van  eenige  vraagstukken ,  die  wij 
den  Lezer  aanraden  volgens  verschillende  methoden  op  te  lossen. 

VRAAGSTUKKEN. 

1.  **  —  6**  +  13*—  12:=  0.  2.  *»  —  o*—  1  =  0. 
3.  x*— 22*— 24=0.  4.  **— 8ff»+l4**-f-4#—  8=0. 
5.     **  —  8**  +  14a>*  +  4ar  —  8  =  0. 

ANTWOORDEN, 

3+|/— 7         3 — f/ — 7 

1 .    £=19,*,!  ac w  "'  " '  *!  *  " ' '  q"1  '  • 

'      2.  x  =  18794 ,  *,  =  —  -1.8394  ,  *t  =  —  0,3473. 

3.  a?  =  8,1623,  *,  =  —  1,1623,  ff,  =  —  4. 

4.  x  =  8,2361 ,  xt  =0„7639  ,  xt  =2,7320,  *,=.—  0,7320. 

5.  o?=.3+K8,  ^^=3— i^5,  *t=4+K3,  *,=l— v.  3. 

AXOEMEENE    HERHALING. 

1.     Men  vraagt  de  waarde  van  x  in  de  vergelijking: 

l/(cp  —  ac)  =  b  -f-  |/(* — «). 
2p     WeAfce  is  de  waarde  van  x  in  de  evenredigheid : 

l^§£  :  k"(*— 1)  : :  3:1? 

3.  Men  vraagt  naar  4e  waarde  van  x  in  de  vergelijking : 

4.  Welke  zjjn  de  waarden  van  9  en  y  in  de  vergelijkingen  : 


(1 


x — c 


l'^t^zzza+b   en  &£— ? — a?üü?  — è — 0. 


tf-H^         a — 6  £  +c 
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5.  Welke  zijn  de  waarden  van  * ,  y  en  %  in  de  veigelrjlci-_gen| 

*+y    .    H-*       y+*  _  o  *— « 

a  n — b        a—c  c—  b 

*—y  .   *— *      y — * 2y — * 

C—  b  C  b  Qr-~C 

*-4-y — z ax-\-by — cz  p 

a-\4+c  ~  a*+b* — c* 

6.  Men  vraagt  naar  de  waarden  der  onbekenden  uit  het  vol- 
gende stelsel  vergelijkingen  : 

*  +  y  +  *  +  *  +  *  =  * 

*  +  «/  + 4+ «  +  *>  =  & 

*  +  y  +  *  +  *  +  w  =  ° 

x  -f-  ^  +  «  +  *  +  »  =  « 

y  +  *  +  tt  +  *  +  *>  = /■ 

7.  Men  vraagt  de  waarde  van  x  in  de  vergelijking : 

**  4-  2#  +  4^(* »  +  2*  +  1)  =  44. 

8.  Welke  is  de  waarde  van  x  in  de  vergelijking :     * 

*'  .        6       _  351    p 


(#*— 4)*     '    ,i_4         25^' 
9.     Bereken  x  uit  de  vergelijking : 
ab*x*  +  (1+c)Wkc  +  *&***  =  [^^I/c  +  («a-H)(l-fc)]  «. 

10.  Doe  hetzelfde  uit  de  vergelijking : 

7kT|s— 5)  —  kY|  +  45)  —  |  ^(10*  -f-  56)  =  0. 

11.  Men  vraagt  de  waarden  van  x ,  y  en  0  uit  de  vergelijkingen : 

__5_1  —  af     J%L  =  b9  W—  =z  c. 

#+y        '   y-Yz       '  *+* 

12.  De  waarden  van  9  en  y  moeten  bepaald  worden  uit  de 
vergelijkingen : 

!Ü£  =  52,  en  3ay  +  2*-f-y=485. 

y         # 

13.  De  waarden  van  x  te  bepalen  uit  de  vergelijking: 

a.3_i5<c»_  71^  +  297. 

14.  Men  verlangt  hetzelfde  van  de  vergelijking : 
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15.  Doet  hetzelfde  van  de  vierdemachtsvergelijking : 

**  —  12**  +  12*  —  3  =  0. 

16.  Men  vraagt  de  waarden  van  *  uit  de  vergelijking : 

13*»  — 15^169.**  +  27^13.*  — 13  =  0. 

17.  Men  vraagt  naar  de  waarden  van  *  en  y  uit  de  vergelij- 
kingen : 

?Ü±2l=  5292  en  »»'  +  ""yM>V  =,0859184 
*— y  **— 2a?y-t-y* 

18.  Welke  zijn  de  waarden  van  *  en  y  in  de  vergelijkingen : 

z%  —  4s*y  +  5*y*  —  2y*  —  0  en  **  +  Usy  =  4584 ? 

19.  *-f-y-|-s=  10,  x*-\~y*-\-z%  =42  ,  xy — xz — yzz=zii. 
Welke  waarde  hebben  in  deze  vergelijkingen  *9  y  en  z? 

20.  Men  vraagt  naar  de  waarden  van  *  en  y  in  de  verge- 
lijkingen : 

x\sx  +  iyx*y*  -\-yvy  =  a  en  x%  +  xyVxy  -f"  V*  =  *• 

21.  Eenige  personen  eenig  geld  moetende  deelen  bevinden , 
dat  er  ƒ  20  overblijft,  indien  elk  ƒ  5  neemt  en  ƒ  70  te 
kort  komt,  indien  elk/  6  ontvangt.  Hoe  veel  moet  ieder 
ontvangen ,  als  zij  eik  even  veel  krijgen  ? 

32.  Men  heeft  drie  metalen  kanonstukken;  het  eerste  is  ge- 
goten uit  een  mengsel  van  0,8  koper,  0,12  messing  en 
0,08  tin ;  het  tweede  uit  een  mengsel  van  0,85  koper , 
0,1  messing  en  0,07  tin;  het  derde  uiteen  mengsel  van 
0,85  koper ,  0,06  messing  en  0,09  tin.  Indien  men  uit 
het  metaal  van  deze  drie  stukken  een  ander  wil  gieten , 
welks  mengsel  bestaat  uit  0,82  koper,  0,105  messing*) 
en  0,065  tin  ,  vraagt  men  in  welke  verhouding  het  metaal 
der  kanonnen  gemengd  moet  worden. 

23.  Eene  belegerde  vesting  wordt  uit  drie  batterijen  beschoten* 
Terwijl  uit  de  eerste  battery  7  schoten  gedaan  worden , 
doet  meu  er  uit  de  tweede  5  ;  terwijl  men  er  uit  de  tweede 
9  doet,  doet  men  er  uit  de  derde  8.  Indien  men  het 
aantal  schoten  uit  de  eerste  batterij  eens  vermenigvuldigt 
met  het  aantal  schoten  uit  de  tweede ,  en  eens  met  het 
aantal  schoten  uit  de  derde  batterij  en  de  som  neemt  van 


*)    Messing  =  geel  koper j   eeue  vereeniging  van  rood  koper  en  zink. 


>    * 
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deze  producten,  dan  heeft  men  zooveel  minder,  dan  1 881680^ 
als  aangewezen  wordt  door  het  product  der  schoten  uit  de 
tweed»  en  derde  batterijen.  Hoeveel  schoten1  zij»  er  uit 
elke  batterij  gedaan  ? 

24.  Van  eent  geiijkbéenigen  driehoek  is  de  inhoud  a*  en  dë> 
omtrek  =  O ,  men  vraagt  naar  de  zijden. 

25.  In  een  geiijkbéenigen  driehoek  worden  drie  cirkelfrekken 
beschreven;  de  grootste  raakt  de  drie  zijden,  de*  beide 
andere'  raken  de  opstaande  zijden  en  den  daaronder  liggen- 
(ten  cirkelomtrek ;  indisn  na  de  straal  van  den  grofetsten 
cirkeltrek  =  rt  f  die  van  den  kleinsten  t ,  is ,  dan  vraagt 
men  naar  d«  basis  en  de  opstaande  zijden. 

ANTWOOKDEN. 

i* 


f.     xzza  +  — *  _    ^ 

c— 2j/c-f-l 

2.     .r=sl|> 

6.     x  zïz-\/  — -- —  . 
a  2 

4.  #  =  a  -\~b  -|t.  c  en  y  =  a — b  -f-  c. 

5.  x  =  &  -*»  i  -|-  c ,  y  =  ö-j-^  —  c»  £  =  0  —  i «—  c. 

6.  Steitmen  *=a-f-5  +  c  +  ^+^+/»  dan  is:  #=^« — ƒ 
y=J,  * — e  y,  *=-}* — d ,  «*=£* — c ,  £=| « — ^ »    ^=4* — "• 

7.  «=a4  of  —10. 

8.  a?z=i;3  of  ±.V\\. 

9.    *=£Kf  of  i±c. 

ab+c  b% 

10.     *=20. 

14.     j-  ^  ±  K  **&c(aè """  ac  +  óc) 

(flè  -l-  ac  —  bc)  (bc  -{-  ac  —  ab)  ' 

..  .  2flW6<;  -4-  ac  —  ai) 

(ab  -\-  ac  —  ie)  («ó  —  ac  -f-  ie) 

^  ^  ±  2flic(a3  +  «g  —  ie) 

(ai  —  <w?  +  ie)  (ie  -f-  ac  —  aS) 


.■  =  18,  of  =—  y  .  of  = 


18 
—  1  ±1^  —  34919 
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13.  r.-tl  ,-864+^746304^ 864-^746304  =|< 

•f  «f 

^=2  +  1/  —  23  en  #,=2  —  J/ —  23. 

14.  st  =0.5739,  #,  .=:  0,7168 ,  ^  =—  7,2908. 

15.  ^=2,85808 ,  *S=0,G0G01,  *,  ^0,44327,  *%=-3,90737. 

16.  xt  =  Jj  fr- 169,  xt  =  TV i^  169  en  *,  =  y  169. 

17.  Eene  der  waarden  van  w  en  y  is:  y  =  36,  y  =  9. 

18.  x=±6  en#  =  ±6|//—  t  ;y==±3eny  =  ±3  J/'  —  1* 

19.  jr=4,  y  =  5  en  5=1. 

T\7ïa  f  ' 

il.  ƒ  5}.— 

ü   0,375  van  het  Ie ,  0,5625  van  het  2e  en  0,0625  van  het 

derde  Kanon* 
il    Uit  de  eerste  1008;  nit  de  tweede  720;  uit  de  derde  640. 
*i    De  basis  =  0^  5 —  \q  +  V  {?'  +  hP%)\  + 

O* 
+  *"  {—  Jf— ' ►/(h,l+tVFi)J  »  waarin  j>  =  —  j^-cn 

864«%— O* 

?==— T080- 

8.    De  batis  =  üi*'  #y* ;  de  opstaande  ijjde  ri"*"r »+,a*/r# 
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AFDEELING   II. 


OVER  DE  ONBEPAALDE  VRAAGSTUKKEN. 


}  is.   Onbepaalde  vraagstukken,  van  den 
eersten  graad  met  ééne  onbekende. 

1.  Vroeger  (§  2  en  §  7)  is  door  ons  opgemerkt  geworden, 
dat  een  vraagstuk  bepaald  is,  wanneer  men  zoovele  niet-iden- 
tieke,  onderling  onafhankelijke,  niet  met  elkander  in  strjjd 
zijnde  vergelijkingen  kan  opschrijven ,  als  men  onbekenden  heeft 
aangenomen.  Heeft  men  dus  een  vraagstuk  met  ééne  onbekende 
in  vergelijking  gebracht  en  is  zoodanige  vergelijking  identiek, 
d*i.  kan  men  voor  «alle  mogelijke  waarden  aannemen  en  vol- 
doen deze  aan  de  vergelijking,  dan  is  het  vraagstuk  onbepaald} 
in  plaats  van  één  antwoord ,  dat  aan  de  vergelijking  voldoet, 
vindt  men  er  oneindig  veel.  Intusschen  is  hierbij  niet  uit  het 
oog  te  verliezen ,  dat  er  in  het  vraagstuk  zelf  voorwaarden  kun- 
nen voorkomen,  die,  ofschoon  niet  in  vergelijking  kunnende 
gebracht  worden,  het  aantal  antwoorden  zeer  beperken,  ja  dik- 
wijls tot  één  enkel  antwoord  terug  brengen  ,  gelijk  wij  somtijds 
gelegenheid  zullen  hebben  op  te  merken.  Een  enkel  voorbeeld 
zal  voldoende  zijn ,  om  ons  met  deze  handelwijze  bekend  te 
maken. 

Aanmerking.  Eene  zeer  fraaie  en  uitvoerige  verhande- 
ling over  de  onbepaalde  vraagstukken  is  te  vinden  in  Euleb's 
tweede  deel  der  Algebra.  Van  dit  werk ,  dat  door  Lagrange 
met  zeer  belangrijke  noten  verrijkt  geworden  is,  bestaat, 
gelijk  ik  vroeger  reeds  opgemerkt  heb ,  eene  uitmuntende 
Fransche  vertaling,  die  door  mij  bij  deze  verhandeling 
herhaaldelijk  gevolgd  zal  worden.  Ook  heeft  men  daarvan 


i 
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eene  NederlancUche  vertaling  van  M.  S.  S.  Bevel  ,  waar- 
van in  1807  de  tweede  druk  verschenen  is.  Hun,  die  soms 
vragen ,  waarom  dit  gedeelte  der  algebra  zoo  uitvoerig  be- 
handeld  is ,    antwoord    ik   met  de  woorden  van  Kuleb  : 
*ïl  arrive  que  cette  partie  de  1'analyse  demande  souvent 
des  artifices  tout-a-fait  particuliere ,  et  qu'elle  ssrt  beaucoup 
a  aiguiser  1'esprit  des  commencants ,  et  a  leur  donner  de 
1'  adresse  dans  Ie  calcul.  —  Ik  ben  deze  meening  van  den 
grooten  wiskundige  geheel  toegedaan. 
2.     Vraagstuk.     Een  getal  beslaat  uit  drie   cijfers:  het 
cijfer  der  tientallen  is  één  meer  dan  dat  der  honderdtallen  en 
dat  der  eenheden  is  het  zevende  deel  van  het  vijfvoud  van  de 
som  van  de  cijfers  der  tientallen  en  honderdtallen.     Deelt  men 
het  geheele  getal  door  honderd ,  dan  vindt  men  het  -|$  gedeelte 
van    het    cijfer  der  honderdtallen ,  vermeerderd  met  -fa.    Men 
vraagt  naar  dat  getal. 

Stelt  men  het  cijfer  der  honderdtallen  voor  door  x ,  dan  is 

dat  der  tientallen  ar  4-  4  en  dat  der  eenheden  -i-ittL/.  Ver- 

1  7 

der  is  volgens  de  gegevens  van  het  vraagstuk  : 

4ÖÖ  =  35*+28* 

700*+  70a?  +  70  +  40*  +  5  =  780*  +  75 

780*  +  75  =  780*  +  75. 

De  vergelijking  is  dus  identiek  en  zou  een  oneindig  aantal  ant- 

woorden  toelaten ,    indien   men    niet  wist ,   dat  *J — "■    i  een 

cijfer  voorstelt  en  men  dus  in  ieder  geval  heeft : 

5(2*-|-4)  ^  q  j       Verder  heeft  men  ,  dat  -f  (2* -f- 4)  een  ge- 

7  heel  getal  moet  zijn;   dewijl  uu  7  geen 

2x-|-4  <  43       factoren  gemeen  heeft  met  5 ,  moet  2*-|-4 

*  <C  6  een  zeven voud  zijn  ;    zij    2*  -(-  4  =  ltt 

dan  is  7/<43,  waarin  t  een    geheel  getal  is,  dus  <<y, 

derhalve  hoogstens  =  4.     Is  nu  2*  -J-  4  =  7 ,  dan  is  *  —  3  en 

het  begeerde  getal  is  345,  zijnde  het  eenige,  dat  aan  de  voor- 

waarden  van  het  vraagstuk  voldoet ;  waaruit  ons  blijkt ,   dat 

Th.  deb  Alg.  S 
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de  nevenomstandigheden  van  het  vraagstuk,  welke  niet  in  de 
vergelijking  konden  opgenomen  worden,  het  vraagstuk  volko* 
men  bepalen. 


§  16.   Onbepaalde  vraagstukken  van  den  eer- 
sten graad  met  twee  en  meer  onbekenden. 

1.  Wanneer  men  ééne  vergelijking  heeft  van  den  eerste» 
graad  met  twee  onbekenden ,  dan  mag  men  voor  eene  onbekende 
willekeurige  waarden  aannemen  en  kan  daarna  de  andere  onbe- 
kende uit  de  vergelijking  oplossen.  Hierdoor  ontstaan  voor  de 
beide  onbekenden  wederom  een  zeer  groot  aantal  waarden  ,  die 
intusschen  door  nevenomstandigheden  van  het  vraagstuk  zeer  be- 
perkt kunnen  worden.  Wij  brengen  deze  soort  van  vergelijkingen 
tot  drie  hoofd  vergelijkingen.  Men  vindt  namelijk  voor  eindver- 
gelyking  ax  -f-  by  =  c 

ax  —  by  =  c 
a-x  —  ly  =  0 
waarin  a,  b  en  e  positieve  getallen  voorstellen* 

Aanmerking.  Men  lette  hier  op  de  uitdrukking  eindver 
gelijking,  daar  wij  in  deze  paragraaf  voornamelijk  die  vraag- 
stukken zullen  behandelen  ,  welke ,  ofschoon  n  onbekenden 
bevattende ,  slechts  aanleiding  geven  tot  n — 1  onderling  on- 
af hankelijke  vergelijkin gen  van  den  eersten  graad,  waarbij 
de  eindvergelijking  dus  altijd  van  de  opgegeven  gedaante  k 

2.  Vraagstuk.  Er  zijn  twee  kogelstapels,  waarin  te  ze- 
men 180  kogels  liggen.  Telt  men  de  kogels  van  den  eerste* 
stapel  zeven  aan  zeven ,  dan  blijven  er  twee  over  en  telt  mm 
de  kogels  van  den  tweeden  stapel  dertien  aan  dertien ,  dan  blij- 
ven er  ook  twee  over.    Hoeveel  kogels  zijn  er  in  ieder  en  stapelt 

Veronderstelt  men ,  dat  men  uit  den  eersten  stapel  x  hoopen 
van  7  kogels,  uit  den  tweeden  stapel  y  hoopen  van  13  kogels 
kan  leggen ,  dan  heeft  men  de  vergelijking 

7ar  +  2  +  18y  +  2  =  180, 
waarin  x  en  y  geheele  getallen  moeten  zijn  en  bovendien  ,  on 
rechtstreeks  aan  de  vraag  te  voldoen ,  ook  positief. 


171  §  16  —  3. 

E      Uit  deze  vergelijking  volgt  7*=176-13y  of  #=25-^—^. 

7 

Maar  omdat  x  eengeheel  getal  moet  zijn,  moet  6y — 1  deelbaar 
zijn  door  7  ;  wij  kunnen  dus  stellen  6y  —  1  =  7jp ,  waarin  p  een 

geheel  getal  voorstelt.     Daaruit  volgt  y=zp+?--tl.  Dewijl  y 

een  geheel  positief  getal  moet  zijn  ,  moet  ^.~f  ■  ook  een  geheel 

getal  zijn ;   men  kan  dus  stellen  p-J-  i  =6^  oi  p=(Sq  —  i  , 
•  waarin  ook  q  weder  een  geheel  getal  is.  Daaruit  wordt  nu  on- 
middellijk afgeleid : 

y  —  1q  —  \ 

*  =  27—  13?, 
waarin  q  een  geheel  getal  moet  zijn.    Dewijl  y  en  x  positief 
moeten  zijn,  om  rechtstreeks  aan  de  vraag  te  voldoen,  is  ook 
noodzakelijk 

7?>1         en        27>13?; 
derhalve : 

Tusschen  deze  twee  grenzen  zijn  slechts  twee  geheele  waarden 
voor  q  gelegen  ,  namelijk  q  =  1  of  q  =  2 ;  men  vindt  dus 
s  =  14  of  =  1  en  y  =  6  of  =■  43. 

lx  -}-  2  =  aantal  kogels  van  den    eenen    stapel  =  100  of  9    ; 
13^  +  2=     /;         ii        n     ti    tweeden      n    =   80  of  174  ; 

zoodat  dit  onbepaalde  vraagstuk  maar  twee  waarden  voor  de  onbe- 
kenden toelaat. 

3.  Vraagstuk.  Een  man  koopt  vogeU  van  vijf  cent ,  van  één 
gulden  en  van  vijf  gulden  het  Huk.  Indien  hij  voor  f  100  honderd 
levende  vogels  koopt,  hoeveel  heeft  hij  er  dan  van  elke  soort? 

Stelt  men ,  dat  hij  x  vogels  heeft  van  ƒ  0,05  ,  y  van  ƒ  1 , 
dan  heeft  hij  er  100— x — y  van  ƒ  5.  De  eerste  soort  kost  hem 
^du»  &x*  ^e  twe6de  iOOy  f  de  derde  500  (100 — x — y)  cent, 
dat  is  te  zamen  ƒ  100 ;  derhalve : 

5*  +  1(%  +  80000  —  500a?  —  50%  =  10000. 
400y  +  495x   =40000 
8Qy+   99*    =8000 

8* 
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y=100  —  X  —  \%x. 
Dewijl  y  een  geheel  getal  moet  zijn ,  is 
49a?  =  8Qp, 

x  een  geheel  getal  moetende  zijn ,  is 
4p  =  49#, 

dewijl^  een  geheel  getal  moet  zijn,  is 
3^  =  4r , 


9  =  r  + 


Deze  waarden   van 
overbrengende, 
men  : 
r  =  3s9 

2  =  4*, 
P  =  i9*, 

x  s.  80* , 

y  =  400  — 99#. 


omdat  ook  £  een  geheel  getal  is,  heeft 
men 
r=3  *. 

Opdat  nu  #  en  y  geheele  positieve  getallen  zijn,  daar  hier  vai 
andere  getallen  ge«ne  sprake  kan  zijn ,  moet  s  ook  een  gehm 
positief  getal  zijn;  bovendien  moet  400  >  99*  dus  $<Cl*V 
Aangezien  er  nu  maar  één  geheel  positief  getal  kleiner  is  dai 
4  uV »  steil011  wij  *  =  4 ,  dan  wordt  a?  =  80 ,  y  =  4  en  het  onbe- 
paalde vraagstuk  is  zoo  bepaald  mogelijk,  daar  het  slechts óft 
antwoord  toelaat. 

4.  De  beide  vorige  vraagstukken  gaven  aanleiding  tot  eenej 
vergelijking  van  de  gedaante  ax  -f-  by  =  e , 
en  hadden  een  zeer  beperkt  aantal  antwoorden.  Thans  wiliea 
wij  een  vraagstuk  behandelen,  dat  aanleiding  geeft  tot  eene 
vergelijking  van  de  gedaante  ax  —  ly  =  e , 
en  wij  zullen  vinden ,  dat  daaraan  een  oneindig  groot  aantal 
antwoorden  voldoen. 

Vraagstuk.  Twee  geheele  positieve  getallen  verschillen  30. 
Deel  ik  het  grootste  door  4  4 ,  zoo  rest  er  2 ;  deel  ik  het  klemt* 
door  42 ,  zoo  rest  er  6.     Welke  zijn  die  getallen  ? 

Het  grootste  getal  voorstellende  door  44#-|-2,  het  kleinste 
door42y  +  6,  heeft  men  de  vergelijking: 

\\x  —  42$/  =  54 


ajr=44-t/-f-  — ~~   en  omdat  #  een  geheel  getal  moet 

44 


ZIJD, 


40-f-y: 

y  =s44/; 


-  40 ,  derhalve  x  =  42/?  —  6. 
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Opdat  x  en  y  geheele  positieve  getallen  zijn,  behoeft  men 

slechts  te  voldoen  aan  de  voorwaarde  44jp>  40 ,  d.  i.  p  >  {^-. 

Neemt  men  dus  voor  p  achtereenvolgens  4,  2,  3,  4,  enz, 

dan  vindt  men  x  =  6  ,      48 ,  30 ,  42 ,  enz. 

y  =  4,      42,  23,  34,  enz. 

Zoodat  de  getallen  zijn :  ( 68 ,    200 ,        332 ,        464 ,  enz. 

(48,    450,        282,        444,  enz. 

welk  aantal  antwoorden  men  tot  in  het  oneindige  voort  kan 
zetten. 

&  Tot  eene  vergelijking  van  de  gedaante  as  —  by  ~  0  geeft 
aanleiding  het  volgende 

Vraagstuk.     Men  vraagt  een  getal ,  dat  te  gelijkertijd  door 
ien  ii  deelbaar  is. 

,  Dit  getal  kan  voorgesteld  wordendoor  3a?  en  door  44  y;  der- 
jttveis 

.3*-44y,  «  =  3y  +  |jr,  2y  =  3p,  y  =  p-f-|p,  P  =  2jf. 
L  xzniiq  y:=3g. 

„  Hierin  kan  men  voor  q  alle  geheele  positieve  getallen  nemen 
/*  vindt  zoodoende  een  oneindig  aantal  antwoorden  ,  die  aan 
4  waag  voldoen* 

Aanmerking.    Zoodanige  onbepaalde  vraagstukken  ,  als 
wij  in  dit  en  het  voorgaand  N°.  behandeld  hebben  ,  worden 
dikwerf  nader  bepaald  door  de  bijvoeging:  *men  vraagt 
de  kleinste  geheele  getallen ,  die  aan  de  vraag  voldoen/' 
Ofschoon  er  dan  slechts  één  antwoord  kan  gegeven  worden , 
bl|jft  het  vraagstuk  onbepaald ,  omdat  zonder  eene  nadere 
aanwijzing  van  het  antwoord  het  onbepaald  aantal  ant- 
woorden mogelijk  bleef. 
Vraagstuk.    Men  waagt  het  kleinst  geheel  positief  ge- 
,  dat  door  3  gedeeld  2 ,  door  7  gedeeld  4  en  door  8  gedeeld 
W  rest  laat. 

Volgens  de  voorwaarden  van  het  vraagstuk  kan  men  het  getal 
Hen  door:  3#-f-2,  7y  +  4  en  8s+B,  zoodat  men  de 
kingen  heeft: 
3a?  +  2  =  7y+4     en    3<r+2  =  8s  +  5. 
Uit  de  eerste  vergelijking  vindt  men ,  door  op  de  gewone  wijze 
handelen : 
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3*  =  ïy  —  1 
s  =  2y  +  £=I 

y  =  Bp  -f-  I ,        derhalve  x  =  7/>  -I-  2. 

Substitueert  men  nu  deze  waarde  van  a?  in  de  tweede  vergelij- 
king ,  dan  heeft  men  : 

Sz  =  2 1  p  -f-  3 ,  of  door  terug  te  werken : 

bp  -f-  3  «  =  2* , 


2=2/?  + 


r  =  3f\ 


,  3?  —  3  0  =  62+1, 

r      *           5  ^=8*4-1, 

„__„   .   1    ,   2r  s  =  212  +  3, 

*                       3  *  y  =  24*-f-4, 

s  #  =  562-4-9. 


r  =  * 
5  =  22; 

Dewijl  o? ,  y  en  *  aan  geene  andere  voorwaarden  moeten  vol- 
doen ,  dan  dat  zij  geheel  positief  zijn,  kan  men  voor  t  alle 
mogelijke  waarden  nemen  van  0  tot  -f-  oo .  De  kleinste  waar- 
den van  a?,  y  en  z  zijn  dus  9,  4 ,  3 ,  gevende  volgens  den  eisen 
van  't  vraagstuk  het  zelfde  getal  29. 

Men  ziet  hieruit,  dat  het  vraagstuk ,  ofschoon  met  drie  onbe- 
kenden ,  opgelost  wordt  even  als  een  vraagstuk  met  twee  onbe- 
kenden. Men  drukt  eerst  twee  onbekenden  uit  in  eene  derde , 
substitueert  de  waarde  van  ééae  dier  onbekenden  in  de  tweede 
vergelijking  en  handelt  dan  op  de  gewone  wijze.  Wij  willen 
thans  nog  een  vraagstuk  behandelen  met  vier  onbekenden. 

7.  Vraagstuk.  Men  vraagt  vier  geheele  positieve  getallen 
te  vinden  zoodanig ,  dat  de  som  van  driemaal  het  eerste ,  vij finaal 
het  tweede,  zesmaal  het  derde  en  zevenmaal  het  vierde  gelijk  is  aam  \ 
tachtig ;  dat  vijfmaal  het  eerste,  plus  tienmaal  het  tweede,  plvê 
twintigmaal  het  derde,  plus  veertigmaal  het  vierde,  gelijk  is  aam 
driehonderd  twintig  en  dat  de  som  van  het  eerste  en  tweede  gelijk  fr 
aan  het  vierde. 

Stelt  men  de  onbekenden  voor  door  x,  y ,  «  ene,  dan  is ; 
3*+5y-f  6«4-7t>=50,  5H-10y-f-20K+40t?=320,  «+*««• 
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Trekt  men  nu  tweemaal  de  eerste  vergelijking  van  het  •}  ge- 
deelte der  tweede,  dan  vindt  men: 

10»  —  4y  —  3ff  =  S2; 
of,  omdat  volgens  de  derde  vergelijking  10ü  =  10#  -j-  lOy, 
6y  +  7*  =  32 

y  =  5  —  x+'^t 

x  =  2  —  6>  ,  dus  y  =  3  +  7/>, 

t7  =  :r-|-y  =  5-|-^  en  «  =  4  —  4jp. 
Dewijl  x ,  y ,  «  en  c  geheeie  positieve  getallen  moeten  zijn , 
n.oet  j[>  ook  een  geheel  getal  zijn ;  verder  is  2  >  6jt?  dusj*  <  |. 
Neemt  men  p  negatief ,  dan  moet  3  >  lp ;  er  blijft  dus  geene 
andere  waarde  danjo  =  0,  waardoor  men  vindt  jr  —  2 ,  y  =  S, 
«  =  4  en  9  =3  5. 

Wilde  men  ook  sommige  negatieve  waarden  toelaten,  dan 
«rade  men  weder  een  zeer  groot  aantal   antwoorden  vinden. 
Aanmerking.    Voorstellen  als  het  laatste  komen  zeer  veel 
voor  in  de  mengingrekening,  vooral  als  er  van  menging 
van  edele  metalen  sprake  is,  In  de  oudere  rekenboeken  wor- 
den zij  gebracht  tot  de  Regula  coeci  of  regula  ctcis  ook  regula 
virginum  genoemd.     Vergalyk  o.  a.  Fracticgue  om  te  leeren 
Bekenen,  Oypheren  ende  Boeckhouden ,  deur  Nicolaum  Petbi 
Dauentriensem  1591  en  alle  volgende  rekenboeken  tot  aan 
dat  van  Steabbe  toe,    Klüqel  W.  i.  v.     Eflee  II ,  30. 
Jean  Trenchant  II,  pag.  198  etc.  —  In  mijne  Theorie  der 
Algem,  Rekenk.  vindt  men  soortgelijke  vraagstukken  opge- 
lost. Deel  II,  pag.  115. 
8.     Wij  hebben  ons  tot  hiertoe  bezig  gehouden  met  vraag- 
stukken ,  wier  eindvergelijking  slechts  twee  onbekenden  bevatte. 
Om  aan  de  algemeenheid  niet  tekort  te  doen,  willen  wij  thans 
nog  een  voorbeeld  uitwerken ,  waarin  de  eindvergelijking  meer 
dan  twee  onbekenden  bevat. 

Vraagstuk.    Men  vraagt  drie  getallen  zoodanig,  dat  het 
tweevoud  van  het  eerste ,  vermeerderd  met  het  drievoud  van  het 
tweede  en  het  viervoud  van  het  derde  gelijk  is  aan  29. 
Stelt  men  de  getallen  voor  door  *,  y,  z>  dan  is 

2* -f- 3y -t- 4*  =  29. 
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Hieruit  de  onbekende  met  den  kleinsten  coëfficiënt  oplossende, 

is  «=14  —  y  —  %z — ■"       . 

9  2 

Verlangt  men  voor  x ,  y ,  z  geheel  willekeurige  getallen,  dan 
kan  men  voor  twee  der  onbekenden ,  bijv.  voor  y  en  z  zoodanige 
waarden  aannemen  en  vervolgens  x  oplossen. 

Verlangt  men  geheele  getallen ,  dan  behoeft  men  slechts  te  zor- 
gen ,  dat  *— -  een  geheel  getal  is ,  derhalve  zal  aan  het  vraag- 

2 

stuk  voldaan  worden,  indien  men y slechts  oneven  neemt. 
Verlangt  men  positieve  geheele  getallen ,  dan  stellen  wij 

?-— -  =  p ,  zoodat  y  =2/7  +  1. 

Verder  vindt  men:  *  =  13  — (3f-f-2*).  Uit  den  aard  der 
laatste  voorwaarde  volgt  nu  nog,  omdat  x,  y  en  z  geheele  po- 
sitieve getallen  moeten  zijn : 

13>3/>  +  2s  ;/  =  2/?  +  l  2?  +  4>0 

2s<13  —  Sp  P>  —  ï 

3?<13 

P<H 

Opdat  aan  deze  voorwaarden  voldaan  worde ,  neme  men  ach- 
tereenvolgens j?  =  0,  1,  2,  3,  4,  dan  zal  men  vinden,  omdat 

.  13—3? 

p  =  0         y  =  l;  s  =  6,5,4,3,2,l;a?  =  l,3,5,7,9,ll. 
^  =  1    ;;y  =  3;*=  4,3,2,1;*=       2,4,6,8. 

p^ï   ^   ^  =  5;  s=  3,2,1;  *  =  1,3,    5. 

jP  =  3  -g  y  =  7;  5r=  1;  a?  =  2. 

ƒ>  =  4        y  =  9 ;  s  =  0;  voldoet  niet. 

Aanmerking.  Bovenstaande  oplossing  is  voldoende  om 
den  weg  te  wijzen ,  hoe  men  in  soortgelijke  gevallen  te 
handelen  heeft.  Met  ecnige  weinige  opmerkzaamheid  zal 
het  niet  moeilijk  vallen  de  limieten ,  waarbinnen  de  ant- 
woorden liggen,  aan  te  wijzen.  Zoo  volgt  bijv.  uit 
2s  <  13  —  Zpt  dat  13  —  Sp  >  2  ,  anders  kan  z  geen  ge- 
heel getal  zijn ,  zoodat  p  <  4  weder  eene  nauwere  grens 
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ia  dan  f  <  H  5  door  P  <  4  *e  nemen  vervalt  juist  de 
waarde ,  die  z  =  O  maakt  en  die  wij  daarom  verworpen 
hebben. 


§  17.   Onbepaalde  vraagstukken  met  twee  on- 
bekenden, waarin  eene  onbekende  van 
den  eersten  graad  is. 

1.  De  vergelijkingen ,  waarvan  hier  sprake  is ,  hebben  tot 
algemeene  gedaante: 

a-^bx-^cy-^dx^-^-exy-^fx*  ~\-gx*y-\~  ***  +  *x%$  ~h  enz-  =  0. 
Wij  zullen  ons  tot  eenige  weinige  voorbeelden  bepalen,  die  ons 
duidelijk  zullen  maken,  hoe  in  dergelijke  gevallen  gehandeld 
moet  worden.  Voor  het  overige  veronderstellen  wy ,  dat  hier 
alleen  sprake  is  van  geheele  positieve  getallen* 

2.  Vraagstuk.  Het  product  van  twee  getallen ,  vermeer- 
derd met  hunne  som,  is  gelijk  aan  89;  welke  zijn  die  getallen? 

Stelt  men  de  getallen  voor  door  *  en  y ,  dan  is 

xy  +  *-{-y  =  89      of     (*-f-l)y  =  89 — x\ 

derhalve  ,=  *?=!!-_  l  +  JL. 

9      H-i  ar-f-i 

Dewijl y  een  geheel  getal  moet  zijn,  is  90  deelbaar  door  «-{-1 » 
en  dewijl  90  tot  deelers  heeft : 

4,    2,    3,    5,    6,9,40,15,48.30,45,90, 
is*=    0,    4,    2,    4,    5,8,    9,44,47,29,44,89; 
y=  89,  44,  29,  47,  44,  9,    8,    5,    4,    2,    4,    0. 

De  laatste  getallen  zijn  dezelfde  uitkomsten  als  de  eerste ; 
neemt  men  bovendien  0  niet  in  aanmerking,  dan  heeft  men  de 
volgende  antwoorden: 

*==   4,    2,    4,    5,  8; 

y  =  44,  29,  47,  44,  9. 

3.  Vraagstuk.  Zevenmaal  het  product  van  twee  getallen , 
vermeerderd  met  tienmaal  het  eerde  en  zesmaal  het  tweede  getal , 
bedraagt  80 ;  welke  zijn  die  getallen  ? 
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Stelt  men  de  getallen  voor  door  x  en  y,  dan  heeft  men  onmid- 
dellijk :  Ixy  +  10*  -f  6y  =  80 , 

of  (7^+6)^=80-10. ;  d.  i,  y  =  8°=™f  of  7y  =  T7.0"»*60 , 

/a?-j-o  /j:-|-o 

waaruit    7y  =  —  10  + 


7'-f-6 


Omdat  ly  een  geheel  getal  moet  zijn ,  moet  ook opgaan. 

7«+6 

De  deelers  van  620  zijn:  1,2,4,  5,  10,  20,  31,  €2,  124, 
155 ,  310,  620.  Van  deze  deelers  kan  men  alleen  die  gebruiken, 
welke  met  6  verminderd  een  ze  ven  voud  opleveren,  dus  20  en  62. 
Hieruit  nu  vindt  men  gemakkelijk  x  =  2  en  y  =  3 ,  of  x  =  8 
en  y  =  0  ;  zoodat  er  in  den  eigenlijken  zin  van  het  vraagstuk 
slechts  door  6én  antwoord  voldaan  wordt. 

4..  De  vraagstukken,  in  de  beide  vorige  N°a.  opgegeven, 
zijn  van  de  algemeene  gedaante 

mxy  z=ax-\-by-\-c9 («) 

waarin  m,  a ,  b  en  e  bekende  getallen  zijn.  In  het  eerste  vraag- 
stuk is  m  =  1 ,  a  —  b  =  —  1 ,  e  =  89 ;  in  het  tweede  is  m  =—  7 , 
«  =  — 10  ,  #  =  —  6,c=80.  Op  gelijke  wijze  handelende  , 
als  wy  in  de  beide  vorige  voorbeelden  deden  ,  vindt  men : 

(mx — b)yzzzax  +  c9  dus  y  =  — 3L-. 

#i#— — o 

Vervolgens  verdrijft  men  a?  uit  den  teller ,  door  beide  leden  der 

laatste  vergelijking  met  m  te  vermenigvuldigen ,  zoodat 

max-\-mc             .    meA-ab 
my  =  X_  =  aH ' 

ww — b  mx — b 

Dewijl  my  een  geheel  getal  is,  moet  ■  '  '       zulks  ook  zijn ;  »**— 6 

is  derhalve  een  deeler  van  wc  -f-  ad.     Schrijft  men  nu  alle  deelers 

van  me  -\-  ab  op ,  dan  zullen  die  deelers  waarden  voor  $  zijn  , 

welke  met  b  vermeerderd ,  een  w-voud  zijn.     Zijn  nu  onder  de 

deeleïs  van  me  -f-  ab  een  of  meer,  die  den  vorm  mx—b  hebben, 

dan  is  me  -\-  ab  ontbindbaar  in  twee  factoren ,  want  uit 

.   mc-\-ab      i  .  mc-\-ab 

myzz.a  +      ~      volgt  my  —  a=z — lz, 

mx — b  mx — b 

of  (my  —  a)  {mx  — b)  ^mc-{-  ab. 
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5.  De  handelwijze  van  het  vorige  N°.  is  algemeen  en  kan 
toegepast  worden  op  alle  vormen  van  de  algemeene  gedaante, 
die  wij  in  N°.  1  hebben  opgegeven.     Heeft  men  bijv, 

j»ar*  -f-  nxy  =  aa  -f"  ty  H"  c  > 

dan  is        y  = 7-!—  ,  of  na  vermenigvuldiging  met  n* 

y*  *  =  —  wnx  -f-  a»  —  mb  + J ; 

nx — b 


riji  nn  y**  een  geheel  getal  is ,  moet  ook  het  gebroken  uit 
bet  tweede  lid  een  geheel  getal  worden ;  men  spoort  derhalve 
de  deelera  op ,  die  met  b  vermeerderd,  door  n  deelbaar  zijn ,  enz. 

Heeft  men  de  vergelijking 

g**y  -f-/**  +  **y  +  fe%  -f*  ty  -f*  bx  s»  a  , 

dan  is  y  =  ~  ^*   "7* . — ~T  *         »   met   welken  vorm  men 

gx*  -f~  €x  ~T  c 

wederom  op  dergelijke  wijze  handelt» 


i  18.   Over  het  rationeel  maken  van  eenige 

polynomia. 

L    Vraagstuk.     Welke  waarde  moet  men  aan  x  geven, 
opdat  1  +  **  een  zuiver  vierkant  worde  ? 
Stellen  wij  1  -f-  &*  =  (x  +  q)%  >  dan  vinden  wy  : 
1  +  *»  =  x*  -{-  fyx  -f-  $*  , 

of  *:=  _L-,  waarin  men  voor  #  alle  geheeleen  gebroken, 

positieve  en  negatieve  getallen  nemen  kan. 
Substitueert  men  de  gevondene  waarde  van  w ,  dan  vindt  men  : 

i  +  „»-]  +(l-i%)%  -  V  +  i-V  +  y4  _ 
i  +  2y»  +  g»  _  /i+?»y 

4j*  V    2?   /  ' 

Vermenigvuldigt  men  het  tweede  en  vijfde  lid  dezer  verge- 
lijking met  ty1 ,  dan  heeft  men  : 
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of        (1  —  y»)*  ==  (f  +  ?»)ï  —  (2y)»  j 
waaruit  wij  leeren :  twee  vierkanten  te  vinden  ,  wier  som  t  en  twee 
andere  vierkanten,  tcier  verschil  een  vierkant  is. 
Neemt  men  bijv,  q  =  3 ,  dan  ia 

86  +  64  =  100 

64  =  400—86. 

Men  kan  aan  bet  vraagstuk  ook  nog  op  eene  andere  wijze  vol- 
doen f  door  te  stellen : 

4  4-*'  =(l  +  ïfV  =1  +  2*-*  +  "!£? 

n*x  —  »|jf=2//i» 
2wi» 

Hierdoor  wordt : 
4  -4- x*  =  \  4-  /    2mH    V  —  »*  — g^^+^+4»»»»  _ 

waaruit  wederom  volgt: 

(wi_»tJ)»  -f  (2M«)s  =  («»  +  w»)i , 

of  indien  men  tot  voorbeeld  neemt  »  =  2  ,  »i  =  1 : 

9  +  16  =  2». 

2.  Vraagstuk.  Welke  waarden  moet  men  aan  x  geven, 
opdat  na1  +  4  een  zuiver  vierkant  worde  en  tevens  een  gehed 
getal  zij? 

Indien  hier  eveneens  gebroken  waarden  voldeden ,  zoude  men 

slechts  te  stellen  hebben  «#*  4-  4  =  /  4  -+-  5ü)  ,  waardoor  men 

voor  *  vindt  — ™  ..    Dewijl  hier  echter  alleen  sprake  is  van 
nq* — p* 

geheele  getallen ,  zullen  wij  een  geheel  anderen  weg  moeten  in- 
slaan. • 
Vooreerst  merken  wij  op,  dat»  noch  een  negatief  getal,  noch 
een  volkomen  vierkant  mag  zijn ,  want  is  n  negatief,  dan  is  uit 
nx*  -(-4  geen  wortel  te  trekken  ;  is  n  eeu  volkomen  vierkant, 
dan  zal  nx*  4~  \  een  getal  voorstellen ,  dat  eene  eenheid  grooter 
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is,  dan  een  volkomen  vierkant  en  dus  geen  vierkant  zijn  kan. 
Bovendien  is  de  metbode ,  die  wij  hier  zullen  aanwijzen ,  ofschoon 
algemeen,  slechts  toepasselijk  voor  ieder  geval  in  't  bijzonder; 
wij  zullen  daarvan  een  paar  gevallen  uitwerken.  Zij  n  =  2 , 
dan  moet  2a?1  +  4  een  volkomen  vierkant  zijn.  Dewijl 
2#  *>  v(2**  +  4) > x ,  stellen  wij  2**  +  4  =  (* -j-jd)*  of 
2*2  -f- 4  =a>*  -f-2fwr+jp*  of  x* — 2/w— />  *  -f  4  =0; 
of  alleen  den  positieven  wortel  in  rekening  brengende: 

*=i>  +  v(2l>1—  4). 

Het  komt  er  dan  slechts  op  aan ,  dat  2p*  —  i  een  vierkant  zij ; 
zulks  heeft  plaats ,  indien  men  p  =  1  neemt ;  men  heeft  dus 
*  =  2.  Hieruit  volgt  2#*  -f"  *  =  9 »  we^  gstal  ^^  volkomen 
vierkant  is. 

Nemen  w\j  nu  n  =  3 ,  dan  moet  3*r  -f-  4  een  volkomen  vier- 
kant worden.  Dewijl  3a?>|/(8#*  -|-4)>*,  stellen  wy 
3**  -f4  ==(*+jo)1  =  **  +2p*+J**  of  2*»— 2?*-^»  +4=0, 

waaruit  *  =  r  t  K  UP  %     Hierin  moet  8/?1  — 2  een  vol- 

komen  vierkant  zyn,  en  dewijl  V(Sp% —  2)>/>  en  dus  ook 
x  >  —>JP  nioet  zijn ,  stellen  wjj  #=jp  -|-  #  en  vinden  dan: 

2/>+22=j^+k''(3p,  —  2)      of     p  +  2q=zV(Sp*  —  2). 
Deze  laatste  vergelijking  in  het  vierkant  brengende,  levert: 
J01  -J-  Apq  +  4fl*  =  dp1  —  2,  waaruit  gevonden  wordt 

P  =  ?  +  ^(3?l+4). 
Stelt  men  hisrin  j=0,  dan  isj5=l  en  *=4  ,  zoodat  men  heeft: 

3** +4  =4. 
Aanmerking.  Deze  leerwijze  is  van  Pell  en  wordt  door 
Euleb medegedeeld.  (Ecler,  Aty.U,ll&).  Ofschoon  elke 
waarde  van  n  eene  andere  herleiding  vereisebt,  komen  de 
herleidingen  toch  in  zoo  verre  overeen ,  dat  men  uit  de  beide 
uitgewerkte  voorbeelden  met  niet  zeer  veel  moeite  zal  kun- 
nen bepalen ,  wanneer  5#*+4 ,  6a?1-f"4  enz.  volkomen  vier- 
kanten zijn.  Wij  laten  het  onderzoek  hiernaar  aan  den  Lezer 
en  verwijzen  hem  voor  eene  breedvoerige  behandeling  naar 
het  aangehaalde  werk.  Overigens  willen  wij  voor  hen,  die  dit 
werk  niet  in  hun  bezit  hebben ,  nog  een  voorbeeld  uitwerken. 
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3.     Vraagstuk.     Men  vraagt  voor  x  zoodanige  waarde  te 
bepalen,  dat  iSx%  4-4  een  geheel  volkomen  vierkant  worde. 
Dewijl  4a? >  \/  (43#*  4-  4)  >  Sx ,  stellen  wij  iSx*  +  4  =z 

=  (3x+p¥=9x*+Gpx+p* ,  waaruit  ~— fr+^OV-4) 

dus  *>£/>.  Stellen  wij  nu  x=zp+q,  dan  is  ^+4^=K(43j»*-4)f 

waaruit  na  behoorlijke  herleiding  gevonden  wordt: 

p  _  g+K03?>+3)>  dusi?:>^    stellen  wij;?_ö+rf  d^ 

is  2?  -f  Sr  =  V(ity*  4-  3),  waaruit  na  behoorlijke  herleiding 
gevonden  wordt :  g  =  2r+H<3r>-3)>  dus  £>r.  Stellen  wij 

^z=r+«,  danisr==f±l^i?£i+i),  dus  r >*•  Stellen  wij 
>•=*+*,  dan  is  r=  3^4-1/(43^—  4),  dus*>6£  Stellen  wij 
s=U+u,  danis*  =  3«+^(*3»'+4),  dus  *>«.  Zij  dus 

t=zn-\-v>  danis«  =  t?"*"^     P         ',    dus  u>v.    Zy  nu 

u = t?  +  «? ,  dan  is  t?  =  —  ^  v  — -' ,  dus  »>«?.  Stellen  wij 

v=u>+y,  danisfp=y"*"^  i*  """     '  dus  W>V-     Zij  dus 

*=y-M,  danisy=3s  +  l/(43sJ-f  4).  Deze  vorm  gelijk- 
vormig  zijnde  met  den  eersten ,  nemen  wij  z  —  0  en  vinden  dan 
door  terugwerking : 

z  ,  y,  w,  v,  u,   t,    8  ,    r  ,    q  ,    p    ,     *, 
0,  4,  4,  2,  3,  5,  33,  38,  71,  409,  480, 
zoodat  480  na  0  het  kleinste  getal  is ,  dat  men  voor  x  kan  sub- 
stitueeren,  opdat  43a'  +  4  een  volkomen  vierkant  zij. 
Inderdaad  vinden  wij  43a?*  +4  =42120!  zzr(649)J. 

Aanmerking.  Men  ziet  uit  deze  bewerking ,  tot  welke  las- 
tige herleidingen  dit  vraagstuk  aanleiding  kan  geven.  * Lors- 
qu'il  s'agit  de  norabres  plus  grands ,  on  est  souvent  obligé 
de  passer  par  dix  fois  plus  d'opérations  que  nous  n'en  avons 
eu  a  faire  pour  Ie  nombre  43."  Men  kan  hierover  misschien 
eenigszins  oordeelen  door  op  te  merken,  dat  voor  »  — 64 


183  §  18  —  4. 

voor  *  gevonden  zal  worden  226453980,  zijnde  na  x=0 
het  kleinste  getal,  dat  in  dit  geval  61?'  -|-  4  een  geheel 
vierkant  maakt    Extlee  II,  pag.  434. 
4.     Vraagstuk.     In  welke  gevallen  kan  a  -f-  bx  -f-  es*  tot 
geen  volkamen  vierkant  herleid  worden  ? 

Om  het  overzicht  van  dezen  vorm  te  vergemakkelijken ,  ver- 
drijven wij  den  tweeden  term  en  stellen  daartoe  x  =1ÜTZ. .  waar- 

door  bij  overgaat  in ÏZ. .  Dewijl  deze  uitdrukking  een 

4c 

volkomen  vierkant  moet  worden,  stellen  wij  haar  gelijk  aan  — 

4 

en. vinden  dan  y*  zzicz*  -\-b%  — 4ac.  Is  nu  de  laatste  vorm  een 

volkomen  vierkant ,  dan  zal  de  opgegeven  vorm  zulks  ook  zijn 

en  omgekeerd.  Stellen  wij  verder  b* — 4ac=p  t  dan  zal  men 

slechts  behoeven  te  beoordeelen ,  in  welke  gevallen  cz1  ~\-p  geen 

vierkant  zal  kunnen  opleveren. 

Is/?  ==0,  dan  zal  cz*  geen  volkomen  vierkant  kunnen  zyn, 
tenzij  e  zulks  ook  zij*  Is  jt?  niet  gelijk  aan  0,  dan  zal  men  dooi* 
de  deelers  van  een  getal  kunnen  bepalen  of  cz *-\-p  een  volkomen 
vierkant  kan  worden  of  niet. 

Nemen  wij  bij  voorbeeld  den  deeler  5 ,  dan  worden  alle  ge- 
tallen voorgesteld  door  5»,  5»-|-4,  6»-|-2,  5»-j-3  of  5»-f"4. 

Het  vierkant  van  5»  is  niet  alleen  deelbaar  door  5 ,  maar  ook 
door  25. 

Het  vierkant  van  5»+4  ,  door  5  gedeeld  wordende ,  laat  tot 
rest  4* 

Het  vierkant  van  6»-f-2  door  5  gedeeld  wordende ,  laat  tot 
rest  4. 

Het  vierkant  van  5»  -f-  3  door  5  gedeeld  wordende ,  laat  tot 
rest  4. 

Het  vierkant  van  5»-}-4  door  5  gedeeld  wordende ,  laat  tot 
rest  4. 

Derhalve  zal  een  getal,  dat,  door  5  gedeeld  wordende,  opgaat, 
en  niet  door  25  gedeeld  kan  worden  ,  geen  vierkant  zijn ,  terwijl 
een  getal ,  dat  door  5  gedeeld  wordende,  niet  opgaat,  maar  eene 
rest  2  of  3  laat ,  evenmin  een  vierkant  zal  zijn. 
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Er  blijft  ons  nog  over  aan  te  toonen,  dat  de  vorm  S«*+2, 
zijnde  x*  gelijk  aan  n,  ook  geen  vierkant  kan  opleveren,  in  geval 

x  een  gebroken  is.   Veronderstellen  wij  derhalve  x  =r  -2.,  waarin 

z 

i/enz  relatief  priem  zijn ,  dan  moet ,  opdat  -^-  +  2  een  volko- 
men vierkant  zij  f  §y%-\-%z*  ook  een  vierkant  zijn.  Nemen  wjj 
nu  aan ,  dat  z  deelbaar  is  door  5 ,  dan  kan  men  voor  z  schreven 
6£ ,  en  men  heeft :  5y*  -f-  2z*  =s  5y*  -f-  B0£ %.  Dewijl  nu  deze 
vorm  wel  door  5,  maar  niet  door  25  deelbaar  is  (y  en  s  onderling 
ondeelbaar  zijnde)  kan  hij  ook  nooit  een  volkomen  vierkant  zijn.  — 
Soortgelijke  redeneeringen  kan  men  op  alle  deelers  toepassen ,  om 
daaruit  eigenschappen  af  te  leiden ,  waaraan  men  de  mogelijk- 
heid van  een  volkomen  vierkant  te  worden  of  niet ,  toetsen  kan. 

5.  Vraagstuk.  Welke  waarden  voor z zullen  a >\-bx-\-cxx 
een  volkomen  vierkant  maken  ? 

a).  Nemen  wij  aan ,  dat  e  een  volkomen  vierkant  is ,  byv. 
zzzp*  ,  dan  stellen  wij : 

V  n  /  n  n* 

..  »&*— an* 

waaruit  x  =  t-t — s . 

on* — 2pmn 

Deze  waarde  voor  x  in  den  opgegeven  vorm  overbrengende, 
vindt  men: 


=  ± 


tymn 
bmn — apn  * —m  %p 


Imt—fymm. 

b).    Nemen  wij  in  de  tweede  plaats  aan ,  dat  a  een  vierkant 
is,  en  stellen  wij  derhalve  a  =ƒ>*  ,  dan  kunnen  wij  stellen: 

waaruit  na  behoorlijke  herleiding  volgt: 

x  _  —  . 

»»a — en1 

Deze  waarde  voor  x  in  den  oorspronkelijken  vorm  overbren- 
gende ,  vindt  men : 
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Aanmerking,  Men  zal  opgemerkt  hebben ,  dat  voor  den 
wortel  van  den  opgegeven  vorm  altijd  zoodanige  vorm 
gesteld  is ,  dat  of  de  hoogste  macht  van  x  verdwijnt ,  of 
de  bekende  term.  Dewijl  er  in  het  laatste  geval  door  x 
gedeeld  wordt,  zal  #  =  0  ook  eene  waarde  zijn,  die  vol- 
doet ;  hetgeen  ook  aanstonds  in  het  oog  valt. 
c).  De  vorm  ex*  +  bx  -+■  *  >  waarin  nu  noch  a,  nooh  c  een 
volkomen  vierkant  behoeft  te  zijn ,  is  altijd  ontbindbaar  in  twee 

fectoren,  namelijk i«^  +  t!^^| Jh-14^^. 

Is  nu  hierin  p^*— 4ac)  rationeel,  kan  dus  c*a+&r-|-a  ont- 
bonden worden  in  de  factoren  (p#-\-q)  (**-H)  >  dan  ^an  de  °P' 
gegeven  vorm  tot  een  volkomen  vierkant  herleid  worden. 
Wij  stellen  daartoe : 

{?*+!)  (r*+s)  =  (rfox+q)y 


ra» 


of  rx  +  az=z  -j(^-H), 

waaruit  x  =  -^ —. 

n%r — m*p 

d).  Indien  de  vorm  ex1  -{- bx  -\-  a  herleidbaar  is  tot  de  ge- 
daante {p*-\-g)%  +  (*•#+*)  (f*+«) ,  dan  kan  hij  ook  tot  een 
volkomen  vierkant  herleid  worden ,  want  stellen  wij 

ex*  -f-  bx  -+-  a  =  (px  -+-  q) *  -h  (rx  -f-  «)  (tx  +  u)  = 

dan  is: 


w 


(jp«H-?)1-Hrar-r-s)(^4-«)  =  (jD^-r-Sr)J  H (px+q)(2rx+s)  + 


n 


s 


+  ?i  t**-5)1 


fcr  +  w  =  —  ( f tf-r-?)  4-  ^  (r*+*) 
^tmnq^-m^s — n*u 


1 
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6.     Wij  willen  op  de  bovenstaande  herleidingen  eenige  toe* 
passingen  maken  en  vragen  daarom : 

a).     9#*  +  7*  +  20  tot  een  volkamen  vierkant  te  herleiden. 

Hier  stelt  men  9**-f-7H-20=( $*+-) %=ïx*  +  —  x-\-  «; 

\  n/  n  nx 

—  7w* — 6/»» 
Stelt  men  hierin  m  =  5 ,  »  =  i,  dan  vindt  men : 


\  M*J  / 

Stelt  men  m  =  4  en  »  =  4  f  dan  komt  er: 
9a? *  +  lx  +  20  «  3136  -  (56) *. 

b).     2#*  -\- 1  x  -\-  \§  tot  een  volkomen  vierkant  te  maken* 

TT.    .     .  n*è — %>mn       lnl — 8/»» 

Hierin  isa?  = — - — £-y-  = — 5 — ^-r-. 

m* — en1  m* — 2»* 

Stellen  wij  nu  hierin  m  =»  »  =  4  ,  dan  vinden  wij  a?  =  4  , 
dus  2a?>  -f  lx  +  46  =  25  =  5». 

Nemen  wy  daarentegen  »  =  3  en  a»  =  4  ,  dan  vinden  wij 
X  =  —  |J;  dus  2a?1  +  7*  -f  16  ==  3fV95  =  (ff)*- 

c).     6#*  -f-  x  —  42  fotf  m&  volkomen  vierkant  te  herleiden. 

Dewijl  6  en  42  geen  van  beiden  volkomen  vierkanten  zijn, 
beproeven  wij  of  de  vorm  ontbonden  kan  worden  in  twee  fac- 
toren ;  wij  vinden  daarvoor  (2#-f-3)(3fl — 4),  zoodat  men  heeft: 

m%q — »**         3m*4-4»* 
»*r — mlp        3»* — 2w* 

Neemt  men  hierin  m  =  4  en  »  =  4  ,  dan  vindt  men  #=  7 
en  (2x  +  3) {3x  —  4)  =  6s*  +  x  —  12  =  289  =  (47)*. 

d).     &r*  -|"  33#  -(-  ^  ^  een  volkomen  vierkant  te  herleiden. 

Dewijl  8a?J+33a?+i4  =  (2ar+3)J  +(a?+8)(4a?+4)  wordt 
j9s=2,  #  =  3 ,  r  =  4  ,  *  =  5 ,  £  =  4 ,  «  =  4  ,  en  dus 


6j»»-|-8>»* — »* 

4»J— 4/»« — m%' 

Neemt    men  hierin    m  =  n  =  1 ,    dan    is   #  =  —  40  en 

8s*  -f  33»  +  44  =  484  =(22)*  ; 

neemt  men  m  —  2  en  n  =  1  ,  dan  wordt  a?  =  —  y  en 

8a*  +  33a  f  44=  VV  =(V)1- 
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7.  Vraagstuk.  Men  vraagt  vierkanten,  wier  viervoud, 
mei  4  verminderd,  wederom  een  vierkant  oplevert. 

Stellen  wij  de  vierkanten  voor  door  x% ,  dan  moet  4** — 4  een 
vierkant  zijn.  Hiervoor  kunnende  schrijven  (2a;  —  2)  (2a?  -+-  2) , 
verandert  de  formule  o),  van  N°.  5  in: 

m*  -*-»* 

x  =  —   — —  . 

Neemt  men  hierin  m  =  2, «  =  1 ,  dan  is  «  =  J  en  x%  =  Y« 
Voor  m  =  3  en  •»  =  2  vindt  men  *  =  Y  en  £*  =  Y*  >  enz# 

8*  Vraagstuk.  jlfie»  vraagt  vierkanten ,  irór  negenvond , 
mei  7  vermeerderd,  wederom  een  vierkant  oplevert. 

Stellen  wij  de  vierkanten  voor  door  x%  ,  dan  moet  9a?1  +  7 
wederom  een  vierkant  zijn.  Stellen  wij  derhalve  in  de  formule 
a).  van  N°.  5,  a  =  7 ,  6  =  0  en  c  =  9  ,  dan  is : 

m* — 7n* 

~  6mn 

Nemen  wij  hierin  w=2  en  h=1,  dan  is  a:=|en  9a?*-f-7=  Yb*  • 
Neemt  men  0&=»=4,  dan  is  ar  ook  =  1  en  9a:1 +  7=46. 

9.  Vraagstuk»  Men  vraagt  den  vorm  a~\-bx~\-cx% -\-dx% 
tot  een  zuiver  vierkant  te  herleiden. 

Het  zal  wel  geene  nadere  opheldering  behoeven,  dat  zulks  in 
vele  gevallen  onmogelijk  zal  zijn.  Wij  zullen  ons  daarom  hier 
alleen  beperken  tot  de  behandeling  van  eenige  gevallen ,  waarin 
zoodanige  herleiding  mogelijk  is.  Daartoe  veronderstellen  wij  , 
dat  a  een  zuiver  vierkant  is,  bijv.  a=jpJ  ;  dewijl  nu  a-j-fc-t" 
+<***+£&?*  een  zuiver  vierkant  moet  zijn,  stellen  wrj  dezen 
vorm  =  (/?  -f-  qxY  en  bepalen  q  zoodanig,  dat  de  beide  eerste 
termen  elkaar  vernietigen.    Men  heeft  dus 

p*  -|-  lx  -|-  ex*  -(-  dx*  znp1  -\-  %pqx  +  q*x% 

Neemt  men  nu  hierin  q  =  —  ,  dan  is 

2       %p 

*  b* 

ex*  +a^*  =  q*x%  = — -**  , 

waaruit ,  behalve  x  =  0 ,  nog  gevonden  wordt : 

4p*d 


§  18—10,  11.  188 

Nemen  wij  tojv.  den  vorm  o?3  +a?$  4-o?-J-4 ,  dan  zullen  w^j 
vinden,  dat  hij  voor  a?=r — ^  een  volkomen  vierkant  is,  t.  w.  ||. 
Aanmerking.    Men  ziet ,  dat  deze  oplossing  zich  daarin 
van  de  voorgaande  onderscheidt ,  dat  terwijl  daar  een  on- 
eindig aantal  antwoorden ,  hier  behalve  x  =  0  .  slechts  één 
enkel  antwoord  wordt  gevonden. 

10.  In  het  vorige  geval  veronderstelden  wg ,  dat  de  wortel 
uit  twee  termen  bestond ;  laten  wij  nu  aannemen ,  dat  hij  uit 
drie  termen  bestaat  en  dat  dus 

a  -f-  bx  -f-  ex*  4"  ^*'  :=  (P  +  Q*  +  rx%)%  = 
=i>*  +  %?£#  +  (q*  +  2pr)  X1  +  %qrx*  +  r  Jar*. 
Zij  nu  a  een  volkomen  vierkant  en  dus  gelijk  p*  9 
dan  moet  b  =  2pq    en     c  =  q%  -f-  2/?r ,  dus 

b  c— o* 

?=^  en   r==^T' 

Voert  men  deze  waarden  in,  dan  vindt  men: 

dx%  =  2qrx*  -f  r*a?*  , 

waaruit  behalve  ar  =.  0 ,  ook  nog  gevonden  wordt :  x  = ^-  . 

Nemen  wij  om  een  voorbeeld  ter  toepassing  te  maken  den  vorm 
4  -\-x-{-x*  +**.  danisjp  =  ó==c  =  rf  =  i  ;  £=£  enr  =  | ; 
voor  x  wordt  alsdan  gevonden  y ,  terwyl  de  vorm  1  -J-  *  ■+" 

+  *»+*»  =  »#}*  =  ( W)*> 

11.  Door  de  beide  voorgaande  methoden  hebben  wij  slechts 

ééne  waarde  voor  x  gevonden.     Er  bestaat  echter  een  middel , 

om  wanneer  men  ééne  waarde  voor  x  gevonden  heeft ,  daaruit 

nog  verscheidene  andere  af  te  leiden.    Weet  men  byv.,  dat  de 

vorm  p1  -(-  bx  -f-  ex %  -f-  dx%  voor  x  =  q  een  volkomen  vierkant 

wordt ,  dan  kan  men  stellen^*  -f-  bq  -f-  cq*  -f-  dq*  =  r *  ;  neemt 

men  nu  x  =  q-\-y}  dan  wordt  de  oorspronkelijke  vorm 
pt 

bq  +  by 

eq*  +  2cqy  -f-  cy* 

dq*  +  Sdq*y  +  3%*  -\-y* 
d.i.     r*+{b+2cq  +  3dq*)y  +  {c  +  Zdq)y*+y*, 
uit  welken  vorm ,  omdat  de  bekende  term  wederom  een  vier- 
kant is ,  eene  nieuwe  waarde  voor  y ,  dus  ook  voor  x  gevonden 
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kan  worden,  met  welke  men  wederom  op  dezelfde  wijze  handelt, 
om   eene  derde  waarde  van  x  te  bepalen. 

12.  Voor  bijzondere  gevallen  bestaat  er  eene  kortere  han- 
delwijze. 

Is  a  +  bx  -f-  cx%  -f-  dx%  namelijk  ontbindbaar  in  drie  facto- 
ren ,  waarvan  er  twee  gelijk  zjjn ,  d.  L:  is  a+bs+cz*  +<fo*  = 
=  (jP  +  Qx) J  (r  +  *0 »  dan  **!»  omdat  een  vierkant  door  een 
vierkant  gedeeld  een  vierkant  tot  quotiënt  geeft ,  r  +  **  een 
vierkant  moeten  zijn. 

Stellen  wij  dus  r-t-wzzn*  ,  dan  is  x  = . 

8 

Heeft  «^a  bij  v.  42**  +  46a?*  +7*  +  *»  daQ  zal  deze  vorm, 
omdat  hij  gelijk  is  aan  (2s-\-i)*  (3*-|-i)  een  volkomen  vierkant 

zijn ,  indien  zulks  het  geval  is  met  3*+4  l  nier  is  dus  x  =  n       ;. 

o 

Neemt  men  nu  tf=2,  dan  wordt  (3*  +  *)  =  *  ^  *2*s  "f* 
+  16**  +  7x  +  4  =  36. 

13-  Vraag 8 tuk.  Men  vraagt  naar  de  waarden  van  x9 
die  den  vorm  a  -|-  lx  -f-  es*  -f-  da?*  -f-  *#*  wn  volkomen  vier- 
kant maken. 

a)    Veronderstellen  wij ,  dat  a  een  volkomen  vierkant  is  — -  p%. 

Nemen  wjj  verder  p%+bx+exi+dxt+exi  =s  (p+qx+rx*)* 

=zp*  -\-%pqx-^-q*x%  -\-2prx*  -\-2qrx*  -\-r%x*  ; 

bepalen  wij  nu  q  en  r  zoodanig,  dat  de  tweede  en  derde  termen 
elkaar  vernietigen,  dus 

q  =  —      r  =  ^~-  >  dan  blijft  de  vergelijking 
2p  »p 

dx*  -j-  ex*  =  2^**  -f-  ***** 

of  na  deeling  door  x*  : 

__  2qr—d 


x 


e — r* 


b)     Zij  in  de  tweede  plaats  e  een  volkomen  vierkant  bijv.  ^=r*. 

Stellen  wij  nu  a  -f-  bx  +  ca?*  +  «&■*  +  r*#*  =  Cp  +  V6  +  r*J)J 
=  p*  +  2j?2*  -f-  f***  +  2/w**  +  2jr**  -f  r***. 
De  vijfde  termen  vernietigen  elkander.  Bepalen  wij  nu  p  en  q 
zoodanig,  dat  ook  de  vierde  en  derde  verdwijnen;  daartoe  heeft  men 
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q  =--     en  pzzz0^^-,  waarna  men  de  vergelijking  bekomt». 
2p  %r 

a  -j-  bx  —  p%  -f-  %pqx 
px — a 


i — 2/?/ 

c)  Zijn  a  en  e  beide  volkomen  vierkanten ,  dan  kan  men  beide 
de  opgegeven  methodes  toepassen. 

Voor  het  overige  handele  men,  om  verschillende  waarden 
voor  x  te  vinden ,  indien  er  ééne  bekend  is ,  op  dezelfde  wijze 
als  wij  zulks  in  N°.  11  hebben  aangewezen. 

Aanmerking.    De  oplossing  in  dit  N°.  voorkomende,  is 

van  Fermat  en  wordt  medegedeeld  door  IAgendre    in 

zyne  Essai  sur  la  Theorie  dea  nombres  1803.  Eüler  volgt 

geheel  de  oplossing  van  Fermat  ,  doch  geeft  nog  eenige 

belangrijke  opmerkingen,  welke  in  het  volgend  N°.  zullen 

medegedeeld  worden. 

14*    De  eerste  methode  leidt  tot  geene  nitkomst ,  wanneer 

de  tweede  en  derde  termen  ontbreken ,  d.  i.,  indien  men  heeft 

b  =  c  =  0,  dewijl  dan  dx%  -}~  exK  =3  0  wordt. 

Ontbreken  de  tweede  en  derde  termen  ,  dan  vindt  men  x  =  0 , 
hetgeen  eveneens  gevonden  wordt ,  wanneer  b  =  c  =  d=Q,  d.i. 
wanneer  de  tweede ,  derde  en  vierde  termen  ontbreken. 

Yoor  het  geval ,  dat  b=d=0  is ,  kan  ook  de  tweede  methode 
niet  toegepast  worden,  en  men  moet  in  zoodanige  gevallen 
trachten  eene  waarde  voor  x  (behalve  0)  te  vinden ,  om  daaruit 
de  andere  waarden  van  x  op  te  sporen.  —  Deze  bewerkingen  zjjn 
intusschen  zoo  langwijlig,  dat  wij  daarvan  geene  nadere  voor- 
beelden zullen  bijbrengen. 

Nog  zjj  hier  opgemerkt,  dat  indien  de  vorm  a  +  bx  -\- cx%  -f- 
-J-  dx*  -f"  ex*  ontbonden  kan  worden  in  de  factoren  (p-\-qx)% 
(r  -f-  8x  -f-  tx%) ,  men  alleen  waarden  voor x  behoeft  te  bepalen, 
die  r  +  sx  +  i*%  een  vierkant  maken ,  waardoor  de  bewerking 
zeer  vereenvoudigd  wordt. 

15.  Vraagstuk.  Men  waagt  den  vorm  ^(a+bx+cx1+d^t ) 
rationeel  te  maken* 

Vooraf  zij  opgemerkt ,  dat  indien  a  of  d  geene  derde  machten 
zijn ,  men  geen  rechtstreeksch  antwoord  op  deze  vraag  kan  vinden. 
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Stellen  wij  daarom   p*  -f-  bx  -f-  ex*  4"  dx%  =  (p  4-  ^a?>J  = 
= ƒ'  -f*  3p*£t  +  Spq%x%  -j-  £,a?s  en  nemen  wij  i=3jp*^,  d.  i. 

§  =  — • ,  dan  vindt  men : 

cx%  +  dx*  =  3^Jar*  -j"  £'#* 
_  3?y>— c 

Hadden  de  twee  laatste  termen  ontbroken ,  dan  hadde  men 
slechts  behoeven  te  stellen  a-\-  bx  =_p* 

waaruit  x  =  -?.  ""*' » 

o 

Had  de  laatste  term  ontbroken ,  dan  bad  men  kunnen  nemen 

Pl  -f-  fa-  +  c.r*  =  p3  >  waaruit  a?  = Hieruit  zou   men 

c 

echter  geene  nieuwe  waarden  voor  x  hebben  kunnen  afleiden. 

Indien  d  eene  volkomen  derdemacht  is ,  bijv.  gelijk  aan  q* , 
dan  stelt  men  (a  4-  óx  4-  Ci?4  4"  21**)  =  (j0  -h  ?#)*  = 
p%  +  3j»*^  4"  $pq*x%  4"  £'#'• 

Bepaalt  men  hierin  nu  ^  zoodanig ,  dat  ook  de  derde  termen 

elkander  vernietigen  ,  dat  is :  neemt  men  p  —  -—^  ,  dan  vindt 

oq* 

men:  x  =  ~£ --. 

b — 'óp*q 

Indien  de  eerste  term  ontbroken  had,  had  men  zich  kunnen 
tevreden  stellen  met  bx-\-ce%  4"  9*x%  =■  9***  *e  Hemen ;  daar- 
door hadde  men  intusschen  gevonden  x  =:  — -  — ,  welke  waarde 

o 

ons  geene  nieuwe  doet  vinden. 

Zqn  de  eerste  en  de  laatste  termen  derdemachten ,  dan  kan 
men  eene  der  beide  methoden  toepassen. 

Heeft  men  verder  eene  waarde  2  =p  gevonden  en  wil  men 
log  andere  vinden ,  dan  substitueert  men  x  =*  ƒ  4~  V  en  vindt 
dan  een  nieuwen  vorm 

«elke  vorm  wederom  aanleiding  zal  geven  tot  eene  oplossing 
volgens  de  eerste,  methode. 
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16.     Vraagstuk.    Men  vraagt  getallen  zoodanig  t  dat  gjf{ 
vermeerderd  met  hun  vierkant  en  met  de  derdemacht  ram  2 , 
volkomene  derdemacht  opleveren. 

Zij  het  getal  # ,  dan  zal  men  den  vorm  x*  -f-  x  +  8  tot 
volkomen  derdemacht  moeten  herleiden»    Stellen  wij  derhal 

8  +  x  +  x*  =  (2  +p*)%  =  8  +  I2px  +  6p*s*  +/>»** 

en  nemen  wij  daarin  p  =  fa ,  dan  is 

of  a;=1686 

en      8  +  x  +  *  *  =  2744000  =  (140)». 
Om  nu  eene  tweede  waarde  van  x  te  vinden,   stellen  wj 
x  =  1656  -f-  g,  daardoor  gaat  de  opgegeven  vorm  over  in 

2744000  +  331 3y  +  y*  =  (140  +jpg)* ,  enz. 

Aldus  voortgaande,  zal  men  zoo  vele  waarden  voor  x  kunne* 
vinden  als  men  verkiest. 


§  ]  9.   Oplossing  van  eenige  onbepaalde  vraag- 
stukken, getrokken  uit  de  werken  van 
Diophantus ,  van  Mohammed  Ben 
Alhacan  Alkarkhï  e.  a. 

1.  In  de  vorige  §  hebben  wij  eenige  regels  verzameld,  die 
ofschoon  niet  algemeen  toe  te  passen  ,  met  weinig  verandering  io 
de  meeste  gevallen  de  gelegenheid  aanbieden,  om  onbepaalde 
vraagstukken,  waarin  van  volkomen  vierkanten  sprake  is,  op  te 
lossen.  De  oudste  schrijver ,  van  wien  zoodanige  vraagstukken 
tot  ons  gekomen  zijn,  is  Diophantus  van  Alexandrië ,  die  waar- 
schijnlijk leefde  in  de  derde  eeuw  na  Christus»  Hij  heeft  een 
werk  geschreven,  ingedeeld  in XIII  boeken,  waarvan  er  VI  tot 
ons  gekomen  zijn.  Commentaren  op  Diophantus  zijn  geleverd 
door  Hypathia  (f  400)  dochter  van  Theon  den  Wiskundigen, 
en  door  Bachet  deMezibiao.  Ie  druk  1621,  2e  1670.  (Saüu- 
debson's  Êl.  d'Jlg.  Trad.  par.  de  Joncourt). 
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Van  het  werk  van  Diophantus  bestond  al  vroeg  eene  Ara- 
bische vertaling,  die  geleverd  werd  door  Aboül  War».  Het  is 
door  deze  vertaling ,  dat  Diophantus  in  Europa  bekend  geworden 

18:   WantFlBONACCl(LEONABDO  DE  PlSA  of  IiEONARDO  BoKACCl) 

f  1200  ,  doorreisde  met  zijnen  vader  geheel  Barbarije ,  stelde 
te  kuis  gekomen  zijn  Liber  Abaci  te  zamen  en  heeft  daarin  een 
zeer  groot  aantal  vraagstukken  opgenomen,  die  woordelijk 
voorkomen  in  Alfakkri,  het  werk  van  alkarkhi  ,  dat  omstreeks 
1000  n.  C.  geschreven  is  en  opgedragen  werd  aan  Aboü  Gh&lib 
Mohammed  Ibn  Khalap,  bijgenaamd  Fakhr  Almoulq,  Vizier 
van  den  vorst  Bottïde  Beh&  Aldaoulah.  Dit  werk  bevat ,  be- 
halve de  vertaling  van  een  geheel  boek  van  Diophantus  en 
van  gedeelten  van  twee  andere  boeken ,  een  zestigtal  onbe- 
paalde vraagstukken,  waaronder  er  zijn,  die  tot  den  negenden 
graad  opklimmen. — De  leer  der  onbepaalde  vraagstukken  draagt 
bq  hem  den  naam  van  htikrd. 

Aanmerkingen.  1.  De  editie  van  Diophantus  van  1670 
is  de  beste ;  zij  is  verrijkt  met  aanteekeningen  van  Fermat. 
(Saunderson  ,  Alg.\  Klügel  W.I.) 

Men  vindt  eene  vertaling  van  Diophantus  in :  Les 
QSuvre*  Mathematiques  de  Simon  Stevinö^  Brugeeetc. — 
Le  tout  revue ,  corrigé  et  augmenté  par  Albert  Gikard. 
Legde.  Elseviee,  CIO.  10.  C.  XXXIV. 

De  eerste  vier  boeken  zijn  vertaald  door  Stevin  ,  de  beide 

laatste  door  Gibard.  —  Deze  uitgave  is  bezorgd  door  ,yla 

verve  et  les  enfants  orphelins  de  feu  Albert  Gibard."  — 

Eene  andere  bewerking  van  het  eerste  boek  van  Diophantus 

r'     is  van  Fraks  Huips  ,  uitgegeven  in  1654. 

-         2.    Van  Alfakhri  zijn    uittreksels  uitgegeven  door  F. 

*   .  Wospcke.     Het  oorspronkelijke  handschrift  berust  op  de 

Keizerlijke  bibliotheek  te  Parijs  en  is  derwaarts  gebracht  na 

de  Expeditie  naar  Egypte  1799.  (Vergelijk  verder  Klügel, 

W.  i  v.  Algebra;  Woepcke  ,  Extract  du  Fakhri;  Klijnsma  , 

levenêberigten  va»  vermaarde  Wi*->  Natuur-  en  Sterrekun- 

ügen%  Lv.  Leonardo  de  Pisa;  e.  a.) 

3.  Sommige  schrijvers  noemen  den  Griekschen  wiskun- 
dige DlOPHANTES,  omdat  bij  Süidas  ele  AMxpamfr  staat; 

Tb.  der  Alo.  9 


§  19  —  2.  194 

~in  twee  handschriften  van  de  Keizerlijke  bibliotheek  te 
vindt  men  echter  slg  Jióyaptor  en  Suidas  heeft  zelf 
artikel  Jió<paviog  óropa  xvqiop.  BACHETacht  het  woori 
Diophantes  niet  eens  Grieksch  te  zijn.  (K&stneb.  Qe$ck.  dm 
Math.  III,  pag.  152.) 

4.  Be  onbepaalde  vraagstukken  worden  slechts  in 
weinig  leerboeken  met  de  vereischte  uitvoerigheid  behan- 
deld ,  ofschoon  zij  m.  i.  veel  meer  geschikt  zijn  om  het  oor* 
deel  te  ontwikkelen  en  te  scherpen  ,  dan  andere  vraagstuk- 
ken. ,/Chaque  problème  particulier  nous  fournit  l'exempfc 
d'une  nouvelle  maniere  de  penser,  et  par  cela  même  tot» 
ensemble  contribuent  a  augmenter  prodigieusement  nos  con« 
naissances  analytiques."  (Saunderson.  Trad.  de  Joncourt.) 
yDaher  haben  wir  bei  den  Alten  keine  technische  Analysii 
oder  Algebra  zu  suchen ;  ihre  Analysis  war  eine  geistige» 
Das  feine  Verfahren  des  Diophantus  bei  der  Bestimmung 
der  zu  suchenden  Grosse ,  giebt  dieser  Sammlung  von  Auf- 
gaben  ihren  vorzüglichen  Werth."  (Klügel  ,  W.  I,  pag.  31.) 
//Nous  donnerons  ici  un  ou  deux  exemples  de  cette  branche 
d'analyse ,  qui  exige  une  grande  sagacité'  dans  Ie  choix  des 
moyens  de  solution."  (Legendre  Th.  des  N.  p.  432.) 

5.  De  vraagstukken ,  in  deze  §  voorkomende  en  aan  de 
in  het  opschrift  gemelde  schrijvers  ontleend ,  zijn  intusschen 
niet  altyd  opgelost  geworden  ,  gelijk  door  hen  is  aangewe- 
zen. Somtijds  heb  ik  de  voorkeur  gegeven  aan  eene  oplos- 
sing in  den  geest  van  Euler. 

2.     Vraagstuk.     Men  vraagt  een  gegeven  vierkant  in  tm 
deelen  te  deelen  zoodanig ,  dat  elk  deel  een  vierkant  is. 

(Dioph.  II,  8.  Alfakhri,  Fol.  72.  v°.  Woepcke,  pag.  100.) 

Zij  het  gegeven  getal  a1  ,  het  eene  deel  x1 ,  het  andere  a* — **, 
dan  moet  dit  laatste  een   vierkant  zijn.     Wij  stellen  derhalve 

a%  — x%  =  |  a  H — x)    =  ö*  -+- x  -f-  —  *»  % 

V  n    '  n  »* 

.,  2amn 

waaruit  x  =  — 


Nemen  wvj  m  =  2 ,  n  =  1  en  a%  =  49 ,  dan  is  *  =  —  y. 
49  kan  dus  verdeeld  worden  in  Yb*  €n  SV- 
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Neemt  men  n  =  m  =  1 ,  dan  vindt  men  49  en  O ,  die  niet 
den  eigenlijken  zin  aan  het  vraagstuk  voldoen.  Voor  alle  wil- 
lekeurige waarden  van  m  en  n  zal  men  overigens  overeenkom* 
«tige  waarden  voor  x*  en  al — a?*  vinden. 

3.  Vraagstuk.     Een  getal ,  dat  uit  de  som  van  tweevier- 
tsanten  bestaat ,  te  verdeeïen  in  de  som  van  twee  andere  vierkanten, 

(Dioph.  II,  10.  Alfakhri,  Fol.  73.  v°.  W.  p.  100.) 
Laat  het  gegeven  getal  gelijk  zijn  aan  ai  +  7>1 »  dan  kan  men 
de  nieuwe  vierkanten  voorstellen  door  (r#— a)*  en  (sx — b)*  9 
waardoor  na  ontwikkeling   de   bekende  termen    verdwijnen  en 
-men  door  x  deelen  kan. 
Men  heeft  namelijk : 

M*-t-b*=(rx — a)*-f(&r— b)%  =r*x%  —  2raw-f**a;J — &?#$-|-a*+ó* 

-             2ra  4-  2sb 
of  x  =  ' . 

Zij  hierin  a  =  5 ,  b  =  6  9  r  =  2en  s  =  d,  dan  vindt  men : 

61  -_=  (26  +  36)  ^(tf)»  +  («•)». 
Stelt  men  a=al,  £  =  2 ,  r=3en«  =  4i  dan  vindt  men : 

ö^i+^-wM-UI)1.     _ 

4.  Vraagstuk.   Men  vraagt  het  verschil  van  twee  vierkanten 
uit  te  drukken  in  het  verschil  van  twee  andere  vierkanten  ? 

(Dioph.  II,  11.  Alfakhri,  Fol.  73.  r°.  W.  100.) 
Zij  a *—  b*  het  verschil  van  twee  vierkanten  en .  stellen  wij 
het  eene  vierkant  (ra-j-tf)*,  het  andere  {sx — b)%,  dan  is 
a%—b*=z  (rr  +  a)*  —(sx  —  b)*t 
-  %r  a  +  %sb 

Nemen  wij  hierin  a*  =  16  en  fl*  =  9 ,  r  =  4  en  *  =  5 ,  dan  is 

7  =  16  —  9  =(*{-*)*— (J{8)*. 

5.  Vraagstuk.     Men  vraagt  twee  volkomen  vierkanten  te 
vinden ,  wier  verschil  een  willekeurig  gegeven  getal  is» 

(Dioph.  II,  11.  Alfakhri,  Fol.  73.  r°.  W.  100.) 
Stellen  wijde  gezochte  vierkanten ,  x*  en  y*  en  hun  verschil 
=  «,  dan  is  s* — y*  =a  of  x%  =y*  +  «>  zoodat  y*  +«  een 
volkomen  vierkant  moet  zijn.  Wij  stellen  derhalve: 

9» 
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waaruit  y  = 


2?»» 

Stelt  men  hierin  «  =  11 ,  «  =  «  =  1,  dan  vindt  men 

y*  =  25  en  x*  =  36. 

6.  Vraagstuk.  Men  waagt  een  getal  te  vinden ,  dat  bij 
twee  willekeurige  getallen  opgeteld,  van  elk  dier  getallen  een 
vierkant  maakt 

(Dioph.  II.  12.  Alfakhri,  Fol.  78.  r*.  W.  101.) 
Laat  gegeven  zijn  de  getallen  a  en  b ,  terwijl  x  het  gezochte 
is ,  dan  heeft  men        x  -(-  a  =  y *         en        *  -j-  5  ==  zx ; 
waaruit  door  aftrekking 

z%  +(a  —  £)  =  y*. 
Stelt  men  nu  in  de  waarde,  die  wij  inN°.  5  voory  vonden, 
a  =  a  —  b  en  vervangt  men  y  door  s,  dan  is 

(a — b)   n%—m* 

—  2mn 

Neemt  men  hierin  «==38,  5  =  14,  »t  =  »  =  1 ,  dan  vindt 
men  x  =  Al*. 

Zij  0  =  8 ,  5  =  3,  »  =  *  =  1 ,  dan  is  ook  *  —  1. 

7.  Vraagstuk.  Indien  de  som  van  twee  getallen  gegeten 
is,  vraagt  men  een  vierkant  zoodanig  te  bepalen ,  dat  het ,  mei 
elk  dezer  getallen  in  het  bijzonder  vermeerderd^  sommen  ople- 
vert,  die  wederom  vierkanten  zijn. 

(Dioph.  II ,  15.  Alfakhri,  Pol.  74.  v«.  W.  102.) 
Laten  de  twee  getallen  voorgesteld  worden  door  x  en  y ,  hunne 
som  door  a ,  het  gevraagde  vierkant  door  z%  ,  dan  kunnen  wij 
stellen: 

(*+yz=za\  x  +  z*  =  (^  +  *)    »   y  +  *,=  (-+*Yj 

waaruit  men  vindt : 

2z*w»  +  m%  2zpg-{-p* 

x  -k J en  y=     r^-v-r 

n*  q* 

derhalve: 

%zmn  +  m%    .    22^<7  +  ^f  m 


I 
Jl 
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öf  na   herleiding: 


z 


_  an*q *  —  m*q*  —  p*n* 


2mnq*  -f-  2/ qn1 
Stellen  wjj  hierin byv.:  *  =  20,^==1,  2-=2,*»  =  3,  fi==4, 
dan  vindt  men  -. 

«  +  **  =  'M*»  =  (W)1   en  y  +  «»  =  »$fft»  =  (V/)*. 

8.  Vraagstuk.  Een  te  vinden  getal  zoodanig  in  twee  dee- 
len  te  verdeelen,  dat  het  vierkant  van  het  een  e  deel,  vermeer' 
derd  met  een  gegeven  aantal  malen  het  andere  deel ,  wederom 
een  vierkant  oplevert. 

(Dioph.IT,  20.  Alfakhri,  Fol.  89.  v«.  W.  116.) 

Zij  het  te  vinden  getal  x>  het  eene  deely  en  het  andere  *— y, 
dan  is ,  indien  men  het  vierkant  van  het  eene  deel  met  a  maal 
het  andere  deel  moet  vermeerderen 

y*+«(-? — y)  =  1>t   en  (*  —  y)*  -\- ay  =  «*. 

Stellen  wij  nu  verder  t%  =  (y  +pa)%  en  «*=(*+-  y)*  , 

n 

dan  vindt  men  door  ontwikkeling  en  herleiding  van  de  eerste 

vergelijking: 

y*  +  a*  —  ay  =  y  *  +  2jw  +i>,«1 ; 

bepalen  wij  hierin  p  zoodanig ,  dat  de  termen  — ay  en  2pag 
verdwijnen ,  dat  is :  nemen  wij  p  =  —  J ,  dan  vinden  wjj 
eindelyk  x  =  \  a. 

De  tweede  vergelijking  ontwikkelende  en  daarin  s=  \a  sub- 
stitueerende ,   komt  er  : 

•    .    ,       ma      ,    i»*  * 

of    y  =  —  .,  en  y=0. 

2vw  -(-  ») 

Nemen  wij  ter  toepassing  «  =  4 ,  i»  =  6  en  «  =  2  f  dan  is : 

s  =  1     en    y  =  —  £ 

en  verder:  y*  +  •(* — V)  =  V     en     (•"" vY  "4"  ^  —  i»  enz- 
9.     Vraagstuk.     Twee  getallen  zoodanig  te  bepalen  ,  <faf 
Arf  p*oduct  hunner  vierkanten ,    vermeerderd  met  het  vierkant 
van  een  dier  getallen,  een  vierkant  oplevert. 

(Dioph.  II,    28.  Alfakhri,  Fol.  78.  r*.  W.  105.) 
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Stellen  wij  de  getallen  voor  door  x  eny ,  dan  moeten  x*yx  -f-y1 
en  x*yl  -+-  x%  vierkanten  zijn,  Zulk8  moet  dus  ook  Let  geval  zjjn 
met  x%  -\-  1  en  yl  -f-  1>  omdat  een  vierkant  door  een  vierkant 
gedeeld  wordende,  het  quotiënt  ook  een  vierkant  is.  Stellen  wij  dus 

x*  +  l=(x+?y     en     y«4-l=(y4-?)\ 
dan  vinden  wij  door  eene  korte  herleiding : 

gt' pi  WJ  _w* 

x   =  1 £—  ,         y  ^    — * 

2pq  %lmn 

Nemen  wij  hierin  ter  toepassing  #  =  2,^  =  1,  «=5 ,  m  .=1 » 

dan  is  ar  =  {  en  y  =  y  en 

x  v  +  *'  =  H  +  A  =  tV.H  -  (II)1 
•y+y^ü  +  W-^^ 

10.  Vraagstuk.  iMfe»  vraagt  drie  vierkanten  te  vinden 
zoodanig ,  efatf  Aef  «mfe  vierkant ,  vermeerderd  met  den  wortel  uit 
het  tweede ,  /*i£  tweede  vierkant ,  vermeerderd  met  den  wortel  uit 
het  derde ,  het  derde  vierkant ,  vermeerderd  met  den  wortel  uit  het 
eerste,  drie  andere  vierkanten  opleveren. 

(Dioph.II,  33.  Alfakhri,  FoL  80.  v®.  W.  107.) 

Stelt  men  de  vierkanten  voor  door  xx ,  yx  en  zx ,  dan  heeft 
men  aanstonds  de  vergelijkingen  : 

waarvoor  men  ook  schrijven  kan: 

*%+y  =  {x+-y)x,y1+2=[y-\-Z-z)*9  ,*  +  »=('+'*)*; 

waaruit  gemakkelijk  gevonden  wordt ; 

n*  —  2mnx  q*  —  2pqy ê*  —  2rsz 

y — *=  * r^-'      *  = i • 

m*  p*  r1 

Door  verbinding  van  de  eerste  en  derde  vergelijking  vindt 

men  nu : 

»*/•*  —  2mn  8*  4-  4w»  rsz 

m*r* 

en  hierin  de  gevonden  waarde  van  z  substitueerende ,  komt  er» 

—  nxT*p%  —  2mn  s*p%  -\-  4nt»  rs  q% 
7n1r*p%  -f-  8ww  rspq 
Neemt  men  in  deze  formule  m  ^=n~p  ~q  —  r^8  =  ltót 
vindt  men  *,  yen  #==4;  werkelijk  is  (i)1 +£  =  {  =(})' 
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Neemt  men  m=s=-l9n^s%9p^=l,  q  =  4t>  r  =  1 ,  *  =  3 , 
dan  is : 
*=.  {J^,  y  =  fj|,  ^  =  f-J §-;  waaruit  gevonden  wordt: 

11.  Vraagstuk.  Jfefe»  vraagt  drie  getallen  zoodanig  te be- 
polen ,  <faf  tfe  som  dier  getallen  ,  respectievelijk  vermeerderd  zijnde 
*et  de  vierkanten  van  het  eerste ,  va»  £irf  tweede  en  van  het  derde 
fftal ,  wederom  vierkanten  oplevert. 

(Diop7\1I,   35.  Alfakhri,  Fol.  80.  v°.  W.  108.) 

Wanneer  wij  deze  getallen  voorstellen  door  x ,  y ,  z ,  dan  zal 
er  voldaan  moeten  worden  aan  de  vergelijkingen 

Omdat  in  het  algemeen,    indien    a—.pq,  a+  y—^-L\    een 

volkomen  vierkant  is,  nemen  wij  x-\-y-\-zz=zp*qq>% ,  waarin  9 
eeoe  nieuwe  onbekende  is  en  ƒ?*£  een  getal  voorstelt,  dat  op 
drie  verschillende  wijzen  in  twee  factoren  ontbindbaar  is ,  name- 
lijk\p-  en q  ,  p  en pq,  1  tnp^q.  Laat  nu  verder  gesteld  worden: 

dan  zuilen  daardoor  de  opgegeven  vormen  volkomen  vierkanten 
worden. 
Hieruit  volgt  nu  onmiddellijk  : 

of  T  — ^+py+^  — to+/>  +  i)^  T-0 

2^V 
Stelt  men  in  dezen  vorm  jp  =  2  en  q  =  3  ,  dan  vindt  men 

<p  =  |,  *  =  £,  y  =  |  en  *=y, 

foor  welke  waarden  de  opgegeven  vergelijkingen  overgaan  in 
vierkanten* 

12.     Vraagstuk.    3f<?w  vraagt  naar  drie  getal/en  zoodanig  , 
4rf  indien  men  bij  het  vierkant  van  hunne  som  elk  getal  in  't 
Mfaonder  optelt ,  de  drie  komende  sommen  cok  vierkanten  zijn. 
(D10PH.III,  2.  Jlfakhri,  Fol.  90.  v°.  W.  117.) 
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Stellen  wij  de  getallen  voor  door  x ,  y  en  z>  dan  heeft  men 
de  vergelijkingen : 

[*+*+*)*+*=**>  <?+*+#)»+*=«»,  (#+*+#)«+*=»■. 
Nemen  wij  hierin  t  =  (s-\-y-\-z) — pt  uz=i(x  +y  +*) — ? 

en  t?  =  (x  +  y  +  *)  -  f  i 
dan  vindt  men :  2p(x  -f-  y  +  *)  +  *  =:i>1 («) 

%(a?+y  +  ^r)  +  y=sfl (ffl 

M* +*  +  *)  +  *=** (f) 

of  door  optelling:  (#-|-y+*)  (2^+2^-|-2r+l)=^1+S'1+*rt, 

d.i,   «-r-y+*=c  ^ty-!tr?v 

S5p  +  ty  +  2r  +  1 
Door  substitutie  dezer  waarde  in  (a) ,  (/?)  en  (y)  zal  men  de 
verlangde  waarden  vinden  voor  x ,  y  en  j. 

Nemen  wij  bijv.  jt?  =  1  ,  £  ==  2  en  r  =  3 ,  dan  is  : 

U+y  +  «)» +  »=i*».  (*+*  +  *)•+*=***. 

(*+y +  *)»  +  *=!«, 

Aanmerking.     Indien  men  van  het  vierkant  van  de  som 
elk  getal  in  't  bijzonder  af  moet  trekken ,  vindt  men : 

V  2{p+2  +  r)—  1 

x  =p*  —  2jo(*  +  ^4-^     y  =  £*  —  2?(* + y  + *) » 

z  =  rf  —  2r(#  +  y  +  *)• 

(Dioph.  III,  2.  Alfakhn,  Fol.  90.  v°.  W.  117-) 
13.     Vraagstuk,     Drie  getillen  te  vinden  zoodanig 9  dat 
zoowel  de  som  van  alle  drie ,   ah  van  de  getallen  twee  aan  twee 
genomen,  een  volkomen  vierkant  oplevert. 

(Dioph.  III,  7.  Alfakhri,  Fol.  91.  v«.  W.  118.) 
Stellen  wij  de  onbekende  getallen  voor  door  a  ,  y ,  z ,  dan 
heeft  men  volgens  de  voorwaarden  van  het  vraagstuk : 

a?  +  y4"^==^1>    x -\~y=.u*  ,  y -\- z-=zv*  ,    x-\-z  =  w%. 
Nemen  wij  nu  nog  eene  vierde  onbekende  q> ,  dan  kan  men 
stellen : 

#+y+*==(94-/O'»0+y  =  9'i  y-hs  =  ((p-l-2)*,  x+zz=zw*. 

Uit  de  eerste  en  tweede  vergelijking  volgt  door  aftrekking : 

z=2pq>+p%  ,  en  uit  de  eerste  en  derde :  «=29/— 2^-H?*- 
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Telt  men  de  beide  laatste  vergelijkingen  op ,   dan  is : 

s  +  x  =  &9P  —  2<pq  +  2^*  —  q%. 
Maar  omdat  z -\-  x  een  vierkant  moet  zijn ,  stellen  wij : 

(4p  —  2q)<p  +  2p*  —  jr*  =  »*  , 

dn»  »="+*'-»'. 

*  4p  —  2?. 

Neemt  men  hierin  n  =  6 ,  #  =  2  ,  jd  =  8 ,  dan  is : 

y  +  *=W=(V)'.      •  +  *=««•  =(5)». 

14.  Vraagstuk.  Drie  getallen  te  vinden  zoodanig,  dat 
het  product  van  elke  twee  dier  getallen,  vermeerderd  met  een 
standvastig  getal ,  een  vierkant  oplevert* 

(üioph.  III,  12.  Alfakhri,  Fol.  93.  v*.  W.  119.) 

Stellen  wij  de  gezochte  getallen  voor  door  x,  y  enz,  dan  moet 
er  voldaan  worden  aan  de  vergelijkingen : 

xy  -f-  a  =  t%  ,      yz  -\-  a  —  u*  ,       xz  -f-  a  =  t?1. 

Stellen  wij  verder,  om  deze  vergelijkingen  op  te  lossen: 

x=zp*q>,    y  =  ï-    en       s=  -^, 

waardoor  de  producten  a#,  ys  en  $2  in  volkomen  vierkanten 
veranderen ,  dan  kan  men  verder  aannemen : 

„     ai 
xy  •+•  a r=j0*0*  4-  «  =  (jt?#  +  £)* ,  waaruit  f#  =  ■        ■ 

<rs  -+-  a  =s  q>x  +  a  —  l tp  -\ —  j  ,  waaruit  q>  r=  — ""    » 

Neemt  men  nu  hierin  a  =  6 ,  £  =  1 ,  Z  =  2 ,  *  =  5  en  r  =  4 , 

dan  vindt  men  #=Y»y=Ï7»*r::::  tVt  »  voor  welke  waarden 
de  gestelde  vergelijkingen  behoorlijk  vierkanten  worden.  Het- 
zelfde heeft  natuurlijk  plaats  voor  andere  waarden. 

Aanmerking.  Saunderson  geeft  in  zijne  Algebra,  II,  p.  28, 
van  dit  vraagstuk  eene  zeer  fraaie  oplossing  in  geheele  getal- 
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len.  Het  is  misschien  niet  onnuttig  deze  oplossing  hier 
terug  te  vinden ,  opdat  men  eenigszius  kunne  beoordeelen , 
welke  scherpzinnige  redeneeringen  soms  noodig  zijn,  om  zoo- 
danige vraagstukken  alleen  in  geheele  getallen  op  te  lossen. 
Zijn  dan  de  drie  gezochte  getallen  a9  b,  c,  en  e  het  ge- 
geven getal,  dat  bij  hunne  producten  gevoegd  moet  worden, 
om  een  vierkant  te  krijgen ,  dan  moeten  ab  +  e ,  as  -f-  e  en 
bc  -\-  e  volkomen  vierkanten  zyn.  Wij  beginnen  met  twee 
getallen  a  en  b  te  zoeken ,  die  aan  de  eerste  voorwaarden 
voldoen  en  stellen  daartoe  db  -|-  e  *zz  nl9  waarin  wij  n  zoo- 
danige waarde  geven,  dat  »*  >  e.  Verder  is  nu  a£  ^=  k  * — e , 
waaruit  volgt ,  dat  indien  men  »* — e  in  twee  factoren  kan 
ontbinden ,  de  eene  factor  a ,  de  andere  b  kan  zijn.  Nemen  wij 
nu  twee  andere  getallen  r  en  8  zoodanig ,  dat  r*  >  *a  >  e 
en  stellen  wij  n  -|-  r  =  a  en  n  —  s  =  b , 

dan  is  (n-\-r)  (n — $)  =  »* — ?,    »=  — . —  ,  dus 

r — 8 


azzn-^-r^H 


rJ 


r— * 


r — * 
'  Door  deze  veronderstelling  is  ab  -f-  e  een  volkomen  vier- 
kant geworden ;  er  blijft  ons  derhalve  nog  over  te  voldoen 
aan  de  beide  andere  vergelijkingen.  Verminderen  wy  der- 
halve ab  -\-  e  eens  met  ac  -|-  e  en  eens  met  6c -\-  e,  dan 
vinden  wij  a(b — o)  voor  de  eene  en  fl(ö-c)  voor  de  andere  rest. 

Voor  de  halve  »om  van  de  factoren  der  Ie  rest  vindt  men  -ÏLZ1 . 
voor  het  halve  verschil  //         h        h    h    n       n       it     sr~-« 


Voor  de> halve  som  van  d^       //        »  2i  i       * 
voor  het  halve  verschil  n         n        h    h    tt       tt 


tt 


a+b- 


2      ' 
Wanneer  men  nu  aan  c  eene  rationeele  waarde  geeft  en 

het  vierkant  van  de  halve  som  der  factoren  a*       ~9-  gelijk 
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kan  maken  aan  ah  -f-  e ,  dan  zal  ac  -f-  e  gelijk  zijn  aan  het 
vierkant  van  het  halve  verschil  ~*     ,  en  bc  -f-  e  gelijk 

aan  het  vierkant  van  het  halve  verschil   JZLZZr, 

2 

Stellen  wij  nu: 


(«i*^1  =  *+.=„., 


dan  is  «4"^"" -  c  =  ±  2*     en     c  =  «  -(-  i  ^  2» , 

zoodat  wij  in  dit  geval  twee  waarden  vinden  voor  c.  Sub- 
stitueeren  wij  nu  de  waarden  van  a  en  b ,  die  wij  hooger 
gevonden  hebben  ,  in  de  waarde  van  c ,  dan  komt  er : 

c  =  r  —  *     en      c  =  % — ' — l . 

Neemt  men  dus  r  >  s  >  e  en  bovendien  r  —  «  =  1  , 
dan  zullen  alle  waarden  voor  a  ,  bene  geheele  getallen  zijn. 
In  sommige  gevallen  zal  men  zelfs  eenigszins  van  deze  voor- 
waarden af  mogen  wijken  en  toch  het  begeerde  antwoord 
verkrijgen.  Zijn  bijv.  gegeven  r  =  3 ,  *  =  2  en  e  =  3 ,  dan 
vindt  men : 

<,a-f3  =  9,     <w-f3  =  9  of  =  81,     fo  +  3  =  4of=16. 
15.     Vraagstuk.     Men  vraagt  drie  getallen  zoodanig ,  dat 
het  product  van  twee  van  die  getallen  ,  vermeerderd  met  het  derde 
getal,  steeds  een  vierkant  oplevert. 

(Dioph.  III,  14.  Alfakliri,  Pol.  93.  v°.  W.  120.) 
Stelt  men  de  getallen  voor  door  xt  y  en  z,  dan  moeten  xy-\-z , 
ys-f-*  en  xz-\-y  volkomen  vierkanten  zyn. 
Om  hiertoe  te  geraken ,  stellen   wy  : 

(xy  +  z)=  (q>-\-p)%     en     *=ƒ>*, 

dan  ia:  xg  =  g>(g> +  2p). 

Dewijl  hier  twee  producten  aan  elkander  gelijk  zyn ,  nemen 
wij   verder  x  =  g>     en    y  =  q> -\- %p\ 

deze  waarden  in  den  tweeden  en  derden  vorm  overbrengende, 
vindt  men: 
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^  +  y  =  ^,  +  9,  +  2/'  =  a,1i 

dus  door  aftrekking : 

yi  — »»  =  2p(p% —  1); 

wij  moeien  dus  twee  vierkanten  zoeken ,  wier  verschil  gelijk  is 
aan  2j5(^*— 1).     Daartoe  stelle  men : 

y%  —  2p(p%  —  1)  =  ü>*  =  (y  —  q)%  ; 
waaruit  na  herleiding  gevonden  wordt : 

ïq 
Stelt  men  hierin  tojv.  q  =  3  enjp  =  2  ,  dan  worden  yi  =  \ , 

,       ,  __  y*— 2p*  , 

*y +  *  =  £«,     y«  +  *=V     en     «*+^  =  i- 

16.     Vraagstuk.     Men  vraagt  drie  getallen  te  bepalen  zoo» 

danig ,  dat  het  product  van  twee  dezer  getallen  ,  vermeerderd  met 

hunne  som9  telkens  een  vierkant  oplevert. 

(Dioph.  III,  17.  Jlfakhri,  Fol.  95.  r°.  W.  121.) 
Noemen  wij  de  gezochte  getallen  x ,  y  en  z  f  dan  zal  men , 

omdat  ^+1)+1  ]  *  =P*{p+l  Y  +P%  +  {p+iy ,  *  =JP* , 

y  =  (p  +  l)%  kunnen  stellen  ,  daardoor  wordt  zy  -f-  m  -f-  y  een 
volkomen  vierkant ,  terwijl  yz  -|-  y  -|-  z  en  «r  -f-  z  -f-  ar  over- 
gaan  in : 

*(*  +  l)i+*  +  (p  +  ^),=v^ 

waaruit  door  aftrekking  volgt: 

waarom  wij  kunnen  stellen  : 

y  —  co  ==£-}-  1     en     y  -f-  w  =?  2jp  -}-  1 5 
waaruit  gevonden  wordt: 

V=/>-r-l  -f  |. 

Deze  waarde  voor  y  substitueerende ,  vinden   wij  eindelijk : 

*=.-=4(/>«  +  ƒ>  +  !). 
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Nemen  wij  hierin  p  =  1 ,  dan  is 
.#«1,    y  =  4,    *=12 
fy  +  *  +  y=9»    ys  -+-  y  +  s  =  64 ,     z&  +  z -\- *  =  2&. 

De  veronderstelling  in  dit  vraagstuk  is  oorzaak,  dat  wij  eene 
oplossing  vinden  in  positieve  geheele  getallen,  zoolang  wij  p 
positief,  geheel  nemen. 

17.  Vraagstuk.  Twee  getallen  te  vinden  zoodanig f  dat 
hun  product ,  vermeerderd  met  één  dier  getallen  of  met  beide,  een 
vierkant  oplevert. 

(Dioph.  III,  20.  Jlfakhri.  Fol.  96.  v°.W.122.) 

Stellen  wij  de  getallen  voor  door  *  en  y ,  dan  moeten  xy-\-sf 
jy  +  y  en  *y  +  #  +  y  volkomen  vierkanten  z\jn.  Door 
x  =  p*y  —  1  te  nemen,  wordt  *y  -(-  y  een  vierkant ;  brengen  wq 
deze  waarde  van  x  in  de  beide  audere  vormen  over  en  stellen 
wq  dan  verder : 

p*y\ — y+p*y — 1  =  ^*  en  p*y*  -\-p*y  — 1  =  «*, 
|;dan  heeft  men  door  aftrekking  «*  — •  y*  =  y ; 
waaruit  wij  afleiden: 

«  =  iy  +  i;  >  t/>=#y  —  fe  , 

\tt+ft— i  =  (*r +  £)•—«* 

y_  16^+1 


Nemen  wij  hierin  jd  =  1 ,  dan  vinden  wy  y  =  ^  #=f , 
welke  waarden  aan  de  voorwaarden  des  vraagstuks  voldoen 
rollen. 

18.  Vraagstnk.  Men  vraagt  vier  getallen  zoodanig  ,  dat 
wanneer  men  al  de  producten  twee  aan  twee  dier  getallen  met 
ten  zelfde  vierkant  vermeerdert ,  de  uitkomsten  wederom  tier' 
[kanten  zijn.  (Dioph.  IV,  19—21.) 

Zg  het  tijj  te  voegen  vierkant  />' ;  stellen  wij  dan  de  gevraagde 
I  getallen  voor  door  #,  y,  z  en  u, 

*u  +  p*) 
Ivolkomen  vierkanten  zijn. 


dan  moeten 
zu  -|-  p1 
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Om  het  eerste  drietal  vormen  tot  volkomen  vierkanten  te 
maken ,  stellen  wij  slechts : 

y  =  a?s  -f"  %aP  i 
z  =  b\  -j"  % » 
«  =  c5*  -}-  2qp , 
dan  is  yz  +  f  =  a35V  +  2a5;*F  (a  +  5)  +  (4a5  +  1)^ , 
en         tu  -f  jp2  =  52cV  +  25c/?#  (5  -f  c)  +  (45c  +  1)  p*. 

Stelt  men  hierin  a  -f-  5  =  « »  4a5  -}-  1  =  a2,  3  -f-  c  =  fi  en 
45c  -|-  1  =  0-,  dan  worden  y?  -J-jp2  en  s«  -f-  J°s  volkomen  vier- 
kanten.    Wij  hebben  derhalve : 

(a  -f  bf  =  er*  =  4«5  +  1 , 
(6  -f  c)2  =  f  =  45c  -f  1 ; 
waaruit  na  behoorlijke  herleiding  gevonden  wordt : 

b  =  «  —  1, 
c  =  a  —  2. 
Nemen  wij  derhalve  voor  a ,  5  en  c  drie  op  elkander  volgende 
getallen,  dan  zullen  alle  vormen,  uitgezonderd  yu  +J°»  VOOT 
alle  waarden  van  x  volkomen  vierkanten  zyn.    Wij  gaan  nu  * 
bepalen  zoodanig ,  dat  ook 

yu  +  f  =  flW  +  2aqt*r  [a  +  c)  -+-  (4ac  +  l)/>2 
een  volkomen  vierkant  worde;  daartoe  stellen  wy 

«Vf1  -+-  2«c/?#  (*  +  c)  +  (4ac  -f  l)/>2  ==  [acx  +  ?)* , 

en  vinden  dan  cf  —  (lac-f-l)/*2 

2flc(fl^  +  cp — q) 

Nemen  wij  hierin  nu^  =  ll,jp=3,  a  =  3 ,  5  =  2,  c  =  1 , 
dan  is  :  x  =  ■£ ,  y  —  24 ,  z  =  V  »  w  sr=s  V  •  -^eze  waarden  in 
de  gestelde  vormen  gesubstitueerd ,  geven  volgens  den  eisch  , 
vierkanten. 

19.  Vraagstuk.  Twee  getallen  te  vinden  zoodanig ,  dat 
de  som  hunner  derde  machten  een  vierkant  wordt, 

(Alfakhri,  Pol.  98.  v*.  W.  124.) 

Stellen  wy  de  getallen  voor  door  x  en  y ,  het  vierkant  door  s*  , 
dan  is  #3  +  y*  =  s*. 

Nemen  wij  verder y  =px  en  z  =  qr,  dan  heeft  men: 


derhalve  x 


—   ?» 


ï+i»' 


j 
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K       Neemt  men  #  =:  6 ,  p  =  2 ,  dan  vindt  men  a=4 ,  y=8 ,  £=24 
'en  *»  -f  y*  =  **  =  576  =  (24)*. 

80.     Vraagstuk.     Men  waagt  twee  getallen  te  vinden  zoo- 
danig ,  dat  het  product  hunner  derde  macHen  een  volkomen  vier- 
kant zij.  {Alfakhri,  Fol.  99.  r°.  W.  125.) 
Wederom  de  getallen  door  x ,  y  en  z  voorstellende ,  is 

x*y*  =s*. 
Stellen  we  hierin  y*  ^=zp%x%  en  zz=zq*x%  ,  dan  is: 

p*$*  =  z%  ,  dus  z  ==  0*#*  =zpx*  ,  • 
of  eindelijk  *  =  —  ; 

waarin,  omdat  wij  y*  —p*x*  genomen  hebben,  p%  teven3  eene 
derde  macht  moet  zijn  ,  om  voor  y  een  rationeel  getal  te  vinden. 
Nemen  wy  dus  p  =  8  en  q  =  4,  dan  is  #  =  2  ;  y*  =  512  en 
z  =  64. 

Verder  is  *».y»  =-  8.8»  =  s*  =  (64)*  =  8». 

21.  Vraagstuk.  Men  vraagt  tioee  getallen  te  vinden  zoo- 
danig ,  dat  de  som  hunner  vierkanten  eene  derde  macht  zij, 

{Alfakhri,  Fol.  98.  v°.W.124.) 
Dsjze  gelallen  voorstellende  door  x  9  y ,  z ,  heeft  men  : 

a?1  -\-y*  =  s8. 
Hierin y  =jm?  en  z  =  qx  nemende ,  vindt  men  onmiddellijk: 

Stelt  men  hierin  nu  jp  =  3 ,  #  =  5  ,  dan  vindt  men  x  =  ^  , 
y  =  T^  en  z-=\\  verder  is : 

r*  +  y*  =  ,$T  +  AV  =  AV  =  tIi  =  (*)*  =  *•• 

22.  Vraagstuk.  Men  vraagt  twee  getallen  te  vinden  zoo- 
danig, dat  het  product  hunner  vierkanten  eene  derde  macht 
oplevert  (Alfakhri ,  Fol.  99.  v°.  W.  125.) 

Stelt  men  de  getallen  wederom  voor  door  x,  yt  z ,  dan  is : 

zij  hierin  y  =px  en  z  =  qx,  dan  vindt  men  onmiddellijk : 

—  9* 

P 
Neemt  men  nu  q  =  4  en p  =  8 ,  dan  is  %  r=  1 ,  y  =  8  en  z  =^  4. 
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28.    Vraagstuk.    Men  vraagt  in  geheéle  getallen   waar» 
den  van  x,  y  enz,  die  voldoen  aan  de  vergelijking 

x*  -|-  5y*  =  z%. 

(AlfakhA,  Fol.  104.  v*.  W.  132*) 
Stellen  wij  y  =•  nx*  ,  dan  heeft  men 

x*  +  5»*#*  =  z*. 
Zij  nu  verder z  = mx% ,  maar  m  zoodanig  gekozen,  dat  i»1— 5»1 
een  volkomen  vierkant  worde ,  dan  is : 

a?J  =  *»*  —  5«' 

x  zzzy'im1  —  5«*). 

Om  nu  te  weten ,  hoe  wij  m  en  n  moeten  bepalen ,  stellen  wjj 
verder : 

m* 5w*  =  **  =  (m  —  y)  *  =  w1  —  2wy  -+-  y* 

ip'  -4-  5»1 

at  =  *■ — ^ 

2y/ 

Stellen  wij  hierin  i//=5en»  =  3,  dan  vinden  wij  w=7, 
#  =  2,  y=12  en  s=28. 

24.  Jf*»  t?ra«^  ^<?  geheele  positieve  getallen  te  vinden 
zoodanig ,  dat  de  vierde  macht  van  het  eerste ,  vermeerderd  met 
de  negende  machtvan  het  tweede,  een  volkomen  vierkant  oplevert 

(Jlfakhri,  Fol.  104.  v«.  W.  132.) 

Stellen  wij  de  getallen  voor  door  x,  y  enz,  dan  moeten  wjj 
geheele  getallen  vinden ,  die  voldoen  aan  de  vergelijking  : 

Stellen  wij  daartoe  *  =  ay*  en  z  =r  fy*  ,  dan  is: 

y  =  5*  —  a*  ; 
opdat  y  positief  zij ,  behoeft  men  dus  b  en  a  slechts  positief  en 
$>a*  te  nemen.    Zij  i  =  5,  a  =  2,  danisy  =  9,  «=162 
en  z  =  32S05  ;  verder  is  dan : 

^+y«  =  6S8747536-t-387420489:=1076168025=(32805)*. 
25.     Vraagstuk.    Men  vraagt  twee  geheele  positieve  getallen 
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zoodanig  te  bepalen ,  dat  de  negende  macht  van  het  eerste ,  ver- 
minderd met  de  vierde  macht  van  het  tweede ,  een  zuiver  vier* 
kant  oplevert.  (Alfakhrt ,  Fol.  104.  v°.  W.  138.) 

Stellen  wij  de  getallen  wederom  voor  door  s,  y  en  z$  dan  heeft 
men  de  vergelijking 

*•  — y*  =  «*. 

Stellen  wij ,  om  dit  vraagstuk  op  te  lossen 

y  =  o#*  en  *  =  $**,  dan  gaat  de  vergelijking  over  in 

Nemen  wij  hierin  a  =  1 ,  6  =  1,  dan  wordt  x  =  2  ,  y  =  4 
en  3=16. 

26.  Vraagstuk.  Men  vraagt  drie  geheele  positieve  getal- 
len te  vinden ,  die  voldoen  aan  de  vergelijking : 

x*  -\-üx*yl  =z*. 

(A\fakhrit  Fol.  105,  v<>.  W.  133.) 

Stellen  wjj  y  =  ««'  en  z  =  p**  ,  dan  vinden  wij : 

x  =  *?ii±l 
p* 

Bepalen  wy  hierin  n  en  p  zoodanig ,  dat  JL-"TL-  een  ge- 

p* 

heel  positief  getal  is ;  nemen  wij  byv.  «=4  enj&=3,  dan  vinden 
wij:  x=z9,  y  =  2916  en  z  =  177147. 

Inderdaad  is : 


B*  V  =  387420489  -+-  30993639120  = 
=  31381059609  =  (177147)». 

Aanmerking.  Deze  oplossingen  in  geheele  getallen  komen 
niet  voor  in  Alfakhrt.    Men  vindt  daar  slechts  oplossin- 
gen in  gebrokens. 
27.     Vraagstuk.    Men  vraagt  twee  getallen  te  vindenzoo- 
danig,  dal  de  derde  macht  van   het  eerste  getal,  vermeerderd 
of  verminderd  wordende  met    de  vierde  macht  van  het  tweede, 
de  som  en  het  verschil  beide  vierkanten  opleveren. 

(dtfakkri,  Fol.  108.  v°.  W.137.) 
Volgens  de  gegevens  van  het  vraagstuk  heeft  men: 

*%-\-yh==iz%       en       m* — y*=e'*. 
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Stelt  men  nu  hierin : 

x=za<p,      y~o>%v*      e=:bq>%      en      s*  =  cy1, 
dan  vindt  men  de  vergelijkingen : 

0*9*  ~\-  ff8g>*  =  #8gp*  a*q>*  —  a8go4  =  c89*. 

Hieruit  volgt  door  aftrekking : 

2a«=5J— c*       of      c*-|-2«8=&8. 
Stellen  wij  5  =  (c  -f-  y) ,  dan  vinden  wjj  hieruit : 

2ff8  —  w,* 
c  =    — - — 1-. 
2y> 

Nemen  wij  hierin  a  =  4  ,  y~i»  dan  isc  =  ^,  5=f ,  9=JJ, 

*        TT*  >   y  ~  "BT  »    *  —  Tf  f  J  '    z  —  fff  T  » 

weike  getallen  door  proefneming  aan  de  gestelde  voorwaarden 
zullen  blijken  te  voldoen. 

28.  Vraagstuk.  "Baar  zijn  twee  getallen,  waarvan  het 
eene  driemaal  zoo  groot  is,  als  het  andere;  zoo  men  het  kleinste 
getal  tot  de  derde  macht  verheft  en  daarvan  het  vierkant  des 
tweeden  getaU  aftrekt ,  dan  is  de  rest  eene  volkomen  derde  macht. 
Ftage  naaf   die  getallen. 

(Lu dolf  v.  Colen,  Konstighe  Vraghen  ,  N°.  26.  Voor- 
komende in  zijn  boek  van  den  Circkel,  2e  dr.  4615.  Pol.  96,  v°.) 
Stellen  wij  de  getallen  voor  door  9  en  8* ,  dan  moet  ff*  —  9«* 
een  volkomen  kubiekgetal  zijn ;  nemen  wij  het  gelijk  aan  (q>  r)8, 
dan  is  a?8  —  9a?*  =  y%x* 

x  =  JU 
4—  <p* 

Zjj  hierin  q>  =  { ,  dan  is  x  =  40^ ,  3x  =  30£ ,  enz. 

29.  Vraagstuk.  Men  vraagt  twee  getallen ,  wier  verschil 
een  vierkant  is ,  indien  men  weet,  dat  elk  in  't  bijzonder  met -de 
eenheid  vermeerderd ,  een  volkomen  kubiekgetal  oplevert. 

(L.  v.  Colen  ,  id.    id.  N«.  29.) 
Dewijl  de  getallen ,    met    4  vermeerderd ,    volkomen   derde 
machten  zijn,  kan  men  ze  voorstellen  door p*x* — 1  en  q%x% — 4 , 
terwijl  hun  verschil ,  p*x* — q*x*  ,  gelijk  genomen  kan  worden 
aan  r8.*8  ; 

derhalve  p*x%  —  qlx*  =  r*x* 

x  =      ^~ 
p*—q** 
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.   Neemt  men  hierin  r  =  7 ,  /?  =  2  en  #  =  4  ,  dan  ia  x  «  7. 
De  getallen  zijn  derhalve  2743  en  342,  enz. 

Aanmerking,     v.  Colen  geeft  tot  antwoord  544$  |J  en 

80.  Vraagstuk.  FiWl  twee  getallen  zoodanig  %  dat  aU 
men  tot  de  derde  macht  van  het  grootste  het  kleinste  getal  vergaart, 
er*  evenveel  komt ,  alsof  men  bij  de  derde  macht  van  't  kleinste 
het  grootste  optelt, 

(L.  t.  Colen  ,  id.    id.  N°.  35.  Fol.  96 ,  v°.) 
Stelt  men  de  gevraagde  getallen  voor  door  x  en  y ,  dan  is : 
x* +y=y* -\~  x      of      xl — y*=x — y 
of         #»  +*y  +  y*=l 

of        xx  Hr *y  +  \yx  =*  — \y%- 

Het  eerste  lid  een  volkomen  vierkant  zijnde ,  moet  zulks  ook 
bet  geval  zijn  met  1  —  |  yx  ;  stellen  wij  derhalve  : 
1  — .\y*  =(\—pyy  =  4  —  2py+p*y* 

waaruit  y  =   -3^. 

Neemt  men  hierin  ƒ»=$-,  dan  vindt  men  een  der  door  v.  C. 
opgegeven  antwoorden :  y  =  \ ,  x  =  \. 

31.  Vraagstuk.  Men  vraagt  drie  getallen  zoodanig ,  dat 
het  eerste  twee  minder ,  het  derde  drie  meer  zij ,  dan  het  tweede 
en  dat  hun  gedurig  product ,  met  100  vermeerderd ,  ?iai  volkomen 
derde  macht  zij.  (L.  v.  Colen  ,  id.  id.  Fol.  98  ,  v°.) 

Volgens  de  voorwaarden  van  het  vraagstuk  heeft  men : 
x{x  +  2)  {x  -f-  8)  +  ^  00  moet  een  volkomen  kubiekgetal  zyn. 
Stelt  men  den  wortel  daarvan  voor  door  *  -|-  a ,  dan  is : 
x%  +  7*»  -|_  fOr  -f  400  =  0*  +  3<*r»  -f  3a\r  +  a*. 

Neemt  men  nu  7#'  =  3c&r* ,  waardoor   a  =  J  wordt,  dan  is: 

10j?  +  100=3a^  +  a3 

100— a3  ,     ..,  -  . 

#  =  - ttx  »  ei*  dewyl  a  =  -J  is : 

0  =  43^ 

Deze  wijze  doet  ons  slechts  één  antwoord  vinden.  Brengen  wy 
echter  hier  het  geleerde  van  §  18 ,  N°.  11  in  practijk,  dan  kunnen 
wij  zoo  vele  antwoorden  vinden  als  ons  goeddunkt. 
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32.  Vraagstuk.  Vindt  drie  getallen  zoodanig ,  dat  men , 
indien  men  van  de  derde  macht  hunner  som  ieder  getal  in  't  bijzon* 
der  aftrekt ,  drie  volkomen  derde  machten  overhoudt, 

(Dioph.  V.  49.  L.  v.  Colen,  id.  id.  87. 
Adkianus  Twtlt.     Toetssteen  van  de  Algebra  Speciosa.) 
Wij  stellen  de  drie  gevraagde  getallen  voot  door  <p ,  yi  en  •• , 
hunne  som  door  as  en  de  resten  ,  die  men  overhoudt  door  a*xl 
achtereenvolgens  met  <p ,  y  en  w  te  verminderen , 
door  b*x* ,  c*x*  en  d*x%  ,  dan  is : 

9>  +  V  +  w  =  ft3#3 — b*x2  -r  a3#3— c3#3  -f-a34C* — dzx*  = 
=  (3a3  —  fc3  —  c3  — .  d3)  s3  =  cw? ; 

derhalve:  a?»  =    -— -—^ — -j-. 

3a3  —  J>3  — c3  —  d* 

- . T   moet  een  volkomen  vierkant  zijn ;  der» 

U*  —  b*—e*—d*  v 

halve  moet  ook  a(3o3  —  bz  —  c3  —  d3)  een  volkomen  vierkant 
zijn;  stellen  wij  den  wortel  van  dit  vierkant  voor  door 

2a*  — 3aef  dan  is: 
3a*  —  afl3  —  ac*  —  ad3  =.  4a*  —  i2a3e  +  $a%e%  > 
of  na  deeling  door  a  en  rangschikking  : 

—  a*  +  i2aae~-9a**  — b* —  c3  =  <23. 

Het  eerste  lid  moet  dus  een  volkomen  derdemaoht  zijn.  Stel- 
len wij  haren  wortel  voor  door  —  a  -\-  4e,  dan  is 

39aeJ  =  &3-r-c3-f-64e3 

a  ss  — : ! 

Om  dus  aan  het  vraagstuk  door  positieve  getallen  te  voldoen , 
hebbe  men  slechts  te  zorgen  ,  dat  a  <^  4e  is. 

Neemt  men  b  =  10,  c  =  \\  en  e  =  3,  dan  is  a*TY  ,  öT  =  \\  , 
je  =  -5%9r.     Hierdoor  vindt  men  : 


a3r3  /j3T3  »,**  1*851       \ 

a  x        c  x    —  r?7ift«i?r  {  —  ttft* 


0175  8938     I 

r  r?  1 9  c  i  b  r  J 
Verheft  men  deze  som  tot  de  derde  macht ,  dan  heeft  men 


a*x*—  d*x*=  T«olt- 


J 
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ïWiVnVr  en  daarvan  de  gevonden  getallen  elk  in  't  bijzon- 
der aftrekkende ,  vindt  men  tot  uitkomst : 

Aanmerking.    Deze    korte  en   fraaie  oplossing    is    van 

Laürens  Praaldeb,  Mathematicus  tot  Utrecht,  en  komt 

voor  in  het  bijvoegsel  tot  het  mengelwerk  van  Strabbe's 

Oefenschool  der  Mathematische  Wetenschappen.    Nog  kan 

men  hierbij  opmerken  ,  dat  de  wijze  van  oplossing  algemeen 

is;  dat  men  namelijk  door  eene  soortgelijke  handelwijze, 

vier,  vijf  en  meer  getallen  kan  vinden,  die  aan  dezelfde 

voorwaarden  voldoen.  Het  is  opmerkelijk ,  dat  Saunderson, 

die   verschillende  vraagstukken   van  Diophantüs  oplost, 

van  dit  vraagstuk  niet  spreekt. 

83.    Vraagstuk.     Men  vraagt  drie  getallen  zoodanig ,  dat 

mdien  men  de  derde  macht  hunner  som  bij  ieder  getal  in  't  by- 

tonder  optelt ,  de  uitkomsten  wederom  rationeele  kuben  zijn. 

(LüDOLF  VAN  COLEN.    58.) 

Stelt  men  de  som  der  getallen  ax9  dan  is  de  derde  macht 
hunner  som  =  a8a8.    Verder  kan  men  de  getallen  stellen  : 
tor1— a***  ,  c8*8  — a*x* ,  d*x*  — azx* »  waaruit  dan  volgt: 
(ó»  +  <js+<*3—  3as)  a?s=(Wf, 

,  =    a 

Deze  breuk  moet  een  volkomen  vierkant  zijn ;  a  kan  zoodanig 
genomen  wordenen  het  komt  er  dus  maar  op  aan,  dat  de  noe- 
mer ook  een  vierkant  worde.  Stellen  wij  derhalve  :  b  = ƒ —  c  en 

(/—  «)■  +c*+d*—  3a' =(*  +  *)», 
dan  is:  ƒ  *  —  3/*c  -f  Sfc1  +  d*  —  3a»  =  c*g*  -f  2cgh+h*. 

Neemt  men  hierin  nog  Sfc%  =  ctgt  ,  dan  is  ƒ=  ^. 

«5 

«n  men  vindt : 

—  /8 -+-<**  —  3a8—  h* 

Neemt  men  hierin  a  =  1  en  g  =  8  ,    dan   is   ook  ƒ  =  3. 
Verderf  h=2  en  d=S9  dan  is  c={J,  b={l ;ens  =  J*f£r 
Uierdoor  vindt  men  verder  voor  de  gevraagde  getallen  : 

itttHlittr»      ttV»WAVït.      AW.V.WA- 


L 
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Aanmerking.  Indien  men  in  dit  vraagstuk  ware  te  werk 
gegaan  zoo  als  in  het  vorige ,  zou  men  eene  soortgelijke 
oplossing  gevonden  hebben. 

0mdat  •'  =  b.  +  c,+d*-3a>  •  moet  00k 
a{b%  -f-  c*  -f-  d*  —  3a3)   een  volkomen   vierkant  zijn;  zjj 
de  wortel  daarvan  2a*  -j-  3arf ,  dan  vinden  wij  na  behoor- 
lijke herleiding 

6»  =:  7a' -4-1 2a1  J  +  9ad*—  d* —>  c8. 

Het  eerste  lid  dezer  vergelijking  een  kubiekgetal  zijnde , 
moet  zulks  ook  het  geval  zijn  met  het  tweede  lid ;  wij 
stellen  derhalve: 

7a3  +  12W  +  9ad*  —  d*  —  c»  =  (—  d  +  3a)»  , 

..           ,        20a8 +c8 
waaruit  d  i=  -i- — . 

39a* 
Deze  oplossing  toepassende,  zal  men  vier,  vijf  en  meer 
getallen  kunnen  vinden ,  die  aan  de  gestelde  voorwaarden 
voldoen. 
34.   Ter  toepassing  van  het  geleerde  dienen  nog  de  volgende 

VRAAGSTUKKEN. 

1.  Men  vraagt  de  onbekenden  op  te  lossen  uit  de  volgende 
vergelijkingen : 

tf  -{-  y  =  S  +  ^0 ,      y  -|-  «  s=- d?  -|*  3)  ,      £  -|-  #  =  y  -|-  40. 

2.  *+y  —  tf  +  3^20,        y  +  g-[-t  =  x+  30, 
*  +  *  + #  =  y  +  40,         *+*-fy==*  +  50. 

4.  Men  vraagt  twee  vierkanten ,  wier  som  gelijk  is  aan  tien. 

5.  Men  vraagt  twee  vierkanten ,  wier  verschil  gelijk  is  aan  vijf. 

6.  Een  getal  te  vinden  zoodanig ,  dat  eene  vermeerdering  met  3, 
zoowel  als  met  5  eenheden ,  een  vierkant  voortbrengt. 

7.  Men  vraagt  naar  de  waarden  der  onbekenden  in  de  verge- 
lijkingen : 

#-HH-*  +  r=20f*  +  'j|  =  y  +  !r=*  +  |  —  *-r-^ 
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8*  Men  vraagt  drie  getallen  te  vinden  zoodanig ,  dat  hunne 
som ,  zoowel  als  de  som  van  twee  dier  getallen ,  vermin- 
derd met  het  derde  ,  een  zuiver  vierkant  oplevert. 
9.  Van  welke  drie  vierkanten  is  het  verschil  van  het  eerste  en 
tweede,  tweemaal  zoo  groot  als  het  verschil  van  het  tweede 
en  derde? 

40.    Welke  waarden  voor  x ,  y ,  e  voldoen  aan  de  vergelijkingen : 

*-f-y  +  *  =  50en*-g  +  8)  g  +  *)  = 

=»-(?+  »K+  »)=•  -(i+»)+(M» 

44.  Men  vraagt  drie  getallen  zoodanig,  dat  zoowel  hunne  som, 
als  de  som  van  twee  dier  getallen ,  telkens  met  3  ver- 
meerderd, een  volkomen  vierkant  oplevert. 

42.  Zoek  drie  getallen  zoodanig ,  dat  zoo  men  de  derde  macht 
hunner  som  van  ieder  der  getallen  in  't  bijzonder  aftrekt , 
de  verschillen  derde  machten  zijn. 

43.  Zoek  drie  getallen  zoodanig,  dat  hun  gedurig  product,  met 
elk  van  die  getallen  vermeerderd,  volkomen  vierkanten 
oplevert. 

1 4»    Men  vraagt  drie  getallen  zoodanig  ,  dat  elk  van  die  getal- 
len in  't  bijzonder  verminderd  met  hun  gedurig  product , 
een  volkomen  vierkant  tot  rest  late. 
15.    Men  vraagt  eene  rekenkundige  reeks  van  3  termen  zoodanig, 
dat  als  men  van  eiken  term  4^  aftrekt ,  de  resten  volkomen 
vierkanten  zijn. 
46.   Een  volkomen  vierkant  in  vier  deelen  teverdeelen,  zooda- 
nig ,  dat  elk  van  die  deelen  met  4  vermeerderd ,  een  vol- 
komene derde  macht  oplevert. 
1 7.    Vier  getallen  te  vinden ,  wier  producten  twee  aan  twee ,  elk 
in  't  bijzonder  met  een  bepaald  getal  vermeerderd,  zes  vol* 
komen  vierkanten  opleveren. 
\  8.    Vier  getallen  te  vinden ,  wier  producten  twee  aan  twee , 
elk  in  't  bijzonder  van  een  bepaald  getal  afgetrokken ,  zes 
volkomen  vierkanten  opleveren. 
49.    Verdeel  een  volkomen  vierkant  in  vier  deelen  zoodanig,  dat 
indien  men  van   het  eerste  deel  de  andere  deelen  elk  in 
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't  bijzonder  aftrekt,  de   resten  wederom  volkomen  vier- 
kanten zijn» 

20.  Een  rechthoekigen  driehoek  te  vinden ,  wiens  zijden  ratio- 
neel zijn  en  eene  rekenkundige  reeks  vormen  zoodanig ,  dat 
wanneer  men  de  som  der  zijden  van  het  product  der  zijden 
twee  aan  twee  aftrekt ,  de  resten  volkomen  vierkanten  zijn. 

21.  Twee  getallen  te  vinden  zoodanig,  dat  de  derde  macht  van 
het  eene,  verminderd  met  het  vierkant  van  het  andere, 
wederom  een  vierkant  oplevert. 

22.  Twee  getallen  te  vinden  zoodanig,  dat  de  vierde  macht 
van  het  eene  ,  vermeerderd  met  tien  malen  de  derde  macht 
van  het  andere ,  een  volkomen  vierkant  oplevert. 

23.  Twee  getallen  te  vinden  zoodanig ,  dat  de  negende  macht 
van  het  eene,  vermeerderd  met  vijf  maal  het  product  van 
de  derde  macht  van  het  eerste  en  de  tweede  macht  van  het 
tweede ,  een  volkomen  vierkant  oplevert. 

24.  Men  vraagt  een  getal,  welks  derde  macht,  met  vyf  malen 
en  ook  met  tien  malen  zijne  tweede  macht  vermeerdert 
wordende,  steeds  een  volkomen  vierkant  oplevert. 

25*  Men  vraagt  twee  getallen  zoodanig,  dat  de  vierde  macht 
van  het  eene,  vermeerderd  of  verminderd  met  de  derde 
macht  van  het  tweede ,  de  som  en  het  verschil  beiden  vol- 
komen vierkanten  zijn. 


AFDEELING    III. 

DE    LEEB    DEE    FUNCTIËN. 


§  20.    Over  de  fdnotiën  en  hare  karakters. 

1.  Grootheden  ,  die  gedurende  den  loop  van  eenige  beschou- 
wing niet  van  waarde  veranderen ,  noemt  men  standvastig. 
Grootheden ,  die  gedurende  den  loop  van  eenige  beschouwing 
voortdurend  van  waarde  veranderen ,  zijn  veranderlijk.  Men 
verdeelt  de  veranderlijke  grootheden  in  oorspronkelijk  en  afhan- 
kelijk veranderlijke. 

Oorspronkelijk  of  onafhankelijk  veranderlijk  is  die  grootheid  , 
welke  slechts  verandert ,  omdat  men  haar  willekeurig  verschil- 
lende waarden  toekent ;  terwijl  de  veranderingen  in  de  afhanke* 
lijk  veranderlijke  het  gevolg  zijn  van  willekeurige  waarden ,  die 
men  aan  onafhankelijk  veranderlijken  heeft  toegekend. 

De  afhankelijk  veranderlijke  grootheid  noemt  men  eene  functie 
der  grootheden  ,  waarvan  zij  afhangt ;  de  onaf hankelijken  noemt 
men  de  elementen  of  argumenten  der  functie. 

Heeft  men  bijv.  y  =  Jx%  -(-  Bs  -{-  C  en  geeft  men  aan  x 
achtereenvolgens  verschillende  waarden,  die  geheel  willekeurig 
zijn ,  dan  zullen  ook  de  daarmede  overeenkomstige  waarden  van 
y  veranderen.  Nu  is  y  de  afhankelijk  veranderlijke,  de  functie 
van  ar;  xi*  de  onafhankelijke,  de  oorspronkelijk  veranderlijke, 
het  element,  het  argument  der  functie.  Eene  zoodanige  functie, 
waarin  de  betrekkingen  van  afhankelijkheid  tusschen  de  getallen- 
waarde  een  er  functie  en  hare  elementen  door  eene  of  meer  ver- 
gelijkingen worden  uitgedrukt,  noemt  men  eene  analytische 
functie. 

Th.d.  Alg.  10 
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Om  aan  te  wijzen,  dat  y  eene  functie  van  #  is,  schrijft  men 
(vergelijk  §6,2): 

v  =/(*)>  y=yW.y=v,(a?).y=^Wty=*U)»y=x(4enz, 

Is  y  eene  functie  Tan  x  en  z ,  dan  schryft  meny  =  f  (x9  z) ,  enz. 
Hangt  y  af  van  meer  dan  twee  argumenten,  dan  blijft  de  schrijf- 
wijze dezelfde ,  byv.  y  =  g>  (« ,  t>,  x ,  *) ;  't  geen  zeggen  wil ,  dat 
y  afhangt  van  de  veranderingen,  die  men  brengen  kan  in  «,  ©, 
x9  z,  enz.  Nog  valt  hierbij  op  te  merken ,  dat,  indien  y  =  F(*) 
gegeven  is ,  Ft  (x) ,  F%  (x) ,  enz.  functiën  zijn  van  x ,  die  op  de 
eene  of  andere  wijze  uit  F(x)  zijn  afgeleid. 

2.     Be  functiën  worden  verdeeld  in  onderscheidene  soorten: 

Eene  functie  is  algebraïsch,  wanneer  men  door  de  hoofdbe- 
werkingen der  algemeene  rekenkunde  de  waarde  der  functie  uit 
hare  elementen  berekenen  kan.  Zijn  deze  hoofdbewerkingen 
[optelling,  aftrekking,  vermenigvuldiging,  deeling,  machts- 
verheffing  en  worteltrekking]  daartoe  niet  voldoende,  moet  men 
bijv.  van  getallen  overgaan  tot  logarithmen ,  van  bogen  tot  goni- 
ometrische  lijnen ,  dan  is  de  functie  transcendent. 

Functiën ,  waarin  de  veranderlijke  grootheid  met  irrationeele 
exponenten  is  aangedaan ,  worden  door  sommigen  interscendenie 
functiën  genoemd. 

Wanneer  de  veranderlijke  grootheid  geene  andere  dan  geheele 
exponenten  heeft,  dan  is  de  functie  rationeel;  zij  is  irrationeel, 
wanneer  de  exponent  van  het  veranderlijke  element  of  van  eene 
zijner  functiën  gebroken   is. 

Verder  onderscheidt  men  nog: 

Export entiale  functiën,  waarin  het  veranderlijk  element  in  den 
exponent  voorkomt , .  bijv.: 

y  =  a" ,  z  =  Ax*  +  Bxy. 

Logariiknmche  functiën : 

y  =  log(* -}-#),         *=:log  (ax  +  by). 

Goniometrische  functiën : 

z  =  a  sin  (*  -f-  y)  -\-  #(cos  x  -\-  cos  y). 

Altemeerende  functiën  [fonctions  altemfes.  Vergel.  Caw 
Cours  oV  Analyse  algébrique;  Baltzer  ,   Ueber  die  Determinant 
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zjjn  functiën  van  verschillende  veranderlijken,  waarvan  men  twee 
willekeurige  met  elkander  verwisselende ,  de  functie  hare  abso- 
lute waarde  laat  behouden,  doch  van  teeken  doet  veranderen,  bijv.: 

8  a=r  (*  — y) ,      z  =  (x*y  —  y  *x) ,      z  =  (sin  *  —  sin  y) , 

«  =  (*—  y)  (y  —  *)  (*  —  4 

Geheele  functiën,  wanneer  geene  exponenten  der  veranderlijke 
grootheden  negatief  zijn;  in  het  tegengestelde  geval  zijn  zij 
gebroken. 

Eenvormige  functiën ,  die  voor  elke  willekeurige  waarde  der 
veranderlijke  elementen  slechts  éène  overeenkomstige  waarde 
verkrijgen. 

u  =  F{x ,  y)  =  ax  -f-  by. 

Ttceevormige  functiën ,  die  voor  elke  willekeurige  waarde  der 
argumenten  twee  overeenkomstige  waarden  verkrijgen: 

y*  =  F[x)  =  Ax*  +  Bx  +  C. 

Drievormige  functiën,  enz» 

Eene  functie  van  x  is  even ,  wanneer  alle  exponenten  van  x 
even  zijn  , 

y==/(#)  =  ^**  +  2te*  +  C; 

zijn  alle  exponenten  van  x  oneven ,  dan  is  f  (x)  zulks  ook. 

Eene  functie  van  twee  of  meer  veranderlijken  is  gelijkslacktig , 
wanneer  de  som  der  exponenten  van  de  veranderlijken  in  alle 
termen  even  groot  is,  bijv,: 

9  (*>  y)  =  a* V  +  l*%  +  c*y%  +  ^s- 

Eene  functie  is  uitgedrukt,  wanneer  rechtstreeks  aangewezen 
wordt ,  hoe  men  hare  waarde  uit  de  waarden  der  elementen  kan 
berekenen ;  zij  is  ingewikkeld ,  indien  zulks  slechts  door  onop- 
geloste vergelijkingen  wordt  aangewezen. 

3.  Wanneer  y  eene  functie  is  van  het  onafhankelijk  veran- 
derlijke element  *,  dan  noemt  men  haar  eene  onafgebroken 
functie  (fonction  continue)  tusschen  twee  grenzen  x  =  a  en  x =b , 
wanneer  zij  voor  alle  mogelijke  tusschenliggende  waarden  van 
*  >  a  en  x  <  b  (ingeval  b  >"«)  reëele  eindige  waarden  van  y 
oplevert.  Doet  zij  sulks  niet ,  dan  is  zij  afgebroken  (discontinue). 

10* 
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Heeft  men  bijv.  de  functie 

y  =ƒ(*)  = 


x —  a 


dan  zal  deze  continue  blijven  voor  alle  waarden  van  x  <  a  en 

voor  alle  waarden  van  x  >  a ,  doch  voor  *  =  a  zal  men  vinden 

c 
y  =  -  =  oo  en  de  functie  zal  dus  tusschen  de  grenzen  a?  =  «-f-^ 

en  x  —  a  —  J ,  d  een  oneindig  klein  getal  voorstellende ,  dis- 
continue zijn. 

Dewijl  de  onafhankelijk  veranderlijke  aan  niets  gebonden  is , 
kan  men  haar  voortdurend  doen  toe-  of  afnemen;  de  afhanke- 
lijke zal  daardoor  eene  voortdurende  verandering  ondergaan , 
die  men  wel  niet  kan  aangeven  ,  maar  die  men  terug  kan  brengen 
tot  drie  gevallen.     Heeft  men  bijv, 

y  =  f(x)^  x%,y==F(x)=siüxi  y  =  <p{x)  =  -?--» 

dan  zal,  wanneer  x  toeneemt,  de  eerste  functie  onophoudelijk 
toenemen  en  het  gebied  doorloopen  van  alle  positieve  getallen  ; 
de  tweede  functie  ,  altijd  tusschen  +  l  en  —  1  gelegen,  kan  die 
waarden  nooit  overschrijden;  de  derde  eene  bepaalde  grens  meer 
en  meer  naderen ,  naarmate  men  x  grooter  neemt ;  want  schrijft 

t  \  x  ,  a 

men  (p  (x)  =  — . —  =  1  —  — — -  , 

x-\-a  a-\-x 

dan  zal ,  wanneer  x  toeneemt ,  het  gebroken  — ; —  hoe  langer 

hoe  minder  van  0  verschillen ;  q>  (x)  nadert  dus  meer  en  meer 
de  grens  1 ,  zonder  die  ooit  volkomen  te  kunnen  bereiken.  Men 
is  gewoon  dit  te  schrijven : 

/*» 
x  =  oo  ,  Hm  g>  (x)  =  lim  — - —  t=  \  , 

ft-J-a? 

d.  i.  naarmate  x  grooter  genomen  wordt ,  zal  de  breuk  — 5— 

meer  tot  de  eenheid  naderen  ;  neemt  men  x  zoo  groot ,  als  maar 

immer  mogelijk  is ,  dan  zal  de  waarde  der  breuk  — ^—   minder 

a-fx 
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van  1   verschillen,  dan   het  kleinste  getal,  dat  men   zich  kan 
voorstellen. 

Aanmerking.    Zij ,  die  Newton  volgen  in  zijne  fluctie 
rekenicg  [en  hun   aantal  is  uiterst  gering]    spreken   van 
vloeiende   functiën,  welk  woord    dezelfde  beteekenis  heeft 
als  continue. 
4.     Stelling.     Wanneer  in  eene  continue  functie  vat?  één 
veranderlijk  element ,  de  onafhankelijk  veranderlijke  opklimt  met 
oneindig  kleine  waarden  van  de  eersts  orde,  [VergeL  §40, 1] 
dan  zal  in  hef  algemeen  de  functie  ook  met  oneindig  kleine  waar- 
den van  dezelfde  orde  toe-  of  afnemen. 

Bewijs     Wanneer  in  ƒ  (a?)  het  argument  x  met  eene  oneindig 
kleine  waarde  der  Ie  orde  aangroeit  en  wij  deze  aangroeiing  door 

3  voorstellen ,  dan  hebben  wij  aan  te  toonen,  dat  de  grens ,  waartoe 

f(x  4_  $\ f(x) 

•<_v — i     /' — £_L_2  nadert ,  eene  eindige  grootheid  is ;  dat  men 
o 

dus  heeft :      Hm.  ƒ  (»  +  *)—/(«)  =  p> 

O 

Nemen  wij  aan,  dat  zulks  het  geval  niet  is  en  dat  men  hebbe : 

lim    fi*+*hfa)  =  o  of  B»./fe±fl=ÖÖ  =  oo  . .  (.) 
o  J 

Zij  verder  b  >  a  en  veronderstellen  wij ,  dat  de  functie  van  <r 

tusseben  de  grenzen  a  en  è  continue,  n.  =  oo  en  -^-  =  Jis, 

n 

dan  heeft  men  in  de  beide  veronderstellingen  van  («): 

f(a  +  M)-f(a  +  d)   =^a> 
ƒ  (a  +  3J  }— f  [a  +  2Jj  =  J p ,  , 


ƒ (fl  -f  »J)_- f{a  -f  («  —  1)  J)  =  iA; 
of  na  optelling: 

ƒ  («  +  «*)  —  / W  =  *  (Pi  +P%  +Pz+ A). 

Volgens  de  eerste  veronderstelling  van («) naderen px 9p%>PfP% 
meer  en  meer  tot  0 ;  zij  onder  al  die  waarden  6  de  grootste , 
dan  is 

f(a  +  nd)—  f{a)<ndx  0; 
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of  omdat  a  -\-  nd  =  b  en  nd  =  6  —  a 

/ (4)  _ƒ(«)<  (»  _«)ö. 

Maar  6  —  a  is  een  eindig  getal,  0  is  eene  oneindig  kleine, 
het  product  (6  —  a)  6  is  dus  ook  oneindig  klein  (§10,  3); 
derhal  ye: 

lim  £ƒ(*)—  /(a)J=0. 

De  veronderstelling  ü — *    j      **£)■  =  0  geeft  geen  ver- 

o 

schil  tusschen  twee  willekeurige  waarden  der  functie ;  de  functie 

wordt  dus  standvastig  en  houdt  op  functie  te  zijn. 

Volgens  de  tweede  veronderstelling  naderen  pt , p% ,  p% , . .  ,p% 

meer  en  meer  tot  oo;  zij  onder  al  die  oneindig  grooten  6t  de 

kleinste ,  dan  is 

ƒ (a  +  nd)—f(a) >  «*  X  9t. 
Maar  nd  is  een  eindig  getal ,  n ö  X  0t  is  dus  oo,  derhalve 

lim  {ƒ(*)-ƒ  («)}==oq. 

De  veronderstelling  J&*    j      *\x>  =  oo  geeft  ons  dus,  tegen 

o 

de  hypothese  aan ,  te  kennen ,   dat  de   functie  discontinue  is. 

Er  blijft  ons  dus  niets  over,  dan  aan  te  nemen,  ^tpitp%>pl .  ../>. 

eindige  getallen  zijn   en  dat  de  aangroeiingen  van  ff.  en  ƒ  (x) 

oneindig  kleinen  zyn  van  denzelfden  rang. 

5.  Om  ons  een  helder  denkbeeld  van  de  functiën  te  verschaf- 
fen ,  zullen  wij  het  reeds  aangevoerde  ophelderen  door  eene  meet- 
kundige beschouwing. 

Wanneer  gegeven  is  y  =  F  (*)  en  men  in  een  plat  vlak  twee 
willekeurige  rechten  irekt,  die  elkander  onder  een  zekeren  hoek , 
(wij  nemen  bij  voorkeur  een  rechten  hoek)  in  het  punt  O  snijden, 
daarna  OA  gelijk  neemt  aan  eene  willekeurige  eenheid  en  Af% 
welke  evenwijdig  getrokken  is  aan  OF9  gelijk  maakt  aan  de 
waarde,  welke  y  heeft  in  de  veronderstelling ,  dat  #  =  1,  dan 
zal  AP  eene  functie  zijn  van  OA.  Neemt  men  daarna  OB  gelqk 
aan  2 ,  dan  zal  de  overeenkomstige  waarde  van  y  het  punt  Q 
bepalen.    Is  nu  F  (x)  continue,  dan  zullen  de  uiteinden  van 
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de  lijnen         y  =  F(OA),  yl=F(OA  +  d)t 

y%  =  F(0A  +  2d) y.=  F{OB) 


§  20  —  5. 


punten  moeten  zijn , 
die  op  een  oneindig 
kleinen  afstand  van 
elkander       gelegen 
zijn ,  en  dus  kunnen 
worden  aangemerkt , 
nis  de  op  elkaar  vol- 
gende punten  eener 
kromme  lijn ;  of  met 
andere      woorden : 
wanneer  gegeven  is 
de  continue  functie 
y  =  F(a?)en  men  dan 
twee  elkaar  [rechthoekig]  snijdende  lijnen  TTX  en  XX  t  trekt, 
daarna  op  de  liju  XX x  voor  eene  willekeurige  eenheid  uit  O 
lijnen  uitzet,  die  willekeurige  waarden  voorstellen  van  ar,  doch 
waarvan  de  positieve  rechts ,  de  negatieve  links  van  O  uitgezet 
worden ;  vervolgens  door  die  punten  A,  B9  C,  D . . .  lijnen  trekt 
evenwijdig  aan  TYi ,  dan  zal  eene  kromme  lijn  de  meetkundige 
plaats  zyn  van  de  uiteinden  der  lijnen ,  welke  de  overeenkomstige 
waarden  van  y ,  d.  i.  van  de  functie  voorstellen  en  deze  waar- 
den zullen  boven  of  beneden  de  lijn  (as)  XX  t  uitgezet  moeten 
worden,  naarmate  y  positief  of  negatief  is. 

Zij  verder  aangenomen,  dat  y  =  F(*)  bovenstaande  kromme 
voorstelt,  dan  wordt  voor  ar=OE,  y  =  F[OB)=0;  daaruit 
Wijkt ,  dat  deze  waarde  van  x  voldoet  aan  de  vergelijking : 

y  =  F(*)  =  af  +  Ata?-i  +  A%&-  *  + A  n  =  0 , 

derhalve  is  OF  een  wortel  dier  vergelijking.  Om  dezelfde  reden 
al  Oi* zulks  zijn.  -—In  de  veronderstelling,  dat  y  =  F(x)  con- 
tinue is,  zien  wij  tevens  uit  de  figuur ,  dat  wanneer y  voor  twee 
verschillende  waarden  van  x  van  den  positieven  in  den  negatie- 
wen toestand  overgaat,  tusschen  die  beide  waarden  minstens  één 
•Wortel  der  vergelijking  moet  gelegen  zyn. 

Men  kan  ook  zeer  gemakkelijk  door  middel  eener  figuur  bewij- 
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zen,  dat  de  overeenkomstige  aangroeiingen  van  het  argument 
en  van  de  functie  voor  oneindig  kleins  aangroeiingen  van  het 
eerste  ,  van  de  zelfde  soort  zijn.  Zij  y  =  <p  (x)  de  vergelijking  der 


nevensgaande  kromme ,  AC  eene  snijlijn  ,  die  de  kromme  snijdt 
in  de  punten  B  en  C.  Nemen  wij  verder  aan ,  dat  die  punten 
zeer  dicht  bij  elkander  liggen ,  zoodat  men  kan  stellen  : 

BM  =.  <p{xx)    en     CN=*  <p{xi  +  S). 

Ttrwijl  dus  &  aangegroeid  is  van  0  tot  OM=xt ,  heeft  y 
de  waarde  BM  verkregen ;  groeit  nu  x  verder  aan  van  xx  tot 
xx  +  d ,  dan  verandert  de  waarde  van y  in  ÖNf  zoodat,  de  aan- 
groeiing van  de  functie  ,  overeenstemmende  met  de  aangroeiing 
van  xx  tot  xx  -\-  £,  voorstellende  door  e,  MN=.  d  en  A'0=sis. 
Stelt  men  koek  CBE  =  a  ,  dan  is  ook  koek  BAM  =oen  indien 
men  de  punten  C  en  B  meeren  meer  tot  elkander  doet  naderen , 
zoodat  de  snijlijn  eindelijk  twee  op  elkander  volgende  punten  der 
kromme  vereenigt  en  dus  eene  raaklijn  wordt ,  zal  de  koek  BAM 
wel  veranderen ,  maar  steeds  eene  eindige  waarde  behouden  r 
zoodat  hij  eindelijk  zal  overgaan  in  hoek  BAtM  =  fi. 


Nu  is  in  drieh,  CBE: 
of      e  •-=  Ö  tang  a 


CE  =  BEtmgCBE 


of 


—  =  tang  «. 


Laten  wjj  nu  AC  om  het  punt  B  op  de  beschreven  wijs  draaien, 
of  met  andere  woorden :  nemen  wij  de  grenzen ,  waartoe  «  en  S 
naderen  kunnen ,  dan  vinden  wij 

lira  ~  =  tang  /? ;  f 

d.  i.  tusschen  s  en  d ,  hoe  klein  ook    genomen ,  bestaat  altydj 
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eindige  verhouding:  zij  zijn  dus  oneindig  kleinen  van  den» 
xelfdenrang  (§10,  4). 

Is  in  bovenstaand  betoog  0  oneindig  klein,  d. i. loopt  AtD 
evenwijdig  met  OX ,  dan  is  e  eene  oneindig  kleine  ten  opzichte 
Tan  d;Ï8  £=90°,  dan  is  d  eene  oneindig  kleine  ten  opzichte 
van  e.  In  deze  gevallen  is  de  stelling  dus  niet  bewezen.  Zij 
kunnen  zich  echter  slechts  voor  bijzondere  waarden  van  x  voor- 
doen ;  want  loopen  alle  raaklijnen  eener  kromme  evenwijdig  met 
JTX,  of  met  TTX ,  dan  is  die  kromme  zelve  eene  rechte,  wier 
vergelijking  uitgedrukt  wordt  door  y  =  p  of  x  =q ,  vergelij- 
kingen ,  waarin  noch  y  noch  x  functiën  zijn. 

Uit  de  eerste  figuur  blijkt  nog  ten  duidelijkste,  dat  men  even- 
zeer als  men  x  als  argument  heeft  aangenomen ,  zulks  ook  met 
y  kan  doen ;  voor  y  =»  F(x)  kan  men  dus  ook  schrijven  x  =  f  (y). 
In  eene  functie  van  x  en  y ,  d.  i.  in  g>  {xty)  kan  men  één  der 
beide  elementen  als  onafhankelijk  beschouwen. 

Aanmerking»    Met  een  en  ander  kan  men  vergelijken: 
Archief  der  Wiskunde,  Oostburg,  A.  J.  Bronswijk  ,  Vijfde 
en  volgende  afl.  1867;  BadonGhyben,  Beg.  der  diff.  en 
integr.  rek.;  id.  Hoogere  meetkunde;  Schlömiloh,  Handhuch 
der  Diff.  und  Int.    Rechn.  —  Beetrand.  Calcul  diff.  en 
anderen. 
6.     In  mijne  Theorie  der  Alg>  rek.  §  4 ,  is  gezegd,  wat  men  te 
verstaan  heeft  door  eene  karakteristieke  bepaling ;  nauw  verwant 
daarmede  is  eene  karakteriseerende  eigenschap ,  zijnde  eene  zoo- 
danige eigenschap ,  die  slechts  aan  één  voorwerp ,  aan  één  be- 
grip ,  aan  ééne  relatie  toekomt  en  haar  van  alle  andere  daarmede 
niet    gelijksoortige  voorwerpen ,    begrippen  en  relatiën  onder- 
scheidt.    Zoo  verstaat  men  door  het  karakter  eener  functie ,  die 
relatie,  welke  alleen  aan  de  bedoelde  functie  en  daarmede  ge- 
lijksoortige toekomt  en  haar  bovendien  van  alle  andere  functiën 
onderscheidt.  Wij  willen  achtereenvolgens  de  karakters  beschou- 
wen van  de  functiën : 

f{x)  =  ax$  f(x)-x" ,    ƒ(*)  =  /    en    /(<p)=log#; 

later  zullen  wij  ook  het  karakter   van  andere  functiën    leeren 
kennen. 
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7.    Men  waagt  het  karakter  der  functie  f  (x)  =  ax. 
Dewijl  /  (?)    voor   alle    waarden  van   x  gelijk  is  aan  ax, 
moet  ook  f{y)  =  ay  en  ƒ(#  +  1/)  =s  a  (•  "Hy)#  daaruit  volgt: 

/(»)  +/(*)  —  • (*  +  v)  -  / (* +  »)• 

Derhalve  heeft /(ar)  =  ax  de  eigenschap  ,  dat 

/(•)+/(»>  =/(^  +  y). 

Om  nu  aan  te  toonen ,  dat  deze  relatie  werkelijk  een  karakter 
van  de  opgegeven  functie  is ,  blijft  ons  over  aan  te  toonen ,  dat 
deze  relatie  ons  werkelijk  de  ƒ  (*)  =  ax  doet  terug  vinden. 

Indien  gegeven  is : 

ƒ  (•)  +ƒ  (y)  =  ƒ  (*  +  y) , 
dan  is  ook  ,  indien  men  x  =  xt  -f-  xt  neemt  en  y  =  x ,  -}-  *% 

maar  f{xt  +  x%)  =f(*t)  +/(&%) 

en  ƒ(*,  +**)=/(•,)+ƒ  (#0 

zijnde ,  zal  men  daarvoor  ook  kunnen  schrijven : 

/(•i)+/(*i) +/(*•> +/(*%)  =  /  (*t  +*t  +  *s  +  *%)• 
Dewijl  wij  zoodanige  handelwijze  zoo  dikwijls  kannen  herba- 
len ,  als  ons  goeddunkt ,  en  *t ,  xt ,  xs ,  xk  willekeurig  zijn, 
kunnen  wij  ze  aan  elkander  gelijk  stellen ,  zoodat  men  hun  aantal 
door  m  voorstellende ,  heeft : 

»X/(0t)  =  Z(»»i). 
waarin  m  wederom  een  veranderlijk  getal  is ,  doch  alleen  geheele 
positieve  waarden  voor  kan  stellen. 

Onder  gelijke  voorwaarden  zal  men  ook  hebben : 

nx/(xt)=f(*xt)9 
en  dus  door  deeling 

n        finxt) ' 

waarin  —  alle  mogelijke  positieve  geheele  en  gebroken  getallen 
n 

voorstelt ;  stellen  wij  dus  —  =  zf  waardoor  m  —  itz  wordt»  dan 

gaat  de  laatste  vergelijking  over  in  : 

^f{nxxz) 
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of  */(*»i)  =*/{nxt%)'f 

waarin  *,  n  en  xt  veranderlijke  grootheden  voorstellen :  voor  *t 
mogen  geheel  willekeurige  waarden ,  voor  n  kunnen  alleen  posi- 
tieve geheele  getallen  en  voor  z  mogen  alle  waarden  genomen 
worden,  die  voldoen  aan  de  vergelijking: 

*==  -,  mits  ook  m  positief  geheel  zij. 
ii 

Nemen  wij  nu  nx%  achtereenvolgens  =  a  f  b9c9d9  dan  gaat 

de  laatste  relatie  over  in : 

*ƒ(«)=ƒ  (az) ,  s  f(b)  =f  {6z) ,  z  ƒ (c)  =  ƒ («) ,  enz., 

waarin  a,  bf  c  enz.   standvastig    zijn»    Stellen  wij   dus  nog 

J(d)  =  at ,  f(b)  =  bx ,  ƒ  (c)  =a  ot  enz.,   en   verder   az  =  yx  , 

dani8,  =  ^,/(yi)=^/(«); 
en  omdat  — f(a)  eene  standvastige  is : 

/(y,)  =  «yi (i) 

Deze  vergelijking  toont  aan,  dat  de  bo vengevonden  eigenschap 
der  functie  een  karakter  is ,  in  't  geval  yt  positief  is.  Intusschen 
kan  yt  ook  negatief  zijn ,  want  stelt  men  in  de  relatie 

/(*H-/(y)=/(*  +  y) 

w  =  yt  eny  =  —yt9  dan  is  f(yx)  +  ƒ  (—j^)  =ƒ(()), 
dus  f(-yi)=f(0)-f(yi). 
Maar  volgens  (I)is /(0)=0,  derhalYef(—yl)=—f(yt)^—ayi. 
8.     Welk  ia  het  karakter  der  functie  ƒ(*)  =  ma  ? 

Omdat  f{x)  =  *  ,  moet  ook  f(y)  =  y    en  f{*y)  =  (#y)  . 

Nu  is  ƒ  (x)  X  f{y)  =  •*  X  /  =  (*yf  =4'te0 * 
zoodat  het  eene  eigenschap  der  opgegeven  functie  is,  dat  men 
heeft :  ƒ  (a?)  X  ƒ  (y)  =  f  (xy). 

Stellen  wij  hier  in  *  =  xx  .  xt ,  y  =  x*  •  #i  > 
dan  is  f(xx .  &t)  X  ƒ  (*3  .  *4)  =  ƒ (*, .  *a  .  *s  .  sj ; 
of  omdat  J  (xt .  x%)  =/{xt)  Xf(xt),  enz. 

/(a?i)  X  ƒ(#,)  X  ƒ(*,)  X /(*%)  = /(*t  #,  *s  »%)• 
Het  aantal  dezer  factoren  voorstellende  door  #»  en  de  factoren 
allen  aan  elkander  gelijk  nemende,  is: 
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waarin  m  een  geheel  positief  getal ,  doch  overigens  willekeurig  is. 
Eveneens  is  : 

Uit  beide  vergelijkingen  volgt: 

Zij    hierin  —  =  2? ,  dan  stelt  z  elk  willekeurig  positief  geheel 
m 

of  gebroken  getal  voor  en  de  laatste  vergelijking  gaat  over  in : 

Hierin  nu  zjjn  drie  veranderlijken ;  nemen  wij  nu  voor  twee 
daarvan  eene  willekeurige  maar  standvastige  waarde,  d.  i.  stel- 
len wij  bijv.  x™  =«»  dan  gaat  de  vergelijking  over  in: 


*  «      ^log  g> 


Stelt  men  nu  verder  a  =  9>  of   s  =     ■  *  r  9  dan  is: 

*log  a 


t-   e 


EG 


1 

Maar  hierin  is  [ƒ(«)  j  lo8*eene  constante,  stellen  wij  die 

lijk  aan  ea,  dan  is  1{p)  =/{?)  =  e*1***  =  y";  .    .   (II) 

waaruit  blijkt ,  dat  de  gevonden  eigenschap  voor  alle  waarden 

van  q>  een  karakter  der  opgegeven  functie  is. 

Aanmerking.  Het  stellen  van  xtm  =  a  vermindert  de 
algemeenheid  van  het  bewijs  volstrekt  niet,  want  wtm  is 
willekeurig  veranderlijk  en  men  ziet  duidelijk  uit  den  loop 
van  't  bewijs ,  dat  alle  waarden ,  die  men  daarvoor  neemt , 
tot  een  zelfde  resultaat  leiden.  Men  had  namelijk  even 
goed  kunnen  stellen  x^^è ,  * J  *  =  c ,  X\ m  =  enz.  Eigen- 
lijk wordt  de  these  bewezen  voor  ééne  constante  waarde  der 
functie ;  dewjjl  echter  deze  constante  willekeurig  is,  is  bet  be- 
wijs algemeen.  Soortgelijke  aanmerking  geldt  ook  bij  N°.  7. 
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9.     Welk  U  het  karakter  der  functie  a?  ? 

Dewijl  gegeven  is  ƒ  (*)  =  «*,  is  ook  f(y)  =  ay  en 

Hu  is  verder: 

/(.)  X /(y)  =  «*  X  </=«*+y=/(#  +  y). 
Om  te  bewijzen,  dat  de  eigenschap  ƒ  (*)  X  /(y)=/(#  +y) 
een  karakter  is  der  exponentiale  functie,  stellen  wy  waderom 

x  =  *4  +  -ra  en  y  =  *3  +  **  5 
daardoor  vinden  wij 

/(* i)  X  ƒ(*,)  X  ƒ(*,)  X/^Jss/i*!  +xt  -f-*, -f-*è), 
of ,  indien  m  enn  willekeurige  geheele  positieve  getallen  voor- 
stellen en  xt  =  <F,  =  ar,  =  *4  =  enz.  genomen  wordt : 

en  daaruit: 

{  ƒ(»*!)}"  =ƒ{(»**,)}*  of  /IK)]»  =  f{mmt). 

Door  nu  -  =  g  te  stellen ,    waaraan   voldaan    wordt  door 
n 

positieve ,  geheele  en  gebroken  waarden  van  z ,  is  m  =nz  en 

waarin  wederom  drie  veranderlijken  voorkomen.  Nemen  wij  voor 
KdTj  eene  standvastige  waarde,  bijv.  a,  dan  gaat  de  laatste  ver- 
gelijking over  in  f /(«)l  *==ƒ(«). 

Stellen  wij  hierin  az  =  y    ,  dan  is  0  bs  ?Ll  ; 

1  a 

derhalve  {ƒ(•)  }"  =  /(jr,),  of 


[{ ƒ  «}«]"*  =/(*.); 


en  omdat  <ƒ  (a)|«  standvastig  is: 

ƒ(.?,)  =  «*' (IID 

Hierin  nu  is  yx  volgens  de  veronderstellingen  altijd  positief; 
om  nu  de  juistheid  van  het  karakter  te  bewijzen ,  ingeval  yx  ne- 
gatief is,  stellen  wij  x  =  yj  ,  y  = — yx  ,  dan  is: 

/(r,)x  ƒ  (-*,)=ƒ(<>). 


en 
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Maar  volgens  (III)  is  /(O)  =  1 ; 

10.     Welk  is  het  karakter  van  de  functie  f  [x)  =  a  log  x. 
Omdat  ƒ  (a?)=alog#,  is  ook  ƒ(;/)= alog#  en /(a?y)=aloga?+alogy. 

Derhalve  is  ƒ (x)  +/{g)  =  « log  x  +  a  log  y  =/{xg). 

Om  te  bewijzen ,  dat  deze  eigenschap  der  logarithmische  functie 
inderdaad  haar  karakter  is,  stelt  men  hierin x=xt .  x%  eny=xz.xk , 
dan  vindt  men  f  {xt  #,)+/(*3  **)  = /(*i»i»t*»)  en  daaruit: 

/(*i)  +/(»«)  +/(*»)  +/(**)  =/(*iV»*t)- 
Stellen  nu  m  en  »  geheele  positieve  getallen  voor,  dan  is: 

mf{9l)~/[»lm)  en  »ƒ(*,)=ƒ(•/) 

wederom  —  =  z  en  dus  ook  » =  mz ,  dan  is : 
m 

/(•i     )=  */(»i   )• 
Hierin  nu  komen   wederom  drie  veranderlijken;  nemen  wq 
voor  xtm  eene  willekeurige  constante  waarde,  bijv.  a%  dan  is 

ƒ(/)  =  *ƒ  (a). 

Zii  verder  a*  =  <p ,  waaruit  0  =  -°^J? ,  dan  heeft  men: 
v  log  0 

/fo)={2£S  X  /(«)=  £^  X   log.<p  =  «log9, 
'  v  '        log  a  log  a 

waardoor  het  karakter  der  logarithmische  functie  buiten  twijfel 

is  gesteld. 

Aanmerking.    De  hiervoren  behandelde   karakters  zijn 

ontleend  aan  Cauchy's  Cours  d*  analyse.    Zij  worden  naar 

aanleiding    van    genoemd   werk  behandeld  in  Smaaskn's 

Gronden  der  Hoogere  Algebra. 

11.    Nu  wij   de   soorten  en  den  aard  der  functiën  hebben 

leeren  kennen ,  is  het  bijna  overbodig  op  te  merken,  dat  het 

oplossen  eeneT  vergelijking 

a»  +  At  ai-*  +  A%  **"*  +  •  •  •  •  4-i  *  +  ^»  =  0 
eigenlijk  niets  anders  beteekent,  dan  de  waarden  te  bepalen  van  #, 
voor  welke  ƒ(*)  gelijk  0  wordt. 
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Uit  N°.  5  volgt  onmiddellijk,  dat  deze  functie  tusschen  twee 
grenzen  a  en  b  continue  zal  zijn ,  indien  men  voor  alle  waarden 
Tan  #tusschen  die  grenzen  heeft:  Hm  f  ƒ(#+  d) — f[x)\  =  0. 

Aanmerking.    Eene  nog  nauwkeurigere  bepaling  der  con- 
tinuïteit heeft  plaats  door  middel  der  vergelijking 

waarin  d  en  #  twee  oneindig  kleinen  voorstellen. 

Men  zie  de    verhandeling  van  Lejeune-dirichlet  in 
Crellb's  Journal^  IV, p.  157. 


\  21 .    Over  het  vermeerderen  en  verminderen 

van  de  wortels  eener  vergelijking.  — 

Afgeleide  funotiën. 

1.  Even  als  bij  de  reeds  behandelde  vergelijkingen  bleven  wij 
ook  hier  aannemen,  dat  de  funetiën  van  ageheele  en  rationeele 
coëfficiënten  hebben ,  dat  zij  dus  zijn  van  de  algemeene  gedaante : 

ƒ  (*)  =  A*%  +  J^1  +  Ayir-*  + . . . .  A-tx  +  Jm. 
Wanneer  er  nu  sprake  zal  zijn  van  het  opsporen  der  wortels  van 
de  vergelijking 

dan  kunnen  wij  op  grond  van  het  vroeger  geleerde  aannemen, 
dat  ƒ(*)  herleidbaar  is  tot  de  gedaante: 

/  +  *ifl  +  a%V*~%  +  •  •  •  •  «-i?  +  *. . 
waarin  a,  at ,  a%  . . . .  an  geheele  rationeele  getallen  zijn. 

2.  Om  de  wortels  eener  vergelijking  ƒ  (#)  ==  0  met  een  be- 
paald getal  p  te  verminderen  of  te  vermeerderen ,  behoeft  men 
slechts  eene  nieuwe  vergelijking  f(y)  =  0  samen  te  stellen  zoo- 
danig, dat  y  =zX^Pp  of  x  *=y±p*  Schrijft  men  dus  in  de 
opgegeven  vergelijking  overal  y  ±p  voor  x,  dan  zullen  de  wor- 

teis  der  te  vinden  vergelijking  p  eenheden  zijn ,  dan  die 

grooter 

der  opgegevene.  Door  deze  substitutie  werkelijk  op  de  vergelijking 

/(jr^^  +  i*!*""1  +i4aa*-»  + J^tx  +  4»  =  0 

toe  te  passen,  vindt  men  voor  x  =  y  -\-p  : 
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De  coëfficiënten  van  y  nagaande ,  ziet  men  daarin  een  zeer 
opmerkelijk  verband :  de  Ode  macht  van  y  of  de  bekende  term 
wordt  onmiddellijk  uit  f  (*)  afgeleid  ,  door  hierin  p  te  schrij- 
ven in  de  plaats  van  x. 

Vermenigvuldigt  men  den  coëfficiënt  van  de  machten  van  p 
met  den  exponent  dier  letter  en  verlaagt  men  dien  exponent  met 
ééne  eenheid ,  dan  vindt  men   den  coëfficiënt  van  y. 

Vermenigvuldigt  men  wederom  den  coëfficiënt  van  de  machten 
van  p  met  den  exponent  dier  letter  en  verlaagt  men  daarna  dien 
exponent    met    ééne    eenheid,    dan  vindt   men  den  coëffiiënt 

Zoo  voortgaande ,  vindt  men  achtereenvolgens  de  coëfficiënten 

van  iM'  ÏJM9  ÏT2~3X» 4.a.3..*...(»-=4)' 

Wij  zien  dus,  hoe  de  achtereenvolgende  coëfficiënten  van  y 
afgeleid  worden  uit  ƒ  (#)  ;  stellen  wij  derhalve  : 

/   (P)^p'+Atp-t+Ai!?->+ A^iP  +  A. 

ƒ,  (p)  =  »/»-»  +(«_l)yl1^-.  +  (n-ï)Axïr-*+  ....  *_, 
ft  (p)  =  »(«— !)/>*-*  +  («— iX«— Hr*  + 2  *_, 


■  ♦ 


fm_1  (p)  =  n(n—i)[n—i) ...  3  1.\p  +  (•— tyn— 2) ...  3.2.1  Ax 
dan  heeft  men  eindelijk 


Miïy*  +  -^Wjr+yWssO. 


Door  hierin  voor  /»  slechte  — p  te  schrijven ,  vindt   men  ook 
ƒ(*)  =  ƒ  (y— ?)• 
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Hierin  nu  noemt  men /j(j?),  fi{p),  f9{p)f'f—i[p)  *! 
afgeleide  functie*  van  f(p)  en  wel  de  eerste,  tweede,  derde.-.* 
(n — i)»te  afgeleide  functie ,  wij  zullen  ons  altijd  van  deze  schrijf- 
wijze bedienen ,  om  de  afgeleide  funotiën  aan  te  wijzen.  Is  mjv. 

9   (*)  =  -p1  +  7*1  +  9#  +  5 

dan  is  ook: 

*>,(*)=  3*»  +  14*  +  9 

9,  (<r)  =  6*-j-  14 
9,  (*)  =  6- 

Het  is  duidelijk,  dat  de  *de  afgeleide  functie  eener  algebraïsche 
functie  van  den  «den  graad,  steeds  eene  constante  is  *).  \ 


*)  Een  ander  zeer  fraai  bewijs  van  deze  eigenschap  berust  daarop, 
dat  men  begint  met  eene  bepaling  van  afgeleide  functiën  te  geven, 
Wij  stellen  dus :  door  eene  functie  en-  hare  afgeleide  functiën  verstaan 
wij  achtereenvolgens : 

f  (*)  =   a  -f   ax*  4-   ai*%  +  ****  + *•** 

fA*)=*  «i  +2ats  +  Zats*+ nojT-i 

f%  (£)  «  2a t  -f  2.3a$*  + *(»—!)  ««P*"1 


f—t  (*)  =  2.3 («—2)  (*— l)a^x  +  2.3 na%x 

f%  {x)  =  2.3.4 (n — l).n.an. 

Deze  functiën  van  x ,  doorgaande  voor  alle  waarden  van  s,  gaan 
ook  door  voor  *=0,  daardoor  vinden  wij : 

/(0)  =  «,/l(ö)«tfl,/J(0)  =  2^,/$(0)  =  2.3u»,, 

ƒ—  i  (0)  =  2.3.4 (»—2)  (ii—l)ff^t  , 

/.(O)  «2.3.4 (*— l)na*; 

derhalve : 

A*-/»^+'iS^H^+...,fe&r.+£B. 
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3.  De  Engelsche  wiskundige  W.  6.  Hobner,  van  Bath,  heeft 
eene  methode  gevonden ,  om  de  verschillende  functiën  van  p 
achter  elkander  op  eene  zeer  gemakkelijke  wijze  af  te  leiden. 

Zq  bijv.  gegeven: 


en  laat  deze  functie  voor  *  =y  -\- p  overgaan  in: 


Stelt  men  hierin  x  =  y-\-p  en  ontwikkelt  men  de  machten  van 
(y+iO'danis: 

>— AH*>~/(0)  +^i>  +^*  + ggr 


J..4.7I 

Hierbij  behoort  men  op  te  merken,  dat  de  verticale  rijen  achtereen- 
volgens de  ontwikkelingen  zijn  van  p-t-y,  (p  -f  y)* ,  (p  +^)a  enz. 
Op  grond  van  het  voorgaande  kan  men  nu  voor  de  laatste  ontwikke- 
ling onmiddellijk  schrijven,  indien  men  de  horizontale  rijen  ver- 
eenigt: 

/(*;=/  (p+y)-f(p)+f-^y+f-$y'  + 


waardoor  wij  dezelfde  eigenschap  bewezen  hebben  als  in  den  tekst. 
Met  opzet  is  hier  «f  met  een  coëfficiënt  genomen,  om  de  algemeen- 
heid van  het  bewijs  nog  beter  te  doen.  uitkomen. 
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Aanmerkingen.  1.  Eene  zeer  verkorte  wijze  van  deelen, 
eveneens  van  Hobner  afkomstig ,  vindt  men  in  mijne 
Theorie  der  Algem.  Mekenk.,  I,  pag.  99.  Hen,  die  daarmede 
niet  bekend  zijn ,  moet  ik  daarheen  verwijzen.  Men  vindt 
dezelfde  wijze  van  deelen  ook  opgegeven  in  Lobatto's  les- 
sen over  de  Hoogere  Algebra.  2e  dr.  pag.  23. 

2.  Wij  hebben  de  methode  van  Horner  bewezen  voor 
een  polynomium ,  dat  bij  de  hoogste  macht  van  *  de  een- 
heid tot  coëfficiënt  had.  Niets  verandert  intusschen  aan  het 
bewijs ,  indien  wij  de  hoogste  macht  van  *  een  willekeurig 
getal  A  tot  coëfficiënt  geven. 
4.  Wij  willen  ter  toepassing  van  het  geleerde  een  paar  vormen 
uitwerken.     Laat  bijv.  gegeven  zijn  de  vergelijking 

f(x)  =  2a?»  —  21**  +  67*  —  60  =  0  , 

waarvan  de  wortels  zijn  4,5  en  IJ-  en  laat  gevraagd  worden 
deze  zoo  te  herleiden ,  dat  de  wortels  met  eene  eenheid  vermin- 
derd   worden ;  dan  wordt  p  =  1  en  men  heeft  dus  den  vorm 

2a?*  — 21*»  +  67*  — 60 

achtereenvolgens  te  deelen  door  *—  1.  Om  dit  te  doen ,  schrift 
men  de  coëfficiënten  slechts  op,  de  ontbrekende  termen  aanvul- 
lende door  nullen. 


p  =  i 


2  —  21  +  67  —  60 
2  —  19  +  48 


2  —  19  +  48  — 12  =  B=f{p)  =ƒ(!). 
2  +17 


17 
2 


M-R1=fl(p)=fi{i) 


2 


10    *    1.2     1.2 


De  nieuwe  vergelijking  zal  dus  z^jn : 

f(y)  =  y»  - 15^  +  31y  — 12  =  0. 
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En  werkelijk  zal  meu  vinden ,  dat  daaraan  voldaan  wordt  door 

y  =  4 ,  =  3 ,  =  |. 

Het  is  niet  oneigenaardig,  om,  ten  einde  de  juistheid  der 
bewerking  te  beproeven,  eens  terug  te  werken  en  te  vragen, 
om  de  wortels  der  vergelijking 

2ys_15j,«  +  31y— 12  =  0 
met  eene  eenheid  te  vermeerderen.     De  bewerking  is  als  volgt : 

2     —15     -f- 31     —42 
g  —  —  1  —2+17—48 

2     —  17    -4-48  1—  60  =  R=/(  — 4) 
—   2    +19 


2    —49  1^67  =  £,=ƒ,  (—4) 
—   2 


2|_-24  =R,=M_i). 

Zoodat  de  vergelijking  overgaat  in: 

2*»—  24a?1  -f- 67*  —  60  =  0, 

zgnde  de  oorspronkelijke  vergelijking. 

Wanneer  de  vergelijking  imaginaire  wortels  heeft,  dan  is 
het  natuurlijk,  dat  alleen  het  reëeie  gedeelte  a  van  den  por- 
tel a  -j-  h  y/ —  l  met  het  aangewezen  getal  verminderd  of  ver- 
meerderd wordt. 

Wanneer  men  ƒ (*)  =  0  deelt  door  a—  p  en  er  kwam  eene 
rest  E  =  0,  dan  zou  daaruit  blijken,  dat  p  een  wortel  was 
van  de  vergelijking  ƒ(*)=  0.     [Verg.  §  5  N*.  40]. 

5.  Vraagstuk.  Men  vraagt  de  wortels  van  de  vergelijking 
ƒ  ^  =  a?5  _  3^4  _  gis  +  243  =  0 

ie  verminderen  met  4.     [Dé?  wortels  der  opgegeven  vergelijking 

„  3,3,—  3,  3  1^  —  1,  —  3^-4.] 

Dewijl  men  voor  de  opgegeven  vergelijking  ook  kan  schreven: 

#5 3**  +  0  .  x*  +  0  .  «e*  —  84a?  +  243, 

komt  de  bewerking  als  volgt:. 
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1—   3  + 

4  + 

0 

4 

4-    0- 
4-  164- 

814-243 
64—    68 

+   1  + 
4  + 

4 
20 

4-  16  — 
4-  964- 

17  h 

448 
|  431  = 

/.w 

1.2 

hl7»=/,(4) 

+    5  + 
4  + 

+  9  + 

4  + 

24 

36 

60  | 
52 

4-H24- 
4-240 

|  4-352  = 

_  /,(*) 
""1.2.3 

[*) 

2    i.' 

= /.  (*) 

-f- 13|+l 

4 
1+17-, 

112: 

Al 

i  «> 

De  nieuwe  vergelijking  is  dus : 

y5  +17y*  +  442y*  +  352^*  +  434y  +  475  =  0, 

waarvan  de  wortels  zijn : 

—  7,—  1,-4,—  4  +  SJ/—  4,-4  —  3^  —  4. 

Aanmerking.     Het  valt  gemakkelijk  in  het  oog,  dat  bol 

venstaande  bewerking  nog  eenige  bekorting  toelaat ,  dooi 

de  rijen  der  getallen  weg  te  laten,  die  het  product  van 

en  den  coëfficiënt  des  voorgaanden ierms  vertegenwoordigen 

#  Heeft  men  bijv.  de  wortels  der  vergelijking 

2**  -f  lx%  —  3a?»  —  5a?  +  9  =  0 

te  vermeerderen  met  5,  dan  komt  de  verkorte  bewerkii 

aldus : 

2-|-    7_      3—    5    +9 
j*  =  —  5  —   3+   42  —  651  +  334 

—  43+   7  7 1—450 

—  231+492 
|—33 

zoodat  de  vergelijking  overgaat  in: 

2y*  _  33y3  +  492y »  —  4i%  +  334  =  0. 

Een  paar  andere   verkortingen,  door  andere    schrijvers1 

medegedeeld,  acht  ik  van  zoo    weinig  belang,  dat  ik  U\ 

slechts  stilzwijgend  voorbijga. 
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De  waarden  voor  p,  die  aan  deze  vergelijking  voldoen, 
len  den   derden  term  uit  de   nieuwe  vergelijking  verdrijf 
mits  men  ook  hier  wederom  in  aanmerking  neme,  dat  de 
term  de  eenheid  tot  coëfficiënt  moet  hebben. 

Onder  dezelfde  voorwaarden  zal  men  den  vierden  term 
drijven,  indien  men  stelt 

C  +  2Bp  +  3Aj>*  +  4/?»  =  0, 
en  eene  der  drie  waarden  van  p  in  de  nieuwe  vergelijking  oi 
brengt,  enz. 

Zoo  voortgaande ,  kan  men  eiken  term  uit  eene  gegeven  ri 
gelijking  verdrijven,  indien  men  waarden  voor  p  kan  vinde 
die  voldoen  aan  de  achtereenvolgende  vergelijkingen : 

/_,  00=  o./..,  GO -o 

/tM  =  o./i(p)=o,/(P)  =  o. 

Hierbij  zal  men  intusschen  vaak  stuiten  op  de  zwarigheid 
dat   men   hoogere  machtsvergelijkingen  niet  altijd   kan  opl< 
sen.     Bovendien  is  de  toepassing  dezer  eigenschap  voor  de  vel 
drijving   van  den   Sden  en  volgenden  term  van   weinig 
tisch  nut. 

Ter  toepassing  worde  gevraagd  den  tweeden  term  te  verdi 
ven  uit  de  vergelijking: 

z*  -4-  10r*  +  8*  -f-  7  =  0. 
Daartoe  stellen  wij  p  =  —  W  =z  —  2    en  hebben  dan 
volgende  bewerking: 

1  +  10+0+       0+      3+7 
+    8—16+     32—    61 1  +  129 

+  .6—28+     8S  |—237 
+    4—36  |+160 
+    2 1—40  "_ 

De  afgeleide  vergelijking  wordt  derhalve: 

ys  _  4(ty*  +  I60y>  —  237y  4- 129  =  0. 

7.     Den  voorlaatsten  term  eener  vergelijking  kan  men  d< 
toepassing  dezer  methode  eveneens  gemakkelijk  verdrrjven.  Lm 
bijv.  gevraagd  worden  den  voorlaatsten  term  te  verdreven  uij 
de  vergelijking  van  het  vorige  N°. 
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p   öm  zulks  te  doen;  stellen  wij  #==  -  (zie  §5,  N°.  22)  en 
vinden  dan 

d,  i,:  na  vermenigvuldiging  met  de  reeks  1 ,  7,  49,  343  enz. 
zs  +  3s%  +  S430s  +  2401  r=  0. 

Rellen  wjj  hierin  p  :=  —  $ ,  dan  zal  men  door  de  volgende 
bewerking  eene  vergelijking  in  u  krijgen , x  waarin  de  tweede 
km  ontbreekt : 

l  +  S+O-f-      0+        2420     4-        2401 

f=-i  —  f  -n  +  m  ^ m  -lv^g 

-i-  3LLÜJLL?   I  .4.  1 11»  8  %  » 

625  lT"j  fis 

—  891 


+ 

u 

5 

3 

—  63     4-  189 

+ 

9 
3 

—  63    -t-297 

—  18     +243 

+ 

6 
3 

3| 
3 

-    9 

+ 

«0 

UJJJJLi 


De  vergelijking  in  «  is  derhalve: 

«« -  ff  «*  +  M»%  +  *HH"  •  +  XJrmL'  =  ° » 

|aa  vermenigvuldiging  met  de  reeks  1,  5,  25,  enz. 
f1  —  90?>*  4-  540**  -f  21425359  4-  1072847  =  0. 

(Hen  wij  na  eindelijk  q>  =  — ,  dan  gaat  deze  laatste   ver- 

ïg  over  in 

1072847»5  4-  2142535a)*  +  540»»  —  90«u*  +  1  =  0, 

(welke  laatste  vergelijking  nu  de  voorlaatste   term  verdre- 
is. 

valt  van  zelf   in  't  oog,  dat  wij   de    bewerking    ver- 

louden    hebben,    indien    wij   niet    telkens    de    getallen- 

iten  tot   geheele  getallen   hadden  herleid.     Voor   eene 

bewerking   blijft  zoodanige  handelwijze  aan   te    bevelen. 

11* 
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Het  zal  intusschen  niet  moeilijk  zijn  het  verband  op  te 
sporen  tusschen  de  wortels  der  opgegeven  vergelijking  ƒ  (*)  =  0 
en  die  der  vergelijking  /(o))  =  0 ;  daartoe  heeft  men  name- 
lijk  de  volgende  relaties: 

1  ,  ,       _z 1 

8.  Stelling.  Indien  gegeven  is  <p(x)  =  Pf{x),  dan  t? 
ook  q>t  (#)  =  P  ft  (*). 

Bewijs.    Zjj  ƒ  (*)  ss  A**  +  At  xn~ l  +  .  .  .  A^s+A,, f 
dan  is  *>(*)  =  AP** +  A1P**-"1-r-.  .  .  A#-1P«+  A„P; 
dus  s     q>x  (*)  =  hAPjP^-K*-!)  A,P«"""2  -f-  .  . .  A^P  = 

=  P^A**-1  +  («— 1)  At»*-2  + . .  .  .  A^ss P A(4 

9.  Stelling,     /«(Kot  gegeven  is  f(x)  -f-  y(a?)  =  v(*)» 

Jfevyi.     Zij  ƒ  (#)  =  a«P  -t-  atd—1  ■+- . . . .  «„_!  *  H-  an  , 

dan  is    y  (*) =  ***  "+"  «i*w      +••••(«£  +  «*)*   "+" 

H K_l-r-«*-l> +  <*«  +  % 

en  y4  (*)  =  *asP-l+(*— \)axxn"2  +  . . .  Jfo  +«,.)**- *  4. 

+ «„—1  +  «„__i 

altijd  in  de  veronderstelling ,  dat  n  >  y. 
Hieruit  volgt  nu  onmiddellijk: 

y\  (#)  =  naJ1"1  +  (»-l)«,a?*~   +  . . . .  2««w  _  ^  +  a«— l 

+  w«H  +  (v-l)^"-2  +  . . . .  S*»,-**  -f  «y_1 

= A  0*0  +  »i(»> 
10.     Stelling.     Indien  men  veronderstelt,  d<d 

Bewijs.    Indien     y  (#)=ƒ(#)  —  9  (ff),     dan  is  ook  | 

^(ff)  =  ƒ  (ff)  +  ( —  IJX^Mi  en  v°lgen9  N°.  8  en  9  is  dan  ooi 
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IL    Stelling.     Indien  men  aanneemt,  dat  <p(x)  ~  xuJ\x), 
ém  ü  ook         <Pi(v)  =  »w? *■"'ƒ(#)  +  #"ƒ»(#)• 
Bewijs.    Zjj  f[x)  =  a#tt  +  atx*       -f-  .  • . .  0„_i  *  +  a* » 

daois  ^sso^"  +  ax  xm+*- l  +at  xm+*~-2  + 


do»      9i(ar)==(w  + »)oa?w+w~1  +(m  +  n— l)axxm+n'-'2  + 
+  ....  {m+ 1  )«„_!**  +  «w^-1 

=  «a?81""1  (op*  4-  a^*""1  + fl„_is  +  «„)  + 

+  **  (nax*-1  +  (»— IK*  *~2  + <*n_x) 

z=mxm-lf{x)  +  xmfx{x). 
Hieruit  volgt  aog  onmiddellijk,  dat  voor 

*(*)  =  JVV(*)> 
«en  ook  hebben  zal : 

12.    Stelling.     Indien  gegeven  is,  dat  yt(x)  gelijk  is  aan 
tó  ptodud  der  fmctiën  f[x)  en  9(0?),  dan  U  ook 

Vx(*)  =  ƒ  (*)  9xW  +  9  (*)ƒ»(*)• 
2teiw;*.    Zij  gegeven: 

/(*)  =  *r»  +  a,*"-1  +  a,«"-2  + «,_!*  +  a„ 

dinis 

4?)^axn<f(x)+a  x"~  l<p(x)+atwn-2<p[v)+9..an_ ^  {j)+aH<p[x); 
ft  volgens  de  voorgaande  n°'s: 

yl(a?)  =  nax11       9(0?)  -f-  0£*g>  {x) 

.f.  (»— 2)a,a?w""S9)(a?)  +  a^*-"2?» 


+  «»  9>,(4 

Neemt  men  nu  de  som  van  de  verticale  rijen  van  het  tweede 
dezer  vergelijking,  dan  vindt  men: 
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+  [ax*  +  a^*-1  +  a%  x»~2  + «^^M,  }*>) 

=/,(*)  *(*)  + ƒ(*)  ?»• 
Stelt  men  in  de  laatste  uitkomst  ƒ  (af)  =  %(x)  X  <» (ar),  dan 

heeft  men,  omdat 

¥(*)  =  *(*)  X  ^)X  w(a?) 
en  ƒ,(*)  =^  x{x)  «^(a?)  +  »(*)  xM  , 
ook 

door  g>(a?)  gelijk  te  nemen  aan  <P(a?)  ^(a*),  zal  men  eveneens 
vinden : 

\pt  (x)  =  *(a?)  w(»)  #(a-)  Wx  (x)  +  *(a?)  «(a?)  W(x)  *t  (a?)  + 

+  *(*)  **(*)  *(*)  »,(*)  +  •(*)  V(a?)  *(*)  //(ar), 

enz.  enz. 
Door  hierin  x(x)  =  »(a?)  =  V(a?)  =  <&(a?)  te  stellen  , 
vinden  wjj  tp [x)  =  f  # (a?) j * 

en  ^^^  =  4^(^)1'  *,(*); 

waaruit   gemakkelijk  wordt  afgeleid,  dat  men  in  't  algemeen 
heeft,  indien 

ook  i//  (#)  =  «  }  9>^)>  95  (#)• 

Neemt  men  hierin  nog  »  =  —  f  dan  heeft  men  : 

m 

*p(x)=  {g>  (x)}*=  {/{<?  (x)}; 
wantdanisg)(a?)=jv(^)}",enyi(a?)  =  w  {V/(^)]*"1  Vt(x) 

en  dus :  ^(r)  =  -  j  <p  (x)  l"*1  <px  (x) , 

of  na  behoorlijke  herleiding : 

V,  (*)  =    -ir? Tiprr  9,  (*)• 

Deze  stellingen  kunnen  ook  gemakkelijk  bewezen  worden  dool 
het  binomium  van  Newton. 


1 

j 
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13.  Stelling.     Indien  gegeven  is,  dat  y  (a?)  gelijk  is  aan  hei 
pxiiênt  van  f  (x)  en  q>{x),  dan  zal  men  ook  hebben : 

*iW  — \^T 

Bewijs*    Want  volgens  de  veronderstelling  heeft  men : 

d.i.    /iW  =  vW»i(*)  +  *(*)-Vi(*). 
dus    /i(*)  =  j8x  »t(*)  +  1<*)-Vi(«). 

of       {g>{s)Y  X  VtWss/tW  X  9>W— ƒ(*)  X  *,(*); 
ii.  eindelijk     ?,(*)  =  ^^-/M-^), 

14.  Stelling,     üufóoi  gegeven  is : 

yzzf(x)  =  Axn  +Atxn+l  +  Atx*+2  +  ....  Akxn+* t 
<fo  kan  men  aan  x  altijd  zoodanige  waarde  geven »  dat  het  teeken 
kr  functie ,  d.  u  van  y  ,  hetzelfde  is  als  dat  van  Ax*  of  als  dat 

Bewijs.    1  °.  Dat  het  teeken  van  y  hetzelfde  kan  zijn  ,  als  dat 
▼au  At*. 

Wanneer   wij  de  absolute    waarden   van  A,  Alt  At  enz. 
▼oorstellen  door  a9  at  enz.,  £  eene  zekere  waarde  is  van  x  en  a 
fc  grootste  der  coëfficiënten  a ,  ax ,  enz.,  dan  is  voor  het  geval , 
*  niet  0  is,  ?  <  1 ,  wanneer  men  neemt 

Mftr  dewijl    - — ,      r — ,       ; — ■? — , 

1  v     hat         kat         Aa,  kat 

ft 

■dien  grooter  zijn  dan  7 — ,  is  zoo  veel  te  meer 

g 

kat  *  kat  *  ka% kak  * 

4n  ook: 
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en  omdat  {  <  1  is : 

«,l<i.«,l'<7.«,«»<J tf*«*<f5 

waaruit  door  optelling  volgt : 

•,«  +  «.«•  +«,5*  +  «.«*  + «*_i  «i_1  +  «***  < 

Vermenigvuldigen  wij  beide  leden  dezer  ongelijkheid  met  P,| 
dan  is: 

«j{»+1+a,?»+2+«i{''+8-K..«t_1«*+»-l+aAr+*<^ 

waaruit  ons  dus  blijkt ,  dat  voor  x  eene  waarde  £  genomen  ki 
worden  zoodanig ,  dat 

Ax*  >  J#+l  +  A^xn+%  +  ......  +  Akx*+* ; 

zoodat   het  teeken  van  de  geheele  functie  alleen  afhangt  vi 
den  term  Ax». 

2°  Dat  het  teeken  van  y  hetzelfde  kan  zijn,  als  dat  van  AkxH^~ .; 
Voor  y  =ƒ(*)  =  Ac*  -f  A^**1  +  ^ar*4"8  -f 

A^x»**-1  +  A,x*+k 
kan  men  ook  schrijven: 

Nu  kan  men  hierin  aan  -i  zoodauige  kleine  waarde  geven , 

x 

dat  het  teekeii  van 

»(*)=^+%±+ ;&  +  ^i  -+■  7 

slechts  afhangt  van  den  eersten  term  Ak.  Daardoor  krijgt  x  zelf 
eene  groote  waarde  en  zal  het  teeken  van  de  geheele  functie  ƒ  (/) 
afhangen  van  den  term  A   xn~^°. 

15.     Indien  men  eenige  geheele  rationeele  algebraïsche  func- 
tiëü  heeft  : 

yt  = ƒ(#)  =  axn  +  axxn+l  +  a^*2  + akxn+k 

y%  =  ƒ'(*)  =  axm  +  atxm+l  +  *%xm+2  + a^w+' 

,,  =fW  =  AS+Al^+l+AiS+2  +  .„A^+*'9 
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dan  volgt  uit  N°.  14 ,  dat  men  aan  x  altijd  zoodanige  waarde 
kan  geven,  dat  de  teekens  vany, ,  y, ,  y%  slechts  afhangen  van 
de  eerste  termen. 

axn  ,  axm  ,  ArP  , 

Wordt  nu  in  \  vervolg  eene  functie  gelijk  gesteld  aan  haren 
eersten  term,  dan  wil  dit  zeggen,  dat  aan  x  zoodanige  waarde 
gegeven  is,  dat  het  teeken  der  functie  overeen  moet  komen  met 
het  teeken  van  den  eersten  term.  Duidelijkshalve  en  om  alle 
verwarring  te  voorkomen ,  zullen  wij  dat  voorstellen  door 

f\x\  =  axn....;f[x']  =axm ;  f[x]  =  Act* 

Gelijke  schrijfwijze  zullen  wy  ook  bezigen,  wanneer  de  geheele 
functie  in  teeken  moet  overeenkomen  met  haren  laatsten  term. 
16.     In  N°.  2  dezer  §  vonden  wij : 

(jH^)=y +^  3  ^n_x  f-1  +j  2-3^=2/    + 


^.  +£jd,+/w, 


welke  doorgaat  voor  alle  mogelijke  waarden  van  y  en  van  p. 
Neem  ik  dus  p  =  cc  en  y  =  d ,  dan  gaat  de  functie  over  in : 

/(•+*)=ƒ(*)  -f-  (ƒ,(*)+  J^/,(«) + 


vn — 1 


4-i  W  +  <>*• 


4.2....»— 1 

Geeft  men  hierin  aan  x  eene  bepaalde  waarde  a  en  stelt  Ö  een 
oneindig  kleine  voor»  dan  zal  het  teeken  van  de  functie 

/w+'/.w  +  n/«w+ *" 

alechts  afhangen  van  den  eersten  term,  zoodat 'men  op  grond 
van   het  vorige  N°.  ook  kan  schrijven 

jUit  welke  vergelijking  wij  de  volgende  merkwaardige  relatiën 
[afleiden. 

A.     Wanneer  ft  (a)  positief  is,  zal  f{x) ,  in  de  nabijheid  van 

=  a ,  met  x  te  gelijk  toe-  of  afnemen. 
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B.  Is  ƒ,  (a)  daarentegen  negatief  en  f  (x)  gelyk  aan  ƒ  («), 
dan  zal  f  (ar)  afnemen ,  indien  x  toeneemt  en  omgekeerd» 

C.  Blijft  ƒ ,  (o?)  tusschen  de  grenzen  x  =  a  en  x  =  b ,  waarin 
b>  at  steeds  positief,  dan  zal  ƒ  (ar)  steeds  aangroeien ,  wanneer 
x  aangroeit  van  a  tot  b* 

D.  Is  ƒ,  (ar)  tusschen  dezelfde  grenzen  steeds  negatief,  dan 
zal  eene  voortdurende  aangroeiing  van  x  een  voortdurend  afne- 
men  van  f(x)  ten  gevolge  hebben. 

E.  Verandert  het  leeken  van  ƒ,  (x)  tusschen  de  grenzen  x  ==« 
en  x  —  b ,  dan  zal  ƒ  (ar)  tusschen  die  grenzen  nu  eens  toe-,  'dan 
eens  afnemen. 

17.  Stelling.  W  anneer  de  vergelijking  f(x)  =  0 ,  k  gelijke 
wortel 8  a  heeft ,  dan  heeft  de  tei  gelijking  ft  (x)  =  0 ,  k  —  1  ge- 
lijke wortels  a ,  de  vergelijking  f ,  {x)  =.  0 ,  k  —  2  gelijke  wor- 
tels a,  enz. 

Bewijs.  Dewjjl  f{x)  =  0 ,  k  gelijke  wortels  a  heeft,  kan  men 
schrijven 

ƒ(*)  =  (*  —  a)k<p(x)9 
en  op  grond  van  N°.  12: 

/i  (*)  =*  (*— «)*  *i  (*)  +  *(*—  a)*"""1  *(*) 

=  (0?  — o)*-1   {(ar  —  *)?,(*) +  **(*)}• 

Hieruit  ziet  men  onmiddellijk,  dat  ft  (ar)=0  minstens  *  —  1  ge- 
lijke wortels  a  heeft.  Hadde  de  vergelijking  k  wortels  a ,  dan  zou 

(x  —  a)  <p  k  (x)  -j-  k  <p  (x) 
door  X  —  a  moeten  gedeeld  kunnen  worden  zonder  overschot  te 
laten  (§  5),  't  geen  onmogelijk  is,  omdat  noch  k  =  0  ,  noch  <p(x) 
deelbaar  is  door  o;  —  a. 

Dewijl  nu  fx  (x)  op  eene  zelfde  wyze  van  ƒ,  (x)  afhangt ,  als 
fi(x)  van  ƒ  (ar),  zal,  indien  ft(x)  =  0 ,  k —  1  gelijke  wortels» 
heeft,  ft  {x)  =r  0  slechts  k  —  2  dergelijke  wortels  hebben. 

Heeft  dus  eene  f(x)  ==.  0  drie  gelijke  wortels  a ,  dan  heeft 
ft  (x)  =  0  twee  ,  f%(x)  =  0  één  dier  wortels  tot  wortel;  e. o. 
indien  ƒ,  [x)  tegeljjk  met  fY(x)  en  ƒ  (ar)  voor  x  =  a  verdwijnt, 
dan  heeft  f(x)  minstens  drie  gelijke  wortels  x  =  a;  wordt  /3(*)*' 
voor  x  =  a  geen  0 ,  dato  heeft  f  (x)  juist  drie  gelijke  wortels.  Wil 
men  dus  beproeven  of  een  gevonden  wortel  a  soms  meermalen 
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roorkomt,  dan  hebbe  men  de  wortels  x  slechts  met  a  te  verminde- 
ren .  Komt  a  twee  malen  voor  als  wortel  der  vergelijking  ƒ  (ar)  =0 , 
tfan  wordt  ƒ,(#)  =  0,  komt  a  drie  malen  voor,  dan  wordt  ook 
/^(a?)  =0,  komt  a  vier  malen  voor,  dan  wordt  ook  /t(a?)=r0,  enz. 
Zij  ter  toepassing  gegeven 

ƒ  (x)  =  2a?*  —  9a-*  +  6a?»  +  20a?  —  24  =  0 

en  wete  men ,  dat  daarvan  a?=?2  een  wortel  is.  Vermindert  men 
nu  de  wortels  der  vergelijking  met  2  ,  dan  vindt  men : 

2  —  9  +  6  +  20  —  24 
p=*2  —5—4  +  12     |_0_ 

—  1  —  6     [0_ 

+  3  [o_ 

De  functie  van  (x  —  2)=y  is  derhalve  2y*  +  ly%  =  0. 

Dewijl  ƒ  j  (2)  =  0  is  ,  heeft  de  opgegeven  vergelyking ,  blij- 
kens het  voorgaande,  drie  gelijke  wortels  2.  Men  kan  zulks 
ook   uit  de  afgeleide  functie  van  y  zien ,  want  de  vergelijking 

2y*+7y*=^(ty  +  7)  =  0 

heeft  drie  gelijke  wortels  y  =  0 ;  maar  y  =  x  —  2 ,  derhalve  heeft 

de  oorspronkelijke  vergelijking  ƒ  (x)  =  0  drie  gelijke  wortels  a?=  2. 

Aanmerking*     Hudde  d' Amsterdam  a  découvert  les  pro- 

priétè'3  des  racines  égales.  Fourrier  ,  Anal.  des  équat.  déter- 

minées,  pag.9.     Kegulam  hanc  primus  tradidit  Hudüentus 

in  epistola  II  ad  Schoteniüm.  Newton's  Arithm.  univ.  cum 

comm. Castillionei.  P.II,pag.  133*  Cartesii  Geometria 

1683,  pag.  507. 

18.     Stelling.    Stellen  a  en  y  de  kleinste  en  de  grootste 

waarden  voor ,  die  de  functie 

nxn~l 

kan  verkrijgen ,  wanneer  zij  tusschen  de  grenzen  0  en  a  continue 
ter  onterf  ;  laat  verder  f(x)  voor  x  =  0  nul  worden,  dan  is 

«ÖÖ  eene  M(a ,  y). 
an 
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Bewijs.  Laat  Ö  wederom  eene  positieve  oneindig  kleine  voor- 
stellen,, dan  is,  wanneer  wij  a — J  =  a'  en  y  ~f-  S  =  y'  stellen, 
voor  iedere  waarde  van  x  tusachen  0  en  * 

Afe*    >•'     en     £^{<1> 

0f  ft_^L—a'  >0       en     £±M  —  y'<0; 

tix  nx 

zoodat  deze  beide  vormen  binnen  de  bepaalde  grenzen  niet  van 
tecken  veranderen.     Derhalve  is  van  de  grootheden 

„-1/M-.1')     en      nx«-Hl±£L-A 

de  eene  steeds  positief  en  de  anderei  steeds  negatief. 

Beide  vormen  zijn  echter  respectievelijk  de  eerste  afgeleide 
fuuctiën  van 

f(x)  —  a'xn     en    /(*)_yV, 

waarvan  nu  de  eene  volgens  N°.  16  steeds  zal  toenemen  ,  de 
ander  steeds  zal  afnemen,  indien  x  toeneemt.  Dewyl  echter  ƒ  (ar) 
voor  x  =  0  ,    ook  nul  wordt )  is  het  duidelijk,  dat  ééne    der 
beide  vormen 

ƒ(*)  —  «'««   en    f{a)  —  ian 

grooter  en  ééne  kleiner  dan  nul  moet  zijn* 

Nu  is  Ü2Ü  —  «'  —  (fM  —  A  —  /  —  a'  en  dus ,  omdat 
a*  \  an  ' 

volgens  de  veronderstelling  y'  ]>  a' ,  positief.  Hieruit  volgt  on- 
middellijk : 

/fc)_a'>0    ^en     il^L  —  v'<0, 

of  IQ  >  «'  en     IQ  <  y' ; 

a  a 

dewijl  nu  J  in  a'  =  a  —  d  en  y ;  =  y  -f-  d  zoo  naby  aan  nul 

gebracht  kan  worden ,  als  men   zelf  yerkiest ,  is 

m>a  en  m<r, 

a  a 


J 
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derhalve  is  Z^lH  eene  f*(a,  y). 

a 

Dewijl  nu  *L±-L  eene  gemiddelde  waarde  is  tusschen  de  kleinste 
a 

en  grootste  waarden  van  Jl  v       en  deze  functie  continue  ver- 

ux*-~l 

andert ,  moet  er  eene  waarde  van  il-^1  overeenkomen  met1^^  • 

«■  nfl — 1  n   ' 

nx  et 

stelt  men,  dat  zulks  plaats  heeft   voor  x  =  qz  ,  waarin  q  een 

positief  getal  is  kleiner  dan  1 ,  dan  kan  men  schrijven : 

fM  =  JjSsL  ,  of  algemeen :    &1  =  LisL 

Wanneer  men  nu  door  ?,9i, ?,,....  getallen  voorstelt,  die 
allen  <1,  dan  heeft  men,  wanneer  f  (x)  en  ƒ  t  (x)  voor  r  =  0 
verdwijnen : 

/(*)_  /,(g*)       AM    —      A(w,*) 

ƒ(*)  _        />(ggt^)        # 
a?"  »(« — l  )(qq  t  a?)"-  *  * 

Wanneer  ƒ  (a?) ,  ƒ,  (a;),  /,  (a?),  voor  a?  =  0  verdwijnen,  vindt 
men  op  dergelijke  wijze : 

x*  K"— IXf— »XWlffl•y-,' 

Wanneer  /(a?),  /t(a?),  ƒ,(#),  /,(#)  voor  a?  =  0  verdwijnen  , 
vindt  men : 

/(*>  = /»(Wi?igi*) . 

*»     »(»— ix«— »x*-sx«f  1  fa»  i*r-* ' 

enz. 
Zoodat  men  in  het  algemeen  heeft ,  indien  de  n  achtereenvol- 
gende  functiën  gelijk  nul  worden : 

ƒ  (*)  —         fJjBx) 
x*         n(n— l)...3.2.i  * 
waarin  6  als  zijnde  het  product  van  getallen  <  1  zooveel  te  meer 
een  getal  <1  is. 

19.  Alvorens  tot  verdere  ontwikkelingen  over  te  gaan ,  worde 
nog  opgemerkt,  dat  ƒ,  (a?  +  <*)>  hetzij  als  functie  van  x  +  d 
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beschouwd ,    hetzij   alleen    als  functie  van  d ,  geheel  dezelfde 
blijft.  —  Want  zij  f  (x)  =  a%  +  an_i  x  -f-  •• . .  a tx*~x  -\-  x* , 
en  stellen  wij  x  ~  x  -f-  d ,  dan  wordt : 

f(x  +  d)  =  c>n  +  aw_l(x  +  d)  +  ....at{x  +  dj-i+(x-{-SY. 
Stellen  wij  nu  hierin  x-\-d=z9  dan  is 

f^z)  =an_i  -f-  2a%mm%z  -f- (n  —  1)^**"*  +  «-**"1* 

Beschouwen  wij  f(x  -f-  d)  als  eene  functie  van  (S) ,  dan  is 

Wil.  men  dus  95 j(<J)  hebben,  dan  ontwikkelt  men  f\{x)  en 
schrijft  daarin  a?  -{-  £  in  de  plaats  van  x. 
20.     Stellen  wij  nu,  dat  f  (x-\-d) — f(x)  eene  functie  zij  van  S9 

dan  is : 

f(ó)  =ƒ(*+*)  -/(4 

Nemen  wij  hierin  J  =  0 ,  dan  gaat  zij  aanstonds  over  in 

F{0)  =  0; 
derhalve  is  voor  n  =  1 : 

ffl)  =  ^(0*).     [Zie  N°.  18]    .     .     .     («) 

In  *(*)=ƒ(*  +  *;—ƒ(*) 

is  ƒ  (o?)  constant ;  omdat  daarin  geene  veranderlijke  aanwezig  is ,  is 

wordende  hierin  /j(a?  -f-  <J)  gevonden  door  in  fi(x)  x  -}-  d  te 
schrijven  in  de  plaats  van  *.  —  Uit  de  vergelijking  (0)  volgt 
nu  onmiddellijk  : 

Ftfd)  =ƒ,(*  +  OS); 
derhalve  ook : 

of  ƒ(*+*;=ƒ  (*) -f  *ƒ,(*  +  <>*).    .    .    .     .     (A) 

Stellen  wjj  verder: 

dan  is  Ft(d)  =/,(x  +  ó)  —ƒ,(*). 
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Voor  S  =  0  verdwijnen  F(S)  en  lt( d) ,   derhalve    is   voor 
«  =  2  (N«.  ]8) 

IL*)  -  *,(») 
<)*    "~     4.2 

Maar   wij  hebben  ook :  Ft(d)—ft{x  +  <*)»  bijgevolg: 
of 

/^^)-/w-T/i(^)  _£(£)_  i^a_/^±M) 

Jl  —    <J*    —     4.2     —       1.2 

derhalve : 

ƒ (.-H)  =/(«)  +  £/,(•)  + £i ƒ,(•  + M).  .    •    (B) 

Gaat  men  op  deze  wijze  voort,  dan  zal  men  in  het  algemeen 
vinden : 

/(•+*)=/(•) + ïU*)+fó  /,(«)+ -|X3 /<•+**)  ■••(■«) 

waarin  0  altijd  een  getal  voorstelt ,  dat  kleiner  is  dan  de  eenheid. 
Aanmerking  *  Deze  formule,  voor  de  hoogere  deelen  der 
wiskunde  van  zooveel  gewicht,  is  de  naar  den  uitvinder 
aldus  genoemde  reeks  van  Taylor.  In  de  differentiaal  «reke- 
ning wordt  zij  algemeener  bewezen.  Het  fraaiste  bewijs 
daarvoor  is  geleverd  door  Cauchy  in  zijne  Leqons  sur  Ie 
calcul  diff.  4833.  Voor  het  overige  kunnen  zij,  die  het 
groote  nut  dezer  reeks  willen  leeren  kennen ,  haar  uitvoerig 
behandeld  vinden  in  elk  werk  over  de  differentiaal-rekening. 
Ik  heb  haar  hier  een  plaatsje  ingeruimd ,  omdat  ik  ze  gebrui- 
ken wilde,  om  latere  theorema's  te  bewijzen;  en  ook, 
omdat  zij  een  opmerkelijk  verband  aanwijst  tusschen  eene 
functie  en  hare  afgeleide  functiën. 

VRAAGSTUKKEN. 

4.    De  wortels  van  de  vergelijking 

5**  +  2fc»  +  3*>  +  4*  —  5  ==:  0 
te  verminderen  met  2. 
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2.  De  wortels  van  de  vergelijking 

3**—  2**  +5==  O 
met  4  te  verminderen. 

3.  Men  vraagt  de  vergelijking ,  wier  wortels  3  kleiner  zijn  dan 
de  wortels  der  vergelijking 

*  *  _  3.rs  _  15*  t  4-  39*  —  42  =*  O 
en  eene  andere,  wier  wortels  4  eenheden  grooter  zijn  te  vinden. 
4    Men  vraagt  de  vergelijking,  wier  wortels  {■  kleiner  zijn  dan 
die  der  vergelijking 

2#*  —  6**  +  4a?1  —  2*  -}-  4  te  vinden. 
5.    Verdrijf  den  tweeden  term  uit  de  vergelijking: 

**  +  Jjtf*  +  Atx  +  ^,  =  0. 
6     Verdrijf  den  tweeden  term  uit  de  vergelijking 

x%  -f6**—  48*4-40  =  0. 

7.  Aan  welke  voorwaarden  moet  voldaan  worden,  opdat  uit  de 

vergelijking 

<r*  4"  ax% "+"  b®%  +  fc£  -f-  ^  =  0 
de  derde  term  gelijk  O  worde? 

8.  In  de  figuur  van  §  20,  5  zijn  OE  en  O  F  wortels  van  de  ver- 
gelijking y  =  JP(*)  =  0.  Hoe  vermeerdert  men  deze  wortels 
met  eene  bepaalde  lengte? 

ANTWOORDEN. 

I.  5y*  4-  28y*  4-  54y*  4-  32y  —  4  =  0. 

2  3y*  4-  45j,*  +  30y»  +  Jfy*  4-  41y  4-  6  =  0. 

3.  y  *  4-  9j »  +  4  2y »  —  4  4y  =  O 

**_7s'  4-665  —  72  -,0. 

Op  grond  van  het  geleerde  in  §5,9  heeft  de  opgegeven 
vergelijking  een  wortel  =  3. 

4.  2y*—  2y>  —  2y*  —  f3,4.  f  ^0. 

ft.  y»— 30y  +  62  =  0. 

7.   y  4"  w  substitueercnde  voor  * ,  heeft  men  6  n*  4"  3**»  ■+•  h  =  O 

of»==-°±id(!£!zË)i8l. 


J 
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8.    Door  van  0  naar  Xt   de  bepaalde  lengte  af  te  zetten  en  de 
as  FT' ,   door  dit  punt  te    brengen.     Dit  punt  0t   noe- 
mende, ziet  men  ten  duidelijkste,  dat  de  wortels  OtE  en 
OtF,   OtO  grooter  zijn  dan  de  opgegevene. 


§  22    Theorie  der  teekens ,  waardoor  de  termen 
eener  vergelijking/^) = o  verbonden  zijn. 

1.  In  dit  hoofdstuk  stellen  wij,  gelijk  wij  zulks  ook  in 
vorige  §  §  gedaan  hebben , 

ƒ(*)  =  *»-f  A.aT-i  +  Ax*~*  +  ....-4,-i*  +  4U  =  0; 
de  afgeleide  functiën  blijven  wij  voorstellen  door  fx  (x) ,  f%{v)$ 
ƒ,(*).  •  •ƒ»(*);  geven  wij  dus  aan  *  eene  bepaalde  waarde  a9 
dan  ontstaan  daardoor  de  functiën:  ƒ  (a),  ft{a),  f t (#).....ƒ•(*). 
Mochten  er  voor  x  =  a  sommige  der  afgeleide  functiën  verdwij- 
nen, dan  vervangen  wij  die  door  nullen. 

2.  Stelling.  Het  eerste  teehen  van  alle  afgeleide  functiën 
is  positief. 

Bewijs.  Aan  den  eersten  term  der  opgegeven  vergelijking 
ƒ  (*)  =  0  kan  men  altijd  het  teeken  +  geven.  Door  de  afge- 
leide functiën  te  berekenen,  vindt  men  in  het  algemeen  voor 
de  laatste  afgeleide  functie 

ƒ>(*)  =  »(*—  !)(*  —  2) 3.21. 

Dewijl  nu  de  coëfficiënten  van  de  eerste  termen  der  afgeleide 
functiën  uit  een,  of  uit  het  product  van  twee  of  meer  dezer 
factoren  bestaan  en  elk  dezer  factoren  uit  den  aard  der  zake  posi- 
tief  is ,  zal  het  teeken  van  den  eersten  term  van  iedere  afge- 
leide functie  zulks  ook  zijn. 

3.  Stelling.  Wanneer  men  in  F(x)  =  0  en  hare  af  ge* 
leide  functiën  x  ==.  -f-  <»  substitueert ,  dan  zijn  alle  afgeleide 
functiën  met  hetzelfde  teehen  aangedaan ;  substitueert  men  daar* 
entegen  daarin  —  oo  ,  dan  zullen  de  afgeleide  functiën  beurt  e- 
Imgs  positief  en  negatief  zijn.     De  rij  der  teehens  van  f  (*), 

\<fi (x)>  f*(x)* m  •  •  voor  x==-r-  <*>  heeft  n  variatie*  minder  dan 
ie  rij  der  teehens  voor  x=.  —  oo . 
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258 


Beurijs.  Wy  hebben  vroeger  gezien  ,  dat  men  in  eene  functie! 
voor  x  zoodanige  waarde  kan  substitueeren ,  dat  het  teeken  derl 
geheele  functie  afhangt  van  het  teeken  van  dien  term ,  waarin] 
de  hoogste  macht  van  x  voorkomt.  Stelt  men  nu  in  alle  afge*j 
leide  functiën  asrz-f-oo  ,  dan  woiden  alle  eerste  termen,  dus 
ook  de  functiën  positief  en  men  heeft  geer  e  enkele  variatie.  1 
Stelt  men  x  =  —  oo,  dan  worden  alle  functiën  van  oneven  graad i 
negatief,  van  even  graad  positief  en  bij  eene  volledige  verge-j 
lijking,  waarvan  hier  blijkens  N°.  1  sprake  is,  heeft  men  dur 
n  Miriatiën.     Hierdoor  is  de  stelling  bewezen» 

4-  Het  komt  er  nu  slechts  op  aan  na  te  gaan ,  welke  ver- 
anderingen f  {x)  =  0  ondergaat,  wanneer  voor  x  achtereenvol- 
gens alle  waarden  van  &=. —  oo  tot  x  zzr-f-oo  gesubstitueerd 
worden,  dewijl  wij  alleen  spreken  van  continue  functiën,  kan 
er  geene  verandering  plaats  grijpen  in  de  teekens,  tenzij  eene 
of  meer  dan  eene  afgeleide  functie  eens  0  wordt ;  continue  func- 
tiën toch  kunnen  niet  van  den  positieven  in  den  negatieven  toe- 
stand geraken,  zonder  door  0  te  gaan. 

5.     Stelling.    Indien  d  een  oneindig  klein  getal  is  enfk(x) 

voor  &  =  a  niet  gelijk  0  wordt,  da*  hebben  f  k[a — d),  fk(a)en 
jft(0-M)  hetzelfde  teeken. 

Volgens  §  21  N°.  20  hebben  wij: 


i±*) 


n-k 


Dewijl  wij  nu  S  zoo  klein  kunnen  nemen ,  dat  het  teeken  der 
geheele  functie  afhangt  van  fk(a)  en  deze  niet  geljjk  0  wordt, 

heeft  fk(a  ±  öj  hetzelfde  teeken  als  fk  (a). 

6.  Stelling.  Wanneer  eenige  afgeleide  functiën  ten  getale 
van  f  voor  x  =  a,  gelijk  aan  0  zijn  en  ingesloten  worden  door  twee 
functiën ,  die  niet  gelijk  aan  0  zijn ,  dan  heeft: 

indien  £  een  even  getal  is,  f  i* —  (a**r-^)|  altyd  f  variatie* 

minder  dan  f  fa?— (a — d)\  ; 

indien  f  een  oneven  getal  is,  f  Sx— (a-\-d)\  o/ t-f-i  oft — \ 
variatiën  minder  dan  fis — {a — d)  \  ,  naar  gelang  de  functiën , 


i 
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*icaartttsfcken  eenige  afgeleide  f unctièngeljjk  aan  O  zy  n  ,  gelijke 
Of  ongelijke  teekens  hebben. 

In  't  algemeen  is  onder  de  gestelde  voorwaarden  het  verschil  in 
variatiè'n  een  even  getal,  dat  intusschen  in  sommige  gevallen  ook  O  is. 
Bewijs.    Nemen  wij  aan ,  dat  voor  x  =  a 

/*(«)./*_!(•) ƒ*_,(«) 

gelijk  aan  O  worden,  dan  heeft  men: 


maar  omdat/i(«)=/^_1(o)=  ...//t_e(a)=rO,  is  ook,  ver- 
gelijk §21,  IS: 

z*[«±*]=±-£y*+1«. 

/*_1  [*  ±  *]  =  +  f^  A+i  («)  • 

Hieruit  ziet  men  derhalve,  dat  [de  afgeleide  functiën(ö — Sjde 
volgende  teekens  hebben : 

=F±=F±=F...M>*+1  ofH/; 

terwql  de  afgeleide  functiën  (a  -f-  £)  steeds 

±±±±±..v. 
tot  teeken  hebben.    Om  dus  de  teekens"  van  ƒ (* — (a — dj\   en 

fS* — (ö-r-£tt  te  bepalen,  schrijve  men  eerst  de  teekens  op  van 

ƒ  (a>— a);  onder  en  boven  eiken  term,  die  niet  gelijk  0  is,  schrijft 
men  hetzelfde  teeken.  Boven  eiken  term  daarentegen ,  die  in 
de  rij  (a)  O  is ,  schrijft  men  het  tegengestelde  teeken  van  het 
juist  voorgaande  in  de  reeks  (a — d);  onder  eiken  term,  die  in 
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de  reeks  (a)  nul  wordt ,  schrijft  men  hetzelfde  teeken ,  dat  ou- 
ïniddeliijk  voorafgaat. 
Zijn  bijv.  de  teekens  van  f  (#— a) , 

H hOOO h-f-OOH h  — ;      .     (*) 

dan  heeft  men : 

*—{a—Ör.-\ 1 1 hH hH 1 ...(«— *) 

x_fl         :^ ^  o  0  0 h-r-  O  O  H 1 ..(«) 

*— (a+tyH h-h-rH h-h-h-4-H 1 {*+*¥ 

T>eze  handelwijze,  door  Foukrirk  den  regel  tan  het  dubbele 
teeken  geheeten ,  zal  ons  verder  bij  't  bewijs  onzer  stelling  be- 
hulpzaam zijn. 

Nemen  wij  namelijk  een  groep  termen  uit  de  reeks  (a)  ,  die  O 
worden ,  dan  kunnen  deze  ingesloten  worden  door  termen  met 
gelijke  of  door  termen  met  ongelijke  teekens.  Stellen  wij  ,  dat 
er  e-f-1  termen  tusschen  gelijke  teekens  ontbreken,  dan  hebben 
wij  de  ryen : 

w  —  {a—ö)i     ±T±T (j~^       l  ±, 

w  —  a         :     ±  0   0    0 0  ±, 

#  —  {a+d)      ±±±± ±        ±; 

waarin  e  -+-  \  zoowel  even  als  oneven  kan  zyn. 


*)  Een  zeer  eenvoudig  bewijs  van  Fourbier's  theorema  kan 
men  leveren  door  de  methode  van  Horner.  Nemen  wij  de  reeks 
der  teekens  ƒ  (*—  a) ±00000^00000±; 

vermeerderen  wij  hier  den  wortel  met  $ ,  dan  is  p  =  —  d  en  de  be* 
werking  komt : 

±00  000q:000  00± 

+±+±T±±^±T±T 

±T±*±  +  T±T±-*±±; 
Dat  het  teeken  van  den  laatsten  term  ±  moet  zijn,  valt  dadelijk  in 
het  oog,  wanneer  men  belenkt,  dat  3  een  oneindig  kleine  groot- 
heid is  en  dus  het  product  van  een  eindig  getal  met  die  oneindig 
kleine,  of  met  één  harer  machten  volstrekt  niet  meer  van  invloed 
kan   zijn    oj    den   eindigen  laatsten  term    van  f  (pc— a).  —  Door 

p  =  -f  d  te  nemen,  zal  men  nu  ook  de  teekens  vw*  ƒ  j  *—(<*+£)  1 
bepalen,  enz. 
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Is  het  aantal  termen,  die  gelijk  O  worden,  even,  dan  heeft  men : 


x  —  (a—3) 
x  —  (a+9) 


±T±T ±±, 

±00   o 0±, 

±±±± ±±; 

en  in  de  laatste  reeks  vindt  men  e  -f-  t    variatiën  minder  dan 
in  de  eerste. 

Is  het  aantal  der  verdwijnende  termen  oneven ,   dan  komen 
de  teekens: 


j?  —  {a — d) 

x — a 
x—(a+d) 


±T±T±  .......  =F± 

±0000 0± 

±±±±±  ±± 

en  indien  er  e  -f-  1  termen  =:  O  worden ,  ziet  men ,  dat  er  in  de 
eerste  rij  * -f- 2  variatiën  meer  zijn ,  dan  in  de  laatste. 

Hierdoor  is  de  stelling  reeds  bewezen ,  wanneer  de  verdwij- 
nende termen  gelegen  zijn  tusschen  blijvende  termen  met  gelijke 
teekens.  Het  bewijs  van  het  overige  gedeelte  laten  wij  aan  den 
Lezer.  Tndien  bij  onze  redeneering  tot  hiertoe  goed  gevolgd  heeft, 
zal  het  hem  niet  moeilijk  vallen  ,  het  tweede  en  derde  gedeelte 
der  stelling  te  betoogen. 

Aanmerking.    Deze  stelling  en  al  hetgeen  er  verder  over 
de  methode  van  Fourrier  gezegd  zal  worden ,  is  ontleend 
aan  de  Analyse  des  éauations  determineer  par  M.  Fourrter. 
Paris  Ftbmin  Didot,  1830.  Pag.  102  sqq. 
7.     Stelling.    W%nneerf(a)tft{a),f^[a) f \(a)  tege- 
lijk O  worden ,  dan  heeft  ƒƒ  #— (a — A)  h^-j-l  variatiën  meer  > 

dan/S*— (a+ö)\. 

Bewijs.  Wanneer  e  oneven  is ,  dan  heeft  men  de  volgende  rij 
van  teekens. 

*  —  9        ±T±T± =F±< 

a  ±0000 00, 

<*  +  *    m  ±±±±± ±±; 

wanneer  e  even  is? 

a  —  d         ±=F±T± ±=F. 

a  ±0000  00, 

*  +  *        ±±±±±  ±±. 
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Men  ziet  dus ,  dat  er  in  beide  gevallen  £-h  i  variatien  tusschen 
de  functiën  ƒ  (#— (a — d))  en  f  (x — (<*-}-<*))  verloren  gaan. 

Ingevolge  §  21,17  toont  f(a)  =  0 ,  dat  a  een  wortel  is  van 
de  vergelijking  /  (x)  =  0;  is  /,(«)  ook  =  0,  dan  zijn  er  im 
f(x)  =  0  twee  gelijke  wortels  x  =  a ;  is/^(a)  zoowel  als  de  vorige 
fonetiën=  0,  dan  zijn  er  in  J  (#)==  0,  e  gelijke  wortels  a.  Men 
ziet  dus  hieruit,  dat  voor  eiken  reëelen  wortel  a  ééne  variatie 
minder  voorkomt  in  de  rij  («+.£),  dan  in  de  rij  (a — J), 

8.  Wanneer  a  en  b  twee  willekeurige  reëele  grootheden  zijn , 
zijnde  b^>  a  f  en  eene  Junctie  van  x  tusschen  de  grenzen  ~a  en  b , 
die  ook  respectievelijk  —  <x> ,  0  en  -|-  oo  kunnen  zijn ,  continue 
blijft,  dan  besluiten  wij,  op  grond  van  het  voorgaande,  tot  de 
volgende  waarheden: 

a)  De  eerste  term  van  elke  rij  teekens  der  afgeleide  func- 
tiën is  -}"• 

b)  Het  aantaL  variatien  der  reeks  ( —  oo )  is  =  »• 

c)  Het  aantal  permanentiën  der  rij  (-f-  oo )  is  ==  ». 

d)  De  reeks  ( —  oo)  heeft  dus  zoovele  variatien  meer,  dan  de 
reeks  (oo  ),  als  de  vergelijking  f(x)  =  0  wortels   heeft* 

e)  Wanneer  x  van  —  oo  aangroeit  tot  -f-  oo ,  dan  kan  het 
aantal  variatien  niet  toenemen ,  maar  vermindert  lang- 
zamerhand van  n  tot  0. 

f)  De  rij  der  teekens  van  f  (x — b)  kan  hoogstens  n  variatien 
meer  hebben ,  dan  de  rij  der  teekens  van  f{x — a).  Trekt 
men  de  getallen ,  die  het  aantal  variatien  in  de  reeksen 
f  (x — a)  en  ƒ  (* — b)  aanwijzen ,  van  elkander  af,  dan  kan 
het  verschil  nooit  negatief,   maar  wel  0  zijn. 

g)  Voor  eiken  reëelen  wortel ,  die  tusschen  de  grenzen  a  en  b 
ligt ,  verdwijnt  ééne  variatie.  Liggen  er  dus  m  reëele  wor- 
tels tusschen  de  grenzen  a  en  b ,  dan  zal  f(x — j)  ook  m 
variatien  minder  hebben ,  dan  f(x — a) ,  hetzij  dan  dat 
deze  wortels  onderling  gelijk  of  ongelijk  zijn. 

Aanmerking.  Deze  stelling  is  bekend  onder  den  naam 
van  Theorema  van  Budan  en  komt  uitvoerig  bewezen 
voor  in  Lobatto's  Lessen  ever  de  Hoogere  Algebra  ;  Ar- 
chief  der  Wiskunde  1867  enz.  Hier  is  het  een  direct 
uitvloeisel  van  onze  meer  algemeene  stelling.  Zijn ,  om 
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het  nog  op  te  helderen ,  p  en  q  twee  reëele  wortels  tue- 
schen  a  enben  p  <iq;  heeft  nu  f  (a> — (/?—  d))tk  varia- 
tiën, dan  heeft  f(x — (p-\-  S))  er  h — 1;  bjj  't  aangroeien 
van  x  kan  het  aantal  variatiën  niet  toenemen ,  dus 
f{x — {#— &))  kan  er  hoogstens  t— 1  hebben  ;  maar  bij 
den  overgang  van  x — (q — <J)op# — (q-]-&)  gaat  er  ééne 

variatie  verloren  , enz. 

h)     Hebben  f(x — o)  en  f(x — b)  evenveel  variatiën ,  dan  ligt 
er  tusschen  de  grenzen  a  en  b  geen  reëele  wortel  der 
vergelijking  f(x)=^0.  Heeft  f(x — b) ,  m  variatiën  minder, 
dan,/  (* — o),  dan  kan  ƒ  (*)=0 ,  m  reëele  wortels  tusschen 
b  en  a  hebben ,  maar  zulks  is  niet  noodzakelijk ;  het  afne- 
men toch  van  het  aantal  variatiën  kan  het  gevolg  zijn  van 
het  verdwynen  van  sommige  functiën  /^(o),  fk  ,  i(<i)  ..., 
zonder  dat  de  laatste  functie  0  wordt. 
i)    Wanneer  ƒ  (*)  =  0   tusschen  a  en  b  voor  geene  enkele 
waarde   van  »  nul  wordt,   dan  kan  er  ook  geen  reëele 
wortel    der  vergelijking  ƒ(*)  =  0  tusschen  deze  grenzen 
gelegen  zjjn.     Het  verschil  der  variatiën  van  de  reeks  (a) 
en  (l)  is  dan  echter  of  0,  of  een  even  getal. —  Es  het  ver- 
schil dier  variatiën  een  oneven  getal ,  dan  besluit  men  , 
op  grond  van  het  zooeven  betoogde,  dat  er  zeker  één  reëele 
wortel  tusschen  a  en  b  moet  gelegen  zijn. 
k)  Is  het  verschil  tusschen  het  aantal  variatiën  van  f(x — a) 
en  ƒ  (# — b)  even  ,  dan  kunnen  tusschen  die  grenzen  slechts 
een  even  aantal  reëele  wortels  liggen  van  de  vergelijking 
fix)  =  0.     Is  dat  verschil  oneven ,  dan  kan  er  ook  slechts 
een  oneven  aantal  wortels  van  de  vergelijking  /(*)z=0 
tusschen  die  grenzen  gelegen  zijn. 
1)    Wanneer  voor  x  =  a  eenige  termen  van  f  [x — a)  gelijk  aan 
0  worden,  zonder  dat  de  laatste  term  0  wordt,  dan  wijst 
dit  op  eenige  paren  imaginaire  wortels  in  de  vergelijking 
f(x—ra)\  dus,  omdat  a  reëel  is,    op  een  zelfde   aantal 
imaginaire  wortels  in  de  vergelijking /(ar) =0.  (Men  ver- 
gelijke hiermede  §  5  ,  N°  20.) 
m)  Wanneer  f  (x — •),  m  variatiën  minder  heeft,  dan  ƒ(* — d) 
en  men  weet,  dat  er  tusschen  a  en  b  slechts  p  reëele  wor« 
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tel8  gelegen  zijn ,  dan  kan  men  besluiten,  dat  er  tnsschea^ 
de  grenzen  a  en  b ,  w— p  imaginaire  wortels  moeten  gelfr 
gen  zijn.  Ingevolge  §  5,  Nó.  19  moet  m — p  altijd 
even  getal  zijn. 
Al  deze  stellingen  vloeien    onmiddellijk  voort  uit  N*.  6  en 

N°. 7.     Daarvan    een  afzonderlijk  bewijs  te  geven,  laten  wjj 

over  aan  dert  Lezer. 

9.  Stelling.  Wanneer  de  teekens  van  f  [x — l )  en  ƒ  (.r — o), 
t»  dezelfde  vc  Igorde  juist  dezelfde  zijn  ,  en  a  <(c  <(  b  ,  dan  zullen, 
ook  de  teeken s  vanf{x — c),  in  dezelfde  volgorde  genomen ,  dezelfde.1 
zijn ,  ah  van  f  (*—■')  enf(x — a). 

Bewijs,  Nemen  wij  aan ,  dat  ƒ«__£  (a)  een  ander  teeken  heeft, 
dan /^__£(c) ,  dan  zou  de  vergelijking  fn__k(x)  =  O,  een  wortel 
hebben  tusschen  a  en  c ,  dus  ook  tusschen  a  en  b.  Maar  tusschen 
aenè  kunnen  geene  wortels  gelegen  zijn,  (zie  N°*8,  h),  der- 
halve  kunnen  fn__k[c)  en  fn_  k[c)  geene  verschillende  teekens 
hebben ,  enz. 

10.  Stelling,  is  het  aantal  variatien  van  f[v — a)  en 
./(ir— b)  gelijk ,  zonder  dat  die  variatien  in  dezelfde  volgorde  voor* 
komen  ,  dan  zal  het  aantal  variatien  der  functie  f(x — c) ,  indien 
a  <  c  <  ó,  weder  gelijk  zijn  aan  dat  van  f(x — a)  of  f{x—4\ 

Bewijs.  Is  het  aantal  variatien  van  ƒ  (#— a)  gelijk  aan  v  .  van 
ƒ(* — c)  gelijk  aan  vc ,  van  ƒ  (a? — £)  daarentegen  gelijk  aan  vb  ,  dan 
is  volgens  de  veronderstelling  t?a  =  v^9  maar  volgens  N°.  8, e 
kan  va  >  üff   en  ve  >  «^  ,  't  geen  eene  ongerijmdheid  is ,  enz. 

11.  Stelling*  Wanneer  de  laatste  term  van  het  eerste Ud 
eener  vergelijking  het  teeken  +  poö/*  zich  heeft ,  tftm  w  het  aantal 
variatien  dier  vergelijking  een  even  aantal;  is  het  laatste  teeken  — , 
dan  is  het  aantal  variatien  oneven. 

Bewijs.  Om  zulks  te  bewijzen  behoeft  men  zich  slechts  eene 
rij  van  teeken 8  voor  te  stellen,  waarin  gelijke  op  elkaar  vol- 
gende teekens,  als  zijnde  niet  van  invloed  op  de ,  variatien, 
weggelaten  zijn,  byv. 

H 1 r h  ■+■ 

"T"  -■" "  H  r "— "   i  "■"• 

Ook  het  omgekeerde  dezer  stelling  is   waar. 
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I      12.    Wanneer  men  de  variatiën  in  de  rij  f{x — a)  telt  en  ver- 
f  mindert  met  de  variatiën  van  de  rij/(a? — b)t  dan  zal  men,  vol- 
gens het  vroeger  geleerde ,  altijd  positieve  verschillen  hebben. 
\  Zqn  de  teekens  van 

/(*-4)        H 1 1 1 h 

00424012333 

<kn  wijzen  de  tusschenstaande  cijfers  het  verschil  in  variatiën  aan 
tBstchen  een  term,  tusschen  twee,  drie,  vier,  enz.  termen  der 
beide  functiën.  Deze  cijfers  kan  men  indices  der  teekens  noemen ; 
de  rij  der  cijfers  heet  dan  indexreeks  tusschen  de  grenzen  a  en  b. 
Stelt  men  in  het  vervolg  deze  indices  in  't  algemeen  voor  door 

dan  ziet    men  dadelijk   uit  het   ontstaan  derzelve,  dat  in  het 
algemeen 

**_!=**,    of   **_!=»•*— 1.    of   i^__1=^  +  l; 

I.  i.:  een  index  kan  mei  zijn  onmiddellijk  voorbaanden  of  onmid* 
éeÜijk  volgenden  nooit  meer  dan  ééne  eenheid  verschillen 

Nog  volgt  uit  deze  bepaling  in  verband  met  de  stelling  van 
BP.  11: 

a)  Wanneer  twee  rijen  teekens  met  een  zelfde  teeken  eindigen 
en  uit  een  gelijk  aantal  termen  bestaan ,  dan  is  de  laatste 
index  een  even  getal. 

b)  Eindigen  twee  rijen  teekens ,  die  uit  een  gelijk  aantal 
termen  bestaan ',  met  ongelijke  teekens ,  dan  is  de  laatste 
index  een  oneven  getal. 

Ook  het  omgekeerde  dezer  beide  stellingen  is  waar. 


(23.    Theorie  der  limieten.  Convergeerende 
reeksen. 


1.     Wy  hebben  reeds  op  verscheidene  plaatsen  van  grenzen 
ken.  In  deze  §  nu  zullen  de  grenzen  meer  opzettelijk  be- 

Tk.  d.  Alg.  1 2 
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handeld ,  en  zal  er  tevens  uitvoerig  gesproken  worden  ovci 
de  convergentie  der  reeksen ,  om  vervolgens  te  komen  op 
grenzen,  waar  binnen  men  de  wortels  eener  vergelijking  ƒ  (a?)  =  0 
moet  opsporen.  Om  al  aanstonds  een  voorbeeld  te  nemen ,  waar- 
uit ons  de  ware  aard  der  limieten  bekend  worden,  willen  wij 
oplossen  het  volgende 

Vraagstuk.     Welke  U  de  waarde  van  (\  +  —\  ,  wanneer 

z  toeneemt  tot  in  het  oneindige  ? 

Wij  beginnen  met  aan  te  nemen ,  dat  z  een  geheel  positief 
getal  x  is ,  dan  heeft  men  volgens  het  binomium  van  Newton 
(Theorie  der  Mgem.  Rek.  I,  pag.  146  en  II,  180). 

(^)=«+f-^-(i),+W(i)'+ 

*(»— i)(x— 2) (x—k)  /J\*+l  __ 

"""l.   2.       3 (*+l)U/         ~~ 

,  ,  \zï  ('  -4)  ('  -4) , 


•  •  •  • 


o-do-d o-4)       * 

TTJ.  3 (*+i) 

Nemen  wij  verder  *  =  *  -f-  \ ,  dan  is  op  gelijke  wijze: 

0-^)0-^) («-&) . 

T      2  3 (*-M) 


•    •  • 


Beschouwen  wij  nu  den  (k  -f-  2)dea  term  van  de  beide  ont- 
wikkelingen, dan  zal,  omdat 

i_i<i_*     i_!<i_  *   «... 
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(#  een  positief  geheel  getal  zjjnde)  en  bovendien  de  reeks  (fi)  één 
E  term  meer  bevat,  dan  de  reeks  (a): 

(,+T)"<('+.-irr<('+^r«- 

Neemt  men   nu  #=  I,  dan  vindt  men  (l  -f-—-)*  =  2; 

X  f 

voor  toenemende  waarden  van  x  zal  (1  +— )  steeds  toene- 
men ;  w^j  moeten  dus  trachten  de  grens  te  bepalen ,  welke  deze 
ontwikkeling  nimmer  overschrijden  zal.  —  Hoe  groot  men  x 
ook  neme,  toch  blijven 

echte  breuken  ,  derhalve  zyn 


9    *""~    f    — —     •  •  • 


XXX  x 

1-1    1  -1    1  -  i         i     k 

XXX  x 

ook  echte  breuken  en  haar  product  is  altijd  kleiner  dan  1. 
De  waarde  van  de  ontwikkeling  (l  -+- — V  is  dus  altijd  k lei- 
dan 

i+U  *  +  *   +    *     ■       ■    4 


4        4.2        1.2.3    '    1.2.3.4 ^1.2.3...* 

M      ±<rL     _J ^  x  *      ^* 

JMar  2.3  ^  2»  '    1.2.3.4  ^  2»  '    1.2.3...*  <  I 


2 


ive: 


\         x)  4^2         2*        2»  ^2* 

Verder  heeft  men  (2%.  d,  /tig.  Rekenk.  §  21 ,  N°.  6.) 

Ive  0  +;)*<«• 

Tg  hebben  nu  gevonden:  1°.  A  -f-  i  Y 

2°.  de  waarde  van  ( 1  +  I  Y  neemt  steeds  toe ; 

x  ' 
3°.  die  waarde  blijft  <C  3 ; 

12* 
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derhalve  moet  (4  H )    eene   standvastige  waarde    tusscnen 

2  en  8  naderen  j  deze  waarde  e  noemende  heeft  men ,  wanneer 
x  een  geheel  positief ,  steeds  aangroeiend  getal  is : 

lim(l  +!)'=*. 

Nemen  wy  voor  z  een  irrationeel  of  gebroken  getal  s9  dan 
kunnen  wij  altijd  twee  getallen  £  en  £  +  1  aanwijzen ,  waar- 
tusschen  x  gelegen  is.     Omdat  nu 

£<•<£  +  !,  is  ook    J   >    -    >m; 

dus  ook: 

(• +})•>(.  +jr>(. +ïy. 

Stellen  wij  nu  £  -f"  4  ==*  5'  *  x  =  %  ~b  a  en  x  =  É'  *"■*» 
waarin  ö  en  5  kleiner  dan  4  zijn,  dan  is 

(1+;f>(l+!)->(,+;/-\    . 

Maar   indien   £  en   I'  steeds  grooter   worden ,  dan  hebben 

ii.  A 

-  en   -  tot  limiet  0  ;  derhalve  worden : 
*  £ 

£  £' 

lim    (i  +  |-)    =  «enlim(l  +*)    =e; 

dus  ook: 


waarin  *  nu  een  positief  geheel ,  gebroken  of  irrationeel  getal 
kan  zijn. 

Nemen  wij  nu  voorheen  negatief  getal ,  bijv.  —  *,  dan  vin- 
den wij : 


/ 
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Stellen  wij  hierin  x  =  I  +  I,  dan  vinden  wij : 

Maar  voor  een  steeds  toenemende  {  is  lim  (1  -f-  i  )  =  4 , 
derhalve  lim  (i  +iV=  e (A) 

Welke  waarden  men  dus  ook  aan  z  toekenne ,  hetzij  positief  of 
negatief  geheel ,  gebroken  of  irrationeel ,  steeds  zal  hare  limiet 
e  zijn. 

Wanneer  wij  z  zeer  groot  nemen ,  zullen  wij  vinden : 

e  =  2,71828182848904 

Stelt  Ö  een  oneindig  klein  getal  voor ,  dan  is  z  =  -   en  -  =  <J. 

o        z 

Bij  zoodanige  veronderstelling  volgt  nog  uit  (A): 

L 

lim(l  +  *)*  =e (B) 

J 

Wordt   nog  gevraagd  naar  de  limiet  van  (1  -f-  ad)*  ,  dan  is 

lim  (4 -}- «*)*  =  lim  [(\  +  a*)ad]"  =  <P . .  (C) 

Aanmerking.  Men  vergelijke  hiermede  Schlömilch's  JD\ffm 
und  Integr.  Rechn.  Einl. 

%  Door  eene  reeks  verstaat  men  in  het  algemeen  eene  rij  van 
getallen,  die  volgens  eene  zekere  wet  van  elkaar  afhangen. 
Indien  bij  het  toenemen  van  het  aantal  termen  hunne  som  een 
bepaald  getal  nadert,  dan  noemt  men  de  reeks  convergent;  na- 
dert voor  n  =r  oo ,  Sn  geene  bepaalde  waarde,  dan  noemt  men  de 
reeks  divergent  [Vergelijk  ook  Theorie  der  Algem.  Rekenk.  I, 
pag.  401  sqq.]  Zijn  reeksen  divergent ,  dan  hebben  slechts  een 
bepaald  aantal  termen  eene  som ;  de  reeks  zelve  kan  men  dan 
beschouwen  als  eene  rij  van  getallen,  die  aan  eene  zekere  analy- 
tische voorwaarde  voldoen. 

Wij  willen  eene  reeks  in  't  algemeen  voorstellen  door: 
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welker  algemeene  term  tn  wij  beschouwen ,  als  eene  functie 
den  index. 

Meetkundige  reeksen ,  waarvan  de  reden  een  gebroken  is 
zijn  altijd  sommeerbaar ,  dus  ook  convergent. 

Uit  de  bepaling  van  convergentie  volgt  nog,  dat  de  reeks 

*o »  *\  »  *j  *  *\  .....  • 
niet  convergent  zal  zijn,  tenzij 

meer  en  meer  tot  0  nadere,  naarmate  n  grooter  wordt.  Dit 
moet  waar  zijn ,  zoo  lang  m  eene  geheele  positieve  waarde  heeft, 
dus  ook  voor  m=  1 ;  derhalve  zal  de  algemeene  term  t%  meeren 
meer  tot  0  moeten  naderen ,  naarmate  n  grooter  wordt  genomen. 

Uit  lim  (Sln+n  —  $,)  =  0  voor  m= oo  ,  volgt  onmiddellijk  de 
convergentie  van  de  reeks.  Want  stellen  wij  Sm^  —  8U  =  f,  en ; 
noemen  w§  r*  den  sluitterm  van  de  reeks ,  dan  zal  er ,  omdat  f, 
voor  toenemende  waarden  van  n  tot  0  nadert ,  eene  waarde  van  n 
rateten  zijn ,  waarvoor  zij  een  eindig  getal  is.  Zij  die  waarde  =p> 
dan  is  ook  Sp9  als  zijnde  de  som  van  een  eindig  aantal  termen, 
eindig,  tf,^  =  Sp  -f-  rp  wordt  dan  ook  eindig  ,  zoodat  de  som 
der  reeks  voor  toenemende  waarden  van  m  eindig  blijft  Men 
wachte  zieh  intiusschen  alleen  uit  het  kleiner  worden  van  tt  tot 
de  convergentie  der  reeks  te  besluiten. 

Wij  zullen  in  de  volgende  bladzijden  eenige  stellingen  mede» 
deelen  aangaande  de  convergentie  der  reeksen.  Om  hierbij  gelei- 
delijk te  werk  te  gaan ,  zullen  wij  deze  theorema's  brengen  tot 
vier  hoofdafdeelingen : 

A.  Theorema's  voor  reeksen ,  waarvan  alle  termen  positief  zijn 

B.  Theorema's  voor  reeksen ,  waarvan  de  termen  door  het 
teeken  -f~  en  —  verbonden  kunnen  zijku 

C.  Theorema's  voor  reeksen,  wier  termen  gerangschikt  ajjn 
volgens  de  opklimmende  machten  van  een  veranderlijk 
argument  x  en  wier  termen  door  -j-  en  — •  verbonden 
kunnen  zijn. 

D.  Theorema's  voor  reeksen ,  in  wier  termen  imaginaire  groot- 
heden voorkomen. 
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i  Alvorens  echter  tot  de  bepaling  van  de  limieten  van  eenige 
reeksen  over  te  gaau ,  volgen  hier  eenige  stellingen ,  die  dik- 
wijls toegepast  worden. 

4°.     Indien  men  weet,  dut  de  reeks 

*•  »  *i »  ^i  •  •  •  •  •  • 

convergeert  en  gegeven  is,  dat  de  termen  der  reeks 

«o»  «ï»  *t 

van  den  eersten  af  respectievelijk  kleiner  zijn ,  dan  de  overeen- 
:  homstige  termen  van  de  eerste  reeks  9  dan  is  ook  de  tweede  con- 
vergent. 

2°.     Indien  eene  reeks  van  een  oneindig  aantal  termen  con- 
vergeert en  met  eene  reeks   van  een  eindig  aantal  termen  ver- 
meerderd wordt  y  dan  is  de  som  eene  convergente  reeks. 
8°.     Indien  de  reeks 

*o  >  ^i  >  ^*  »  ^» 

convergeert  en  men  van  een  bepaalden  term  af  heeft : 

*"+!    <:  *»+l         un+2  ^  tn+2 
dan  convergeert  ook  de  reeks 

Bewijs.    De  beide  eerste  stellingen  zijn    duidelijk  uit  zich 
zei  ven ,  om  de  derde  te  bewijzen  stellen  wij  : 

**+\  —  -2        '»+2  _  ,        *«+3  _  , 

—  A|  ,    - —  a%  , k% ; 

*  «+1  fn+2 

dan  volgt  daaruit 

u    .  i 
Stelt  men  verder  JL2L-  ~f*,  enz.,  dan  is  analoog: 


un 


V^«+l+w«4-2^«+3+'-=*»(1  +P  t  +**  if*  *+!*  iP^t  +4 
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Volgens  de  onderstelling  is  f*t  <  *t ,  f*t  <  lt  >  enz., 
dus  j*^  <  1^,  ^p,**,  <  A,  Va  »  enz-5 

derhalve : 

of 

Maar  het  tweede  lid  dezer  vergelijking  van  ongelijkheid  is 
de  sluitterm  eener  convergente  reeks ,  derhalve  zal  ook  de  reeks 
«o  >  u  i  »  wj  •  •  •  •  convergeeren. 

Aanmerking.    De  eerste  verhandeling  van  eenig  belang 
over  de  convergentie   en   divergentie  der  reeksen  is  van 
Oauchy.     Na  hem  is  dit  veld  door  verschillende  wiskun- 
digen  bearbeid.     De   meeste   theoremas   van   deze  §  zqn 
ontleend  aan  de  Résumés  analytiques  par  August»  Louis 
CAüCHYetc.  Turin  1833.  2e  Livraison.  —  De  stellingvan 
n°.  10  is  van  Schlömilch  en  wordt  door  hem  medegedeeld 
in  zijne  Diff.  u.Int.  E.  pag.  262.  sqq.     De  stellingen  van  ; 
n°.  11  en  nö.   12  zijn  van  Ossiak  Bonnet,  en  worden  ! 
medegedeeld  in  het  journal  van  Liouvtlle.     Men  kan 
hiermede  verder  vergelijken  Smaasen's  Gronden  der  hoogere  i 
Algebra ,  pag.  25 ,  Schlömilch 's  Handbuch  der  algebra*- 
schen  Analysis  en  Sebbet's  Cours  d*Alg. 

A.    Theorema's  voor  reeksen,  waarvan  alle  ter- 
men positief  zijn. 

3.     Stelling.     Wanneer  al  de  termen  van  de  reeks 

^o  »  ^i »  ^i »  t%  ••••••  tm9  K+i I 

positief  zijn ,  en  de  termen 


J 
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respectievelijk  kleiner  zijn ,  dan  de  termen  der  convergerende  reeks 

*•  i ;m»  *»»  *%  ••  ••  •» 
i&mi  convergeert  ook  de  eerst  opgegeven  reeks. 
Bewijs,    Stellen  wij : 

«„=  tf0  +*t  +  *t  + . . .  d  en£B  =  TQ  +  Tt  +  T,...^  , 
dan  is: 

4*.  —  4  =  *.  +  J^i  +  *W,  + : +  «!h— i- 

Maar  volgens  de  veronderstelling  heeft  men : 

*s»  \  *»*  ^jm-i  \  *m- i  >  *i*+t  \  *»n  > 

derhalve : 

of  wat  hetzelfde  is 

Dewijl  de  reeks  T0 ,  2^  ,  T%  ,  2^  , convergeert,  zal 

£*4-«  — ^»  vooreene  toenemende  waarde  van»,  zoo  dicht  moge- 
lijk bij  0  gebracht  kunnen  worden ;  zulks  zal  nog  zoo  veel  te  meer 
het  geval  zjjn  voor  stm+m—slni  derhalve  is  de  reeks 

convergent. 

1)6  "**  F'  O'  TM'  TM1'  TMJi -!«««»««. 

omdat  (vergel.  N°.  1)  hare  termen,  van  de  derde  te  beginnen, 
respectievelijk  kleiner  zijn ,  dan  de  termen  van  de  reeks 

2  '  2» '  28  '  2* * 

en  de  laatste  reeks  eene  convergente  is. 

4.    Stelling.     Wanneer  de  termen  der  reeks 

^o»  *t  *  *\  »  *t » *•»  *M-i  »  ^M-i  > 

6y  tfe*  » den  term  te  heginnen ,  steeds  grooter  zijn ,  dan  de  ter' 
men  van  de  divergeerende  reeks 

«fe»  *o£  de  eerste  reeks  ook  dwergeeren. 
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Bewijs.    Even  als  in  het  vorige  N°.  stellende : 

*.  =  'o+'i+',+ ;Su  =  Tb  +  Tl  +  T1+ , 

heeft  men     S^m  -  8.  =  Tn  +  T^x  +  T^  + T^,. 

Verder  is : 

^i»  y  *»  >  ^j«+i  ^  *m-i  >  *2«+i  /  *m-j 

^  r2ll+w«.|  /  Ai»,  j  ; 
derhalve: 

of ,  wat  hetzelfde  is : 

Dewijl  nu  voor  aangroeiende  waarden  van  *  het  verschil 
#»+*  —  &  niet  tof  0  nadert ,  zal  zulks  nog  zooveel  te  minder 
het  geval  zijn  voor  8*+*  —  *„ ;  de  gestelde  reeks  is  dus  divergent 

Heeft  men  bijv.  op  eene  of  andere  wijze  gevonden,  dat  de  reeks 

*  f  ï»  t»  * »  ~s*  v> 

divergeert»  dan  zal  zulks  nog  zooveel  te  meer  het  geval  zijn 
voor  de  reeks 

'  1/2'  K3'  p4'  i^ö'  |/6 - 

omdat  de  termen  der  2de  reeks ,  van  den  tweeden  term  te  be- 
ginnen ,  respectievelijk  grooter  zijn ,  dan  de  termen  der  1ste  reeks. 
5.     Stelling.     Eene  reeks  t0  ,  tl9  t% zal  convergee- 

ren  of  dwergeeren  ,   naarmate  de  limiet  van  (tfj»  voor  eene  toe» 

nemende  waarde  van  n  kleiner  of  grooter  dan  de  eenheid  is. 

ï 
Bewijs,    Stellen  wy  de  limiet  van  (tf »)"  voor  door  L ,  nemen 

wij  eerst  aan  L  <  4  ;  en  geven  wij  vervolgens  aan  2*  zoodanige 

waarde  ,  dat  wij  hebben  : 

L  <  T  <  1. 

Daar  nu  (£,)•'  steeds  méér  en  meer  tot  L  tracht  te  naderen, 
hoe  meer  men  n  doet  toenemen  ,  zal  van  eene  zekere  waarde  af: 

(**)*     <  T    of    tn  <  T\ 
Daaruit  volgt ,  dat  er  waarden  van  n  zijn ,  waarvoor  men  altooa 


j 
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Tinden  zal,  dat  de  termen  der  reeks  t  m,  tw+1  ,  t^%  ,  tm^l 

respectievelijk  kleiner  zijn ,  dan  de  termen  der  reeks : 

rpm      ^b+1       JTn+l        ^»fl 

De  laatste  reeks  nu  is  als  meetkundige ,  wier  reden  <  1  is , 
steeds  sommeerbaar  voor  oneindig  toenemende  waarden  van  n  ; 
derhalve  zal  zulks  ook  het  geval  zijn  met  de  reeks  t^ ,  tt ,  t%,  t3  ..., 
die  dus  convergent  zal  zijn. 

Is  L  y  1  ,-dan  neme  men  een  getal  T  zoodanig ,  dat  Zy  Ty  1. 

Daar(ln)«  meer  en  meer  tot  L  trachtte  naderen,  is  dus 

(/.)'  >  T    of    tm  >  T*9 

m  zulks  ,  wegens  aanhoudend  toenemen  van  n  ,  na  eenmaal  het 
geval  geweest  te  zijn ,  voortdurend.  Daaruit  volgt ,  dat  de  ter- 
men der  reeks 

respectievelijk  grooter  zijn ,  dan  de  termen  der  reeks 

j}%     t»+i     ^t»+j 

maar  omdat  T  y  1 ,  is  de  laatste  reeks  divergent ,  de  eerste  zal 
dus  zulks  a  fortiori  zijn. 
Wordt  bijv.  gevraagd  of  de  reeks 

4  5  8  44 


3.6.9 '  6  9  42'  9.42  15'  42.45.48 

convergent  is,  dan  vindt  men: 

u\\  ==  \/  Sf4—1  /  ■>  1  •  1. 

V  *'  V   8n(3«-r-3)(3»-h6)  n  k    9(w+j)(w+2)  *  *• 

,    de  reeks  zal  derhalve  convergeeren. 

6.     Stelling.     JSene  reeks  zal  convergeer  en  of  dwerg  eer  en  t 

naarmate  de  limiet  van  het  quotiënt  J5±l  voor  toenemende  waar- 

fan  van  n  kleiner  of  grooter  is  dan  de  eenheid. 
Bewijs    Zij  v  kleiner  dan  het  verschil  tusschen  L  en  1 ,  dan  is: 

Z  —  v<Z<Z  +  v<4     voor  Z  <  1  ; 
\  of     L-\-vy  Ly  L  —  v  y  4     voor  Z  >  4. 


1 
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In  beide  gevallen  kan.»  zoo  groot  genomen  worden ,  dat  -±jbl , 

als  naderende  tot  L ,  tusschen  L  —  v  en  Z  +  v  ligt ;  zulks 
is  ook  bet  geval  met  -2±2. ,    *+*,  enz.;  men  vindt  derhalve  voor 

z_„<£üi<  i+v  of   yH<«-ii<«H«)s 


t 


t 


V 


z _  v  <-£±?  <  l-h,  of  tn+l(L-v)  <  <„+2  <  <„+1(H-»); 

ff-  I     J. 

of  zooveel  te  meer:  ^(I-v)*  <  tn,2  <  ^(^"HO1* 

Z-  v  <£±!  <  L-H>  of  *„  ,  2(L-v)  <  *  .  3  <  *„+2(Z-H>); 

of  zooveel  te  meer:  tn(L-v)*  <  ^g  <  tn(L+v)*. 

enz. 
Men  heeft  dus : 

*n{(L-vh-(L-v)*+(L-v)*+~}  <  W^+B-Hrf»"1?- 

<  **{&+")'+  (Z+v)*  +  (L+v)*  + } 

Is  nu  L v  y  4 ,  dan  is  bet  eerste  lid  dezer  ongelijkheid 

divergent ,  zulks  zal  dus  nog  zooveel  te  meer  bet  geval  zjjn  met 
de  reeks 

*«+l »  *»+2  >  *«+3  + ; 

is  Z  +  v  <  4  ,  dan  is  het  derde  lid  dezer  ongelijkheid  conver- 
gent ,  zulks  zal  dus  nog  zooveel  te  meer  het  geval  zijn  met  de 
tweede  reeks;  waardoor  de  stelling  bewezen  is.  —  In  geval  L 
gelijk  aan  4  mocht  zijn,  kan  men  aangaande  de  convergentie 
en  divergentie  der  reeks  niets  naders  bepalen. 

7.    Laat  ons  ter  toepassing  dezer  stelling  nemen  de  reeks : 

M  «  *  f—  * 

1 '  O'  1^3'  TMA 4.2.3 n—i' 

Hieris^!  -  nnqpzi)»  '*  =  issz*  derbalve: 


I 

J 
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i 

tn.  4.2.3 m  __  4 

*  -.1  ==  ï  *  * 

4.2.3...(«—4) 

4        j\ 

Dewijl  1  eindig  is  en  n  steeds  toeneemt ,  is  lim  -  =  O  <  4  , 

n 

derhalve  is  de  reeks  convergent. 
Nemen  wjj  de  stelling  van  N°.  6 ,  dan  zonden  we  vinden : 


V4.2.3...»/      *  i  ' 


waaruit  wij  eveneens  zouden  zien ,  dat  de  reeks  convergent  is. 

8*     Stelling.     Wanneer  in  de  reeks  t0  ,tl9  t%itt • 

elke  voorgaande  term  kleintr  is  dan  zijn  volgende ,  dan  zal  zij 
met  de  reeks 

t092tt>  4*,,  8t7,  i6ttB 

iegelijk  convergeeren .  of  divergeeren. 

Bewijs.  Nemen  wij  in  de  eerste  plaats  aan ,  dat  de  eerste  reeks 
convergent  is. 

Dewijl  elke  voorgaande  term  kleiner  is  dan  zijn  volgende, 
heeft  men : 

8tellen  wij  nu: 

dan  zyn  de  termen  der  reeks 

van  den  derden  term  af,  respectievelijk  kleiner  dan  de  termen 
der  reeks 

m  «/TT  a/71  Q7T  Q7I 

-*  0  »    *"*  1  »    ^^1  '    *■*  7  »    ^^  1  5'  • 
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de  tweede  reeks  is  convergent ,  derhalve  zal  de  eerste  reeks  zulks 

ook  zijn.    Maar  is  T0  ,  Tt  >  T%  ,   T7 convergent ,  dan 

is  ook  2T0,  2Ti9  %Tt,  2T7 convergent,   dus    ook 

T0  ,  2  Tt ,  2  Tj ,  2  TT  ,  en  zooveel  te  meer  de  reeks 

*0,  2^,  4*,,   8tfT,46tflf 

Nemen  wij  in  de  tweede  plaats  aan ,  dat  de  eerste  reeks  diver- 
geert, dan  is: 

^o  =  *o  > 

«I>'f+'t+'i+<l#+<ll+'li+'l.+<l.. 


en  stellen  wij: 


<o  =  n 


*!+<!  =  7'. 
<•+ <4  +«.+<.  =  **. 
^T  "T  ^«  "1     ••••  "l     ^1  4  =  ^1  %  > 

dan  zyn  de  termen   der  reeks  t9  ,  %tt ,  tet  ,  St7  ,  162,  s  ..... 
van  den  tweeden  term  af  grooter,  dan  die  der  reeks : 

Maar  T9+T%+T9+Tt  è+....  =  ^-Hj-Mt+^-H^-l-f s-h ■- 

en  divergeert  derhalve ;  daarom  zal  ook  de  reeks 

t0,  2tit  Ut,  8*T,  16*15 

in  dit  geval  divergeeren.  Het  bewijs  van  het  omgekeerde  laten 
wij  aan  den  Lezer. 

De  voorgaande  stelling  is  bij  het  beoordeelen  van  de  coo« 
vergentie  der  reeksen  van  zeer  veel  nut.  Wij  willen  haar  toepas» 
sen  op  de  reeks: 

,11111 

2°     8a     4°     6"     6° 
Hieruit  leidt  men  af  de  reeks : 

1  +  2.  1+4.1  +8.  1+16.2--»- 

2°  4"  8°  16* 
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of     1  H L_^  -f-  -i_  +    JL_  + 


Deze  reeks  nu  is  eene  meetkundige,  waarvan  de  reden  ( -— ■  j 

is  en  zal  dus  convergeeren ,  indien  a  y  1.  Is  o  <  1  of  «  =  1, 
dan  wordt  de  reden  y  of  :=  1  en  de  reeks  wordt  divergent. 
Stellen  wij  bijv.  «  =  1 ,  dan  vinden  wij ,  dat  de  reeks 


i+i+i+i+i+i 

«al  divergeeren ,  omdat  zulks  het  geval  is  met 
1  -|-  _  -f-  z u  * -f-  enz. 

d.i.  met  1+1  +  1+1+1 

Eveneens  vindt  men ,  door  a  =s  j-  te  stellen ,  dat  de  reeks 


|X2  ^  K3  ^    K4        |/5        K6 
divergent  is.  (Vergel.  N°.  4.) 

log  U 

9.     Stelling.     Wanneer    de   breuk         \  voor  oneindige 

°g« 

'  aangroeiing  van  n  voortdurend  de  limiet  L  nadert ,  dan  is  de 
teeis  t0  ,  t19  tt convergent   of  divergent,  naar  gelang 

rz>i  o/L<i. 

Bewijs.     Nemen  wij  eene  waarde  9  zoodanig,  dat  L  >  a  y  1 , 

log*« 
dan  zal ,  omdat .      1   steeds  meer  en  meer  tot  L  tracht  te  nade- 

n 

log1- 
wn,  van  eene  zekere  waarde  van  n  af  — *-?  =  w^*  ^  a ; 
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dus  ook  log  I  >  «log»,  of  log  L  >  log»*;  d.i.1  >  »«; 

of  *.  <  -y 
»a 

De  termen  der  reeks  t0 ,  tt ,  £, ,  ^,,  tf4  . . . .  tn,  tm+i 

worden  eens  kleiner,  dan  die  der  reeks 

1     L    L     L  l  1 


•  ••  •  • 


de  laatste  convergeert  voor  a  >  1 ,  derhalve  zal  zulks  ook  het 
geval  zijn  met  de  eerste. 

Is  L  <  4  ,  dan  kan  men  «  zoodanig  bepalen ,  dat  L  <  a  <  1 ; 

derhalve  vindt  men  tf,  >  --.   Hierin  is  a  <  1 ,  dus  zal  de  reel» 

tQt  ftj  ^j  >   ^t  ••••••  t%  >  ^«+1 

in  dat  geval  divergeeren. 

10.  De  stellingen,  in  de  vorige  N°. 's  aangegeven,  wijzende 
convergentie  slechts  aan  voor  L  <  of  >  1.  Voor  het  geval , 
dat  L  gelijk  aan  1  is,  laten  zij  zulks  onbeslist.  Hier  volgen  nu 
drie  stellingen ,  die  in  dat  geval  van  veel  nut  kunnen  zijn. 

Stelling.    De  reeks  t0  +  tt  +  t%  +tt , 

welke  slechts  uit  positieve  termen  bestaat,  convergeert,  wanneer 
men  heeft 

zij  divergeert ,  wanneer  de  waarde  van  deze  limiet  kleiner  is  dan  1. 
Bewijs.    Men  heeft  identiek: 

h 'ITT ~""a — *    *      *      •     " 

0n—4  "o"!^»»'»»*»0»— j 

waarvan  men  zich  kan  overtuigen  door  te  stellen : 


«o— K  —  lo  _  1      gi"^i  —  ?i  _  1 
en  dan  alle  bewerkingen  te  verrichten. 


j 
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Stelt  men  nu  in  (1) : 

«0=»,  «l=a+1  >  «j=«+2,  flrt=a-f-3, . ..  a_j  z=a+w — 1  f 
èt=bt  bt=b-{-l9  ^=5+2,  iI=^+3,...i_l=5+» — 1, 

waarin  a  en  ö  willekeurige  positieve  getallen  zijn ,  dan  is : 

*(g+l)(<H- 2)  .....(<*  +  n— i) ,     ,    a—b    ,    (a—b)      a 

l{b+l){b+2)..M(b  +  n—  1)  _  *     "*"  *  +  f  '  J   "*" 

4.M)    JÈiÜ.      _i_    fl— $        fl(g+i)...(fl+»— 2)    r2v 
^?+2  '  J(H-l)  J+5^  X  d(5+l)...(d+«— 2),H  ; 

Zoodra  wij  nu  voor  n  =  oo  de  limiet  kunnen  bepalen ,  waartoe 
het  product ,  dat  het  eerste  lid  dezer  vergelijking  uitmaakt , 
nadert  f  dan  hebben  wij  de  som  gevonden  van  een  oneindig  aan- 
tal termen  van  de  reeks ,  die  het  tweede  lid  uitmaakt.  Wij  heb- 
ben al  aanstonds  twee  gevallen ,  namelijk  a  <  b  of  a  y  b ;  want 
tf=rft  zou  1  =  1  opleveren  en  kan  dus  niet  verder  in  aanmer- 
king komen.  Deze  twee  gevallen  kunnen  echter  tot  één  ge- 
bracht worden,  want  is 


dan  is : 


lim   «;+]\""<°+^V  =  Lroora<b, 
£(o+l).....(ó+»—  1) 

b(b+l) (b+n—l)         4  y, 

hm  -V-f-r^ — V-ï- A  —    r  voor  a  <  b ; 

a(a-\-\) («+« — 1)         L 


en  wanneer  men  hierin  b  =  a  en  a  =  0  stelt: 

Indien  wij  dus  nemen  b  ]>  a,  dan  kunnen  zich  wederom  twee 
gevallen  voordoen:  a  en  b  kunnen  beide  positieve  geheele  getal- 
len zijn ,  of  zij  zijn  zulks  niet. 

A.  Zij  dus  byaenb  =  a-\-k;  b  en  a  positief  en  geheel, 
in  het  eerste  lid  van  de  vergelijking  (2),  te  weten 

a(a  +  1)  (g  +  2) (a  +  n  —  1) 

b(b+l){b  +  2) (*  +  «-!)' 

waarin  n  nog  geheel  willekeurig  is,  kan  men  n  )»  k-\- 1  nemen 
en  vindt  dan 

flfr+lXg+3) ;.(g+k-l)(a+k){a+k+l)....(a+n— 1) 


4  28—10.  202 

en  na  vereenvoudiging : 

*(a+l)(a+2)..... (a+k—  1) 

(a+»)(«  4"« + 1 )...(«+»  -f-  * — 1 ) ' 
-Wordt  hierin  »  =  ao,   dan  is 

Hm      •    =0,    Um-^t±,=0....1im-tfck==0, 

derhalve : 

lim  g(a+lKg+2j..(H-«-l)—  iimg(g+1X^+g)»«— («+^1)— o 
5(i+iX^+2)..(5+»-l)""       {a+nla+n+l)..{a+n+k-\) 

voor  5  >  a  en  ö  en  è  positieve  geheele  getallen. 

B.    Zijn  a  en  b  niet  tegelijk  geheele  positieve  getallen ,  maar 
zyn  ze  ten  minste  rationeel,   dan  kan  men  ze  tot  denzelfden 

et  B 

noemer  herleiden.  Stellen  wij  dan  a  =—  en  £  =  -  en  a ,  tf  en  r 

y  y 

geheele  positieve  getallen ,  dan  zal ,  omdat  b  >  a ,  ook  0  >  o. 
Het  eerste  lid  van  de  vergelijking  (2)  krijgt  dan  de  volgende 
gedaante : 

«(«  +  r)  («  +  «y)  •••{«  +  0»— *)  yl 
W  +  r)(f  +  »r) {?  +  («-*)y} 

Omdat  eene  echte  breuk  grooter  wordt,  indien  teller  en  noemer 
met  een  zelfde  getal  vermeerderd   worden,  en  men  dus  heeft: 

is  ook 

/  «  /  y  «(«  +  1)  (a  +  2) .....  (a  +  r  —  i)  /,v 

l?7    ^|ï(|?+l)(l?  +  2).....(|J  +  y-l)--    *     '     W 

Schrijft  men  nu  voor  <*  en  0  achtereenvolgens  a  -(-  ï*  fi  -+-  y; 
«  +  2y ,  0  +  2y  enz,  tot  «  +  (»  —  %  en  fi  -{-  (*  —  ï)y ,  dan 
vindt  men : 

/"+yV  v  (»  +  r)(«  +  y  +  i)>.(«+ay-<) 
V+y'  N  V  +  rW  +  r  +  *)-W+*r—iy 

(•+*ï\*  y  (q  +  2y)(q  +  2y+l)..-(a  +  3y—  1) 
V/?+2^    N  (/?+  2y)(/?+  2y+l ] l ... ((?+  8y—  ï) ' 
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{■ 


■+(«— lyf) r  ,  [«-H»-t)y}  { cH^*-l)H-l  ?. 4  «+*/-!  } 

Vermenigvuldigt  men  deze  ongelijkheden  bij  (8)  te  beginnen 
met  elkander ,  dau  komt  er : 

a-f-1     a-f-/jy-l 

of  indien  men  ny  —  m  neemt,  waarin»,  yenm  geheele  getal- 
len zyn , 

I,  j  «(«-J-r)  («+«r)-  { "-H*-i)r}  1 y .  q(«+i)(q+2)...((i+w-i) 

Indien  nn  »  en  dus  ook  a»  tot  in  't  oneindige  toeneemt ,  dan 
jisde  limiet  van  het  tweede  lid  dezer  vergelijking  van  ongelijk- 
heid gelijk  aan  nul;   derhalve: 


lim 


<*  +  ?) {«  +  («  — Oï?  =  o  voor  $  >  •; 


ftfi+r) {P+{*-i)r} 

dus  ook : 

Dewijl  men  alle  irrationeele  getallen  zoo  nauwkeurig  als  men 
lulks  verlangt  door  rationeele  breuken  voor  kan  stellen ,  gaat 
de  convergentie  ook  door  voor  irrationeele  waarden  van  a  en  b  9 
indien  slechts  b  y  a. 

Nemen  wij  nu  in  de  vergelijking  (2)  n  =  oo  dan  heeft  men  : 

a — b  \  M     »       a       .        a(c-f-l) 


0=1  + 


i 


4  -f- 


b     l~    ■    H-i       (H-iXH-2) 
I  Vaar  voor  men  ook  schrijven  kan: 


••••  r 


i 


=  i  -+- 


a 


H-i 


g(H-i)        . 


indien  men  b — 1   voor  b  schrijft,  mits  b  —  \  y  a: 

*-*    =1  +?+ife±^)  +  *(<H-*)(<H-2)    (4) 
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Dat  nu  de  reeks  (4)  voor  a  >  b  divergeert,   volgt   uit  de 
vergelijking  (M) ;  want  alsdan  is  : 

lim  «(«  +  <)..-(«  +  «  —  <)  =  ï  —  l=cg>m 

b(b  +  l)....(b  +  n  —  i)         L        0 

Bovendien  vindt  men  zulks  gemakkelijk  door  in  A 

te  stellen  enz.    Dit  wordt   verder  aan  den  Lezer  overgelaten. 
Om  nu  tot  eene  algemeene  limietbepaling  te  komen  in  (4) 
heeft  men : 

«(H-lX^+g) (<H-») 

**l = iJ^)Wr^  -  g±?  waarin 5>g+4, 

K*+iXH-2)...(5-Hi— *) 
Eene  reeks  zal  dus  convergeeren,  indien  van  een  zekeren  term 
het;  quotiënt 

^±l<f±?  en  b>a  +  i  (Zie  n°.2). 
of 

dli"(b-,)>^:-i)-=^H- 

Neemt  men  hierin  «  =  oo ,  dan  volgt  daaruit : 

lim  i  »^Jï —  —  ijl  >  5  —  a,  maar  omdat  5  —  a*y  \ 

Heeft  men  bijv.  de  reeks: 
.    ,,.|g,    „(„-H  )<?«?+<)    ,    »(<H-<)(<H-2)|?Ü»+iXP>+2)      H 
'  "*~  TTf  "*"  4.    2.    y(H-l)  ^1.2.       3.     r(y+l)(y+2)  ^^ 


danis    «fë A=— —  X , 


y-4-1  —  o  — 1?+  t » 

« 


+  l  r  +  i 
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bijgevolg : 

Voor  de  convergentie  wordt  vereischt: 

y-f- 1  —  «  —  ^>  1 

11.  Stelling.  Wanneer  -^1  wordt  voorgesteld  door  i — r,  dan 

zal  eene  reeks,   waarin  de  limiet  van  het  quotiënt  J^tL  =  1 , 

convergeeren  of  dwergeeren ,  naar  gelang  nr  >  of  <  1  is.  Foor 
nr  =  1  W# ƒ*  de  convergentie  of  divergentie  onbeslist, 

114  1 

VolgensN0. 8  is  de  reeks  — , 


»      («•+!)      (»+2)°    (»+8)a 
convergent  voor  a  >  4 ,  divergent  voor  o  <  4. 

In  geval  a  >  4,  zal  de  gestelde  reeks  ook  convergeeren,  indien 

n°         {n+l)a         (»+2)° 
want  het  tweede  lid  nadert  tot  0 ,  derhalve  zal  het  eerste  zulks 
zooveel  te  meer  doen. 

Maar  AL»  —  AL  ==  *•  +  4»h  +Cm  + > 

derhalve  zal  deze  laatste  reek»  convergeeren ,  indien 

1 

„W  <i,do.  <fe+!)!d.i.  <  -5!_=(»±l)-«=(n-i)-, 


a 
n 


1 


(■  +  !> 


omdat  lim  V    ]     J    geljjk  is  aan  1. 


»« 


Ontwikkelen  wjj  ^4  +  -Y"11  volgens  het  binomium  van  New- 
ton, dan  is: 
A-*-i\-a—  4  —  a-u^ï±i)     *  _«(H-4 )(«+2)    4    , 


$  as  —  \2. 
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Maar  {lim  S±l  =1— r}  <(l  +  1.)"*; 

derhalve  I-r  <!-.  +  YV  -«"i"     1,     2     3  V»4"' 

Gaan  wij  hierin  over  tot  »  =  ao  en  blijft  o  eindig,  dan  is 
eindelijk : 

»r  >  a  >  1 

een  voorwaarde  van  de  convergentie  der  opgegeven  reeks. 


Is  *.+.  —  *„>  zh  + 


+ 


na        (»-+-!)«        (»+2) 


en  «  <  l ,  dan  divergeert  de  reeks 
tm  -f-  tw^.x  -f-  tw+i  H~  •  •  • 


t 


;  dn8  ook  als  lim  -Ö^-)>  1, 


dU8>  fetlf,  d.i.  >  l. 


»< 


Daaruit  volgt  verder 


n  1.     2    n* 

Derhalve  is  de  reeks  divergent  voor  nr  <  <*  <  l. 

12.  Stelling.  Wanneer  |  **»  positief  getal  voorstelt, 
zoc  klein  als  men  zulks  verkiest  maar  steeds  >  0,  dan  zal  eene 
reeks  converg  teren  y  indien  lim  nlm¥*tnniet  oneindig  groot  wordt; 
indien  lim  ntn  niet  gelijk  0  is ,  is  de  reeks  divergent.  Onbeslist 

Hyft  de  convergentie ,  indien  tegelijkertijd  nt+$tn  =  oo  «•  «^ 

=  0  zijn. 

Bewijs.  Indien  lim  »l+^„  niet  oneindig  groot  kan  worden , 
is  er  een  eindig  getal  p  aan  te  wyzen  zoodanig» 


derhalve 


'""H"+1"H"+2~K"  ^{^+(^TF^(^iq:« 


+- 
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Maar  de  tweede  reeks  convergeert  volgens  N°.  8  ,  derhalve 
zoo  veel  te  meer  de  eerste. 

Ware  ntn  niet=  0  voor  eene  groote  waarde  van  n ,  dan  kan 

men  een  getal  q  aanwijzen  zoodanig, 

*".>{■  *-+!>  &-**+»>  A  •••••••  ; 

derhalve 

<»  +  ^i  +  ^  +~  >  f [  j  +  —  +  ^5  ••••  }• 

Maar  de  tweede  reeks  divergeert ,  dns  nog  zoo  veel  te  meer 
de  eerste. 

13*  Stelling.  Wanneer  gegeven  zijn  de  convergerende 
reeksen : 

*•-=  w0  +  ut  +ut  +ut  +«4  + , 

dan  zal  de  reeks 

*o  +  «o  >  'i  +  *i  •  '»  +  u%  >*t  +  ut  > 

eveneens  convergeeren  en  s  -f-  *'  tot  limiet  Kater  som  keiben. 

Bewijs.  Dewijl  de  reeksen  convergeeren,  kan  men  aan  n 
zoodanige  waarde  geven,   dat  »  —  sn   en  *' — a'n  kleiner  zijn , 

dan  eenig  getal,  hoe  klein   ook  genomen,   bijv.   <  -J.  A>  dan 
zal  men  hebben: 

(*  —  *.)  +  (*'— O  <  A, 

of       KO-hHXA. 

Maar  sw  +  8<n  =  (t0  +  u0)  +  (tt +ut)  +  (tt+ut)  + ... 
-\-  (^«-i  +  «»-i) ;  nien  zal  dns  n  altijd  zoo  groot  kunnen  nemen , 
datfy-f-**)  —  (vf*'»)  kleiner  is,  dan  elk  gegeven  getal: 

de  reeks        *0+*0  •  *i+Ki  »  *»+**»  *s+*s 

is   derhalve  convergent. 

Aanmerking.    Vergelijk  met   deze   stelling  en  de  vol- 
gende de  stellingen  van  N°.  % 
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14.    Stelling.     Wanneer  t^  tt,tt  ....  en  n0,  «t ,  *t ._. 

twee  convergeereH'Je  reeksen  zijn,  wier  sommen  e  en  «'  tot  limiet 
hebben ,  dan  zal  ss'  de  limiet  zijn  van  de  reeks  : 

'o  «i+'i  «o 

t0  ut  +  tt  ut  +  t%  u0 

t0ut+ttu%  +  t%ul  +ttu0 

tf>  «è  +  tx  ut  +  t%  u%  +  tt  ut  +  tk  «0. 


Bewijs,  Stellen  wij  de  som  van  n  termen  der  eerste  reeks 
voor  door  s9  ,  die  van  de  tweede  door  *'„,  die  van  de  derde 
door  Sw ,  dan  is : 

<o«j-H1«,-Hi«,+^J+^,+ *«— 1*1 

*•  V-rK  «rf_i+^«^i  -Ks  V-i+^  V-i-t-----'*--i*«-i 

Rangschikt  men  dit  product  diagonaalsgewqze ,  van  den  lin- 
kerbovenhoek beginnende  eerst  één  term  nemende,  daarna  twee 
termen ,  dan  drie,  enz.,  dan  vindt  men  8n  <<  sn  X  s'n. 

Zij  verder  m  het  grootste  getal ,  dat  in         »  begrepen    is , 

z 

dus  m  =:  ^  —  of  m  =         ■■  naar  gelang  *  oneven   of  even 
is ,  dan  is 

Laten  wij  nu  «  voortdurend  toenemen ,  dan  is  zulks  ook  het 
geval  met  m. 

Maar  omdat        s%  X«',)4)'»nX  *'«n-i » 
zal  ook        lim  sn  X  *'»  >  lim  £B  >  lim  sm¥l  X  *'»+i- 
Maar  lim  9M.*'s  =  iim  *«+ji  *  *«+i  ==  M'>  derhalve   zal  ook 
lim  £,=:*'. 
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Aanmerking.  De  Lezer  ziet  misschien  niet  duidelijk  in,  waarom 

iadien  m  =s  — —  of  ==  ■  -        genomen  wordt.  Laat  ons 
de  som  eens  nemen  van  een  bepaald  aantal  termen : 
«t  X  *'t  =  Vo+Vo+^wo+*3wo+'è*o-M5wo 

t0Ul+tlU%+t%Ul+t9Ul+hUt+tBH9 
t0«B+tlUB  +  t%UB+t3UB+tïUB+ltBUB 

Neem  ik  nu  de  som  der  termen  diagonaalsge wijze ,  dan  vind  ik : 

'o*l+v<o 


•=»»;  M-f--=3 


*o«o 


+  *l*f+<I«» +<♦*!  +  *««» 
+  *3WS+*4tt*+*5WS 

Hieruit  nu  ziet  men  aaustonds,  hoeveel  termen  aan  elke 
polynomium  ontbreken ,  om  termen  van  de  begeerde  reeks 
te  zijn  ,  zoodat  het  duidelijk  is ,  dat 

8%  <C  *•  X  *'„ ;  in  dit  geval  n  =  6 ; 

Sn  >  *«+!  X  *'«h.i  ;   in  dit  geval  m  =  3. 

B.  Theorema's  voor  reeksen,  waarvan  de  termen 
toorhet    teeken   -)-    of  —   met    elkander    verbon- 
len  zijn. 
15.     "Wanneer  wy  de  absolute   waarden  van  de  termen  der 

:s  t9,  tlt  /, voorstellen  door  p0  ,  pl  ,  pt ,  pz , 

is  de  absolute  waarde  der  som 

Th.  d.  Alg.  13 


ï 


^1 
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nooit  grooter,  dan 

JPo  +Pi  +P%  +JP«  + P*-v 

Evenmin  is 

*»  +  d  +  *«+2  +  -  '»**-l  >JP»+^*+.1  +^^-1  +  -A+—I- 

Stellen  wij   nu 

en      *'„  =i?0  +^  +^4  + p^v  , 

dan  is  de   absolute  waarde    van  s^^ —  *„  nooit  grooter, 


Convergeert  dus   de  reeks  j%  ,  p4 ,  p% ,  j», ,   dan  zal 

zulks  zoo  veel  te  meer  het  geval  zijn  met  de  reeks  t0,tt,tlt 

t% ,  omdat  men  voor  eene  steeds  toenemende  waarde  van  «f, 

s,^  —  sn  kleiner  kan  doen  worden,  dan  elke  grootheid,  hoe 
klein  ook  genomen. 

Wanneer  voor  aangroeiingen  van  n  de  termen  pni  pn^.t ,  p^* 
niet  tot  0  naderen ,  is  de  reeks  divergent ,  want : 


waarvan  de  absolute  I  ?m 

'  waarden  zijn :  |  ^"+* 

l  Am 


**+ 1  —  *»     —  * 

*»+2  —  *»+l  =  '"+1 

*»+s  —  *«+i  =  d  j 

dewijl  deze  nu  volgens  de  veronderstelling  niet  tot  0  naderen, 

naderen  ook  de  verschillende  sommen  niet  tot  0  en  de  reeks 

t0  ,  tt  ,  #, blijkt  divergent  te  zijn. 

16.     Stelling.     De  reeks  p0,  p%9  p%f  pz  .....  ü  convef' 

i. 
#£»tf  (N°.  5),  wanneer    de  waarden   van  (pn)*  tot  eene  limiet 

naderen  <^  1.  Naderen  deze  waarden  voor  aangroeiingen  tan  » 

tot  tene  limiet  >  1 ,  dan  kan  p%  nooit  tot  0  naderen. 

Bewijs.    Uit 

(P%f        >1  j  (/>.>!. 

(P^¥T>^  l   volgt  onmiddellijk  :'|  |^4>1, 


t 


\ 


ta^r-1  >* '  v  pm-»  > 1 . 
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i 

Boodat  in  dit  geval  pn  nooit  tot  de  grenswaarde  0  kan  nade- 
ren. Wij  kunnen  dus  de  stelling  van  N°.  5  meer  algemeen 
maken  door  de  volgende  bewoordingen :  Wanneer  pn  de 
absolute  waarde  is  van  den  algemeenen  term  van  de  rseks 
i9 ,  ti%  t% ,  dan   zal  de  reeks  convergeeren   of  divergee- 

ren ,  naar  gelang  de  waarden  van  (/?„)*  ,  voor  toenemende  aan* 
groeiingen  van  n ,  eene  limiet  L  naderen ,  die  kleiner  of  grooler 
is  dan  1. 

17-     Stelling.     Wanneer  voor  aangroeiende  waarden  van 

n  de  absolute  waarde  der  verhouding  Jüi  eene  limiet  L  nadert , 

dan  is  de  reeks  convergent  of  divergent ,  naar  gelang  L  «<  1 
of  L  >  1. 

Bewijs.  Met  behulp  van  het  vorige  N°.  en  van  N°.  6  kan 
het  bewijs  hiervan  zoo  gemakkelijk  geleverd  worden,  dat  wij 
het  geru  stel  ijk  overlaten  aan  den  Lezer. 

18.  Stelling.  Wanneer  de  termen  eener  reeks  afwisselend 
positief  en  negatief  zijn  en  hunne  absolute  waarden  met  het 
aangroeien  van  den  index  meer  en  meer  tot  0  naderen ,  dan  is 
de  reeks  convergent. 

Bewijs.  Zij  de  gegeven  reeks  t0  —  M'^""'j  +  ^  —  *»  •  •  • 
+  ^4 — tWmmt  -{-.... 

Schrijft  men  hiervoor : 

&=■('•-*!) +(<•-<•)  + +  ('-.-*-!>. 

dan  blijkt  daaruit ,  omdat  t0  y  tx ,  t%  y  t9  , #„_,  >  t^t , 

dat  ook  Sn  y    t0 — tr 

Schrijft  men  echter :  • 

8%  =  *o — (h — ^i)  —  (^j — **) —  (fs — *t) — '•  •  • 

dan  zal,  omdat  tt  y  t%  ,  tt  y  tk 

ook  S*  <  t0. 

Aangezien  nu  Su  voor  een  willekeurige  waarde  van  n  gelegen 
is  tusschen  t0  en  t0 — 1 1 ,  moet  de  opgegeven  reeks  convergent  zijn. 

Wij  vonden  in  N°.  9,  dat  de  reeks  1,^,  |,  ^,  \9  £, 

divergeerde ;  dezelfde  reeks  met  afwisselende  teekens  zal  volgens 
de  zoo  even  bewezen  stelling  convergeeren. 

13* 
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19.  Stel li ug.     JPanneer  alle  termen  der   convergeerende 

reeks  pt ,  pt  ,  pt ,  ps 

positief  zijn  en  qc  ,  qt  ,  qlt  qs eene reeks  is,  waarvan 

alle  termen  positief  en  kleiner  dan  de  eenheid  zijn ,  dan  is  ook 

Po?o>  Pd\  9  P\U  >  P*<li 

eene  convergeerende  reeks. 

Bewijs,     Sxllen  wij  sn  =j»0  -\-pt  +J»j  + pn-t  en 

**-~'-P%U  +  P\Vi  +P1V1  + ƒ— 17— 1> 

dan  is    sm^~ s,=pn  +p^t  +pn+1  +/>■+*  + P**—\ » 

en  «'«4HI  — «»=M«+/?«+iy«+i+>?»+-iftrt-»  + /*»+«- i?»t»-i- 

Dewijl  nu  y.  <  1,  tf^.,  <  1  i  ?*+-j  <  1  >  enz., 

en  dus  *»+, — sn  >  *'»+,  —  *',. 

Omdat  nu  Vj. »— *»,  voor  aangroeiingen  van  n,  steeds  meer 
tot  0  nadert ,  zal  zulks  ook  het  geval  zyn  met  *'»+«— *'m ;  de 
reeks 

Polo  »  fl^i  »  P\<1\  '  ^8^3  »    

is  dus  convergent. 

20.  Stelling.  J?rann?er  p0,pt9  p%\p%  ......  ««»*  con- 
vergente reeks  met  positieve  termen  is  en  tQ  ,  tlt  t% ,  t%9  t ..... 
termen  zijn ,  <ftV ,  tra/  Am*  »*  absolute  waarden  betreft ,  kleiner 
zijn  den  \  ,  waar  positief  of  negatief  kunnen  zijn  ,  tfa*   w 

«te^fo  éw»£  convergeerende  reeks. 

Bewijs.  Zijn  namelijk  f0  ,  tf',  ,  tf'j ,  t'9  enz.  respectievelijk 
de  absolute  waarden  van  t0  ,  ^  ,  ^  ,  tf8 ,  dan  is  de  reeks  \ 

PQt'o>Pit'i>Pit'i>  P*i'i i 

convergent  (Vcrgel.  N°.  19);  derhalve  is  zulks  ook  het  geval 
voor  de  reeks 

P^o  >  Pjx  »  Vj\  >PzU 

(Vergel.  N°.  15). 
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C.  Theorema's  voor  reeksen,  wier  termen  ge- 
rangschikt zijn  volgens  de  opklimmende  machten 
van  een  veranderlijk  argument  x  en  door  de  tee- 
kens  +  en-— aan  elkander  verbonden  kunnen  zijn. 

21.  Stelling.  Wanneer  a%de  absolute  waarde  is  van  den 
algemeenen  coëfficiënt  in  de  reels 


a0  ,  atx ,  o%x*  ,  a3*3  ,  akxk 


en  |  eene  absolute  waarde  van  x ,  terwijl  de  waarden  van  (aj 
meer  en  meer  de  limiet  L  naderen,  dan  zal  de  omgege- 
ven  reeks   convergeeren    of  divergeer  en ,    naar  gelang  |  <^-i 

Li 

of  {  >  -  =.  ,  é?.  /.  w&etf  andere  woorden :  cfc  r^*  t«  convergent 

Ij 

1  1 

ww  aZfe  waarden  van  x  tusschen  x  =  -jr  en  xz=z  —  -f . 

Bewijs.     Zij  gegeven  de  reeks 

#0 ,  a^x,  a^x*  ,  ^5^3 

en  etelien  wij  de  absolute  waarden  van  de  coëfficiënten  harer 
termen  voor  door 


«o  »  tfi »  ai  »  aj 


JL 

en  is  L  de  grens,  waartoe  de  waarden  van  («»)*  meer  en  meer 

naderen  voor  achtereenvolgende  aangroeiingen  van  n ,  dan  zal , 
indien  $  eene  positieve  waarde  van  x  aanwijst, 

lim  («„É-JT  =  lim  («ƒ .  «  =  15. 

Volgens  N°.  16  is  das   de   reeks  convergent  of  divergent, 
naar  gelang  L$  <  1  of  Z.?  >  1 ,  waardoor  de  stelling  bewezen  is. 
Aanmerking:     Het  zal  den  Lezer  niet  moeilijk  vallen  , 
om  de  stelling  van  N°  6  ook  voor  dit  geval  te  bewijzen. 
Zij  luidt  alsdan :  Indien  de  absolute  Kaarde  van  de  verhou- 
ding ^ïfcJL,  d,  i.:  indien    nH^-  steeds  tot  de  limiet  L  nadert , 

dan  zal  de  reeks 
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ao  f  a^x,  a^x*  ,  a^x* 

convergeeren  voor  alle  waarden  van  x  tusschen  de  grenzen 

—  -L  en-\-  ~—en  voor  alle  andere  waarden  divergeeren. 
Li  L 

22.     Zij  ter  toepassing  gegeven  de  reeks: 
1,  2x,  3a:*  ,  kx*  ,  5«* 

Hierin  is5±l=w+1  =1  +1,  dus  voor»  =  oo: ^±1  =  1. 
o»  «  »  e» 

De  opgegeven  reeks  zal  dus  convergeeren  voor  alle  waarden 
van  x,  tusschen  — - 1  en  +  1 ;  voor  alle  andere  waarden  is  ajj 
divergent. 

Neemt  men  x  juist  gelijk  aan  Jh  f  ,  dan  kunnen  de  reeksen 
evenzeer  convergeeren  als  divergeeren  ;  neemt  men  bijv.  de  reeks 

«.  _i_  x*  _i_  x*  _i_  x*  _i_  *5 

die  convergent  is  voor  alle  waarden  van  x  tusschen  —  1  en  + 1 
en  substitueert  men  daarin  x  =  ±  1  >  dan  vindt  men  voor  de 
eerste  waarde 

de  divergente  reeks:  l+|-  +  l4"i  +  i  + I 

voor  de  tweede  waarde 

de  convergente  reeks:  —  1  +  ^  —  £  +  i  —  -|  + 

Neemt  men  de  reeks: 

Ï91    '      1.2         '       1.     2.     3.     *   ' 

dan  is  g|l+l  =  m     n  = r   en  dua  voor  »  =  oo  , 

«»  "+1  1-t-  — 

'    n 

Hm  ?ü±i  =— 1. 

Deze  reeks  is  dus  convergent,  in  zooverre  se  gelegen  is  tusschen 
—  1  en  +  1  ;  buiten  deze  grenzen  is  zij  divergent» 
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De  reeks 

•  T'  o'  ro'  ox? (ziew  • 7) 

is  convergent  voor  alle  waarden  van  x,  want 


-^  =  -— -  en  dus  voor  n  =  oo ,  lim  -ï£l  =  0. 
an  tt-f-l  «„ 

De  reeks  convergeert  dus  voor  alle  waarden  tusschen  H — j-  en 
-.  f  d.  i.  tusschen  —  oo  en  4-  oo . 

Li 

De  reeks  1,  1.«,  1.2.«* ,  1.2.3.#$ ,....  is  altyd  divergent; 
want  ^5Ü  =  n  -f-  1 ,  dus  voor  ff==oo,L  =  aoen-r=ï-f-0. 

Dewijl  tusschen  — 0  en  +0geene  waarden  van  x  gelegen 
kunnen  zijn ,  is  de  reeks  voor  alle  mogelijke  waarden  van  x 
divergent. 

23.  Stelling.  Wanneer  de  volgende  reeksen,  wier  aan- 
tal eindig  is, 


>o  >  "1*  *     %      >     J 
dQ>  dtxt  dtxl  >  dsx*t. 


voor  dezelfde  waarde  van  *  respectievelijk  *a%  s^  ,  sc  ,  «^ 

fotf   ImtVl   £arir  som   hebben,    dan  is   voor  diezelfde   waarde 
9a  -|-  sb  -f-  8c  "t*  8d  "I"  •  •  •  • "  >    *k  K.w*#  ww»  &  *om  der  reeks 

(ao  +  bo+co  +  do  + )  +  {*i+*i+ci+*i  + >* 

+  («!  +  *, +',+<*!  + )*"+ 

Bewijs.  Het  bewijs  dezer  stelling  voor  twee  reeksen  komt 
geheel  overeen  met  het  bewijs  van  Nf.  13.  Wg  laten  zulks 
aan  den  Lezer.  Uit  het  bewijs  voor  twee  reeksen  wordt  ge- 
makkelijk  het  betoog  voor  een  willekeurig  aantal  reeksen  afgeleid. 
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24.     Stelling-.     Wanneer  de  reeksen 

a0  ,  atx9  at**,  a%x%,  akx* 

b0  ,  bxx,  £,**,  bzx*t  b^x* 

r«  i    c  *x  ,    c +x    f  c  »x    i  c  lX    •••••»  t 

voor  eene  zelfde  waarde  van  a  respectievelijk  *a%  sb  ,  sc, 

tot  limiet  harer  som  hebben ,  dan  is  voor  dezelfde  vaarden  van 
*,  sa  X  *£  X  sc de  limiet  voor  de  som  van  de  reeks 

«o*ofo  •••H"(^ofl!i  4*coai  +  fl,o*i  +  öoci  H~  *oci  +  ...)#  +  .«.. 

Bewijs.     Ook  hiervan  blijve  het  bewijs,  dat  analoog  is  met 
h$t  betoog  van   N°.  14,  aan  den  Lezer. 

Stelt  men  verder 


*o  =^o  ^^o  = 


a+    ■=;  O*     -  —  (7|     i.  —  •••••, 
t*  •   '         O «    — — —  V  M   ^ü  •••••• 

enz., 

dan  zal  voor  elke  waarde  van  *,  waarvoor  de  reeks  a0,  «,*, 
atx* convergeert,  zulks  ook  het  geval  zijn  met  de  ont- 
wikkeling van 

waarin  »  een  eindig,  positief,  geheel  getal  voorstelt. 

25.  Stelling,  ifc»?  functie  <p(x)  kan  tusschen  de  grenzen 
xzzz  —  a  en  x=-\-  a  slechts  op  één  e  wijze ,  volgens  de  opklim- 
mende machten  van  het  argument  gerangschikt ,  in  eene  reeks  ont- 
wikkeld worden ,  die  tusschen  dezelfde  grenzen  convergent  zal  zijn* 

Bewijs.  Stellen  wij  -,  dat  <f(x)  tusschen  de  grenzen  —  aen+a 
op  twee  wijzen  ontwikkelbaar  is;  dat  ,men  dus  heeft: 

<p(x)z=za  0  -\-a  j  x-\-a  ,  x  *  -+-a  3  *  8  -f-.  •• = h  0  +5 ,_  x-+-b  %x  *  -f-£  s  x  8  -+-« 

welke  reeksen  beide  voor  alle  waarden  van  x  tusschen  — a  en 
+  «   gelden, 

Steil  mtn  derhalve  *  =  0,  dan  vindt  men  onmiddellijk: 
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en      x{at  +  «,«  +  *,**  + )  =  *<*,  +èi*±Js*1  + ); 

dus  door  x  deelende : 

welke    vergelijking    wederom    waar   blijft   voor  alle   waarden 

van  x,  enz. 

Deze  redeneering  voortzettende,  ziet  men,  dat  a0=£0,  a1r=31 , 

a%^5%  ,.....;  derhalve  is  er  slechts  ééne  ontwikkeling  volgens 

de  opklimmende  machten  van  het  argument  mogelijk» 

Aanmerking.  De  vierde  afdeeling,  namelijk  die  reek- 
sen ,  in  wier  termen  imaginaire  grootheden  voorkomen  , 
zullen  wij  behandelen  bij  de  goniometrische  functiën. 
Eveneens  zullen  wij  ook  onder  die  afdeeling  brengen  de 
zoogenaamde  dubbele  reeksen ,  wier  toepassing  niet  van 
belang  ontbloot  is. 


§  24.   Over  de  limieten  van  de  wortels  der 

vergelijking 

1.  Wanneer  wij  in  de  vergelijking  /  [x)  =  0  b  en  a  voor  4? 
substitueeren ,  waarin  b  y  at  en  daarna  de  indexreeks  opma- 
ken ,  dan  zal ,  wanneer  de  laatste  drie  termen  dier  indexreeks 
0,0,1  zijn ,  f  (x)  =  0  één  wortel ,  maar  ook  niet  meer  dan 
één  wortel  tusschen  a  en  l  hebben.  (Hier  is  natuurlijk  alleen 
sprake  van  reëele  wortels).  Alsdan  ligt  er  tusschen  die  grenzen 
geen  reëele  wortel  van  /j(«)  =  0 ,  noch  van  fx{*)  ==  0,  zoodat , 
wanneer  wij  den  wortel,  welke  tusschen  a  en  b  ligt,  =i  a 
stellen  en  in/(a?)  =  0,  se  doora  vervan.gen ,  wel  ƒ(«),  maar 
Doch  /j(«),  noch  ƒ t  (o)  gelijk  aan  0  zullen  worden.  Wij  willen 
trachten  in  dit  geval  nauwere  grenzen  voor  o  op  te  sporen ,  dan 
a  en  b.  Zoodra  de  laatste  drie  termen  der  indexreeks  0,  0, 
zyn,  kunnen  zich  vier  gevallen  voordoen. 


1 
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(«)  4-H .     H K h— • h 

001         001        00    1         001 

{*)  +  +  4-,    H ,     —4-4-, . 

Wij  willen  deze  gevallen  achtereenvolgens  beschouwen. 

2.     Zij  gegeven  r    -f-  H ...  .f(x—a) 

+  +  +  ....ƒ(*-*), 

Omdat  /j  (a?)  en  /2(a?)  tussehen  o  en  b  niet  van  teeken  ver- 
anderen, zijn  zij  beiden  positief.  Nemen  wij  nu  b  aan  als  de 
eerste  benaderde  waarde  van  den  wortel  er,  dan  kunnen  wij 
stellen  a  =  b  —  (l ,  waarin  (l ,  omdat  b  de  grootste  grens  is , 
positief  is. 

Beschouwt  men  nu  ƒ  (b — (f) — f{b)  als  eene  functie  van  /?  , 
stelt  men  bijv.  f  [b—0)  —  f  (b)  z=z  F (p) ,  dan  heeft  men  vol- 
gens §  21  ,  kO : 

/(«-/?)  =ƒ(*)-  ^(4  -Ö/9), 
en  dewijl  /  (i— /?)  =/(«)  =  0 , 

ook  /(*)  — £A  (*  —  *«  =  0; 

dus  /?  =      /^„„ ff'i 

Verder  is  volgens  §  21  ,  20: 

Nu  ligt  6  —  0J00  tussehen  £ — 0  en  5,  d.  i.:   tussehen  &  en  6 
dus  ook  tussehen  q  en  £ ,  daarom  is  /a(£ — 0td^)  positief  en 
bijgevolg  : 

terwijl  ook  deze  beide  grootheden  positief  zijn.     Dewijl  nu  ook 
ƒ (L)  positief  is ,  zoo  is : 

derhalve  volgens  (£) : 


299  §  24  —  2. 

Men  heeft  dus 

p  *     ƒ.(*) 

en  ,  omdat  b  —  0  =  «  is , 

Omdat  verder  ƒ  (b)  en  /4  (#)  beiden  positief  zijn  ,  is 

derhalve  is  b  —  -^-4  een    nadere    grens  dan   b.     Door   deze 

waarde  voor  o?  te  snbstitueeren  en  hiermede  voort  te  gaan, 
zal  men  eene  zoo  nauwe  grens  krijgen  voor  den  wortel,  als 
men  verkiest. 

Beschouwen  wij  nu  de  grenswaarde  a  en  stellen  wij  den  wor- 
tel azrza  +  y,  dan  is  y  positief,  en  volgens  §  21  ,  20  : 

f(a  +  y)=zf(a)  +  y/i(a  +  6y)t 

of  omdat  f  (a  +  y)  =  (ƒ»  =  0 , 

Nu  is  a  -f-  0y  eene  gemiddelde  waarde  tusschen  a  en  a  -f"  / 
of  «  ,  dus  ook  tusschen  a  en  J>\  stellen  wij  daarom  a-\-öy=5 — y\ 
dan  is  ook  y1  positief  en  volgens  §  21 ,  20  is 

ft(a+6Y)  =/l(b-y)=/1(b)  -  f/tf-er1) , 

waarin  wederom  b  —  Oy'  eene  gemiddelde  waarde  is  tusschen 
b — y'  en  b,  dus  ook  tusschen  a  en  h.  Hieruit  volgt,  dat 
ft(b  —  6y')  positief  is  en  daarom  ook: 

/i(«  +  «r)</i(«). 

waaruit  tevens   blijkt,   dat   deze  beide    waarden  positief  zjjn, 
Dewjjl  nu  echter  f  [o]  negatief  is,  heeft  men: 

-      /(«)       x       /w 


1 
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of  wat  hetzelfde  is,   omdat    wij  gesteld    hebben:    a  =  a  -\~  y 

Maar  ^-~fX is  negatief,  a  — €~v|  is  düs  positief,  derhalve  is 

a   —  J  yj.  eene  nadere  grens  voor  den  woitel  dan  a. 

3.     Zij  in  de  tweede  plants  gegeven : 

ƒ(*—«) :     H h 

Hier  is  f{{x)  tusschen  a  en  b  steeds  negatief  en  ƒ,(<*■)  steeds 
positief.  Zij  -5  wederom  eene  eerste  benaderde  waarde  van  den 
waren  wortel  a.  Zij  verder  a  =  b  —  ff ,  dan  is  ff  positief  en 
Yolgens  §  21  ,  20 : 

ƒ  (*-«  =  ƒ(«)  ^f(b)-ffft(b-6ff)  =  O, 
bijgevolg:  0  =  — v    ^* 

Maar  ƒ ,(-5 — 00)  is  eene  gemiddelde  waarde  tusschen  b — ff  en  b, 
dus  tusschen  a  en  b ,  dus  tusschen  aen  b;  stellen  wij  dus  : 

b  —  6ff  =  a  +  ff', 
dan  is  ff'  positief  en  wederom  is  volgens  §  21 ,  20: 

ƒ,(*  -  dj)  =/,(«  +  (?)  =/!(«.)  +  (*ƒ,(«  +  Ö/T)  . 

waarin  a  -f-  Off'  eene  gemiddelde  waarde  tusschen  a  en  a  -\-  (F% 
dus  tusschen  aen  £,  dus  ook  positiefis.     Hieruit  blijkt  verder 

waarbij  nog  valt  op  te  merken,    dat  beide  grootheden   negatief 
zijn.     Omdat  nu  ook  f(b)  uegatief  is  ,  heeft  mm: 


801  $  24  —  4. 

d.i.:  f  >44^en  ook  *-£<*_  £$5 

derhalve  wordt: 

a  ^  B  —  /  ;  ' ;  en  omdat  ^\-{  positief  is , 
fM)  fi(a) 

is  b  —      \  { eene  nadere  grens  van   o  dan  3, 

AM 

Stellen  wij  verder  a  =  a  -f-  y»  dan  is  y  positief  en 

Z(«+r)  =/(«)  =/(«)+ rA(« + «r)  =  o ; 

daarom  y  =-.  —  «' W 

enz.  enz. 

Op  soortgelijke  wijze  doorredeneerende,  als  in  het  reeds  be- 
handelde ,  vinden  wij  eindelijk ,  dat 

AM     • 

eene  nadere  grens  van  o  is  dan  a. 

4.  Het  zal  nu  wel  onnoodig  zijn ,  de  beide  andere  gevallen 
ïoo  uitvoerig  te  behandelen .  als  de  beide  eerste.  De  Lezer ,  die 
bet  voorgedragene  goed  gevolgd  heeft ,  zal  gemakkelyk  vinden , 
dat  voor 

b  —  — 4-:  eene  nadere  grens  van  o  is  dan  Bt 


en 


a  —  ^-4-J  eene  nadere  grens  van  o  dan  a ; 
ftW 


terwijl  voor 

/(»_«)       —  + 

ƒ(*  —  *)  
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b  —  T-jil  eene  na(kre  grens  van  o  is  dan  5 , 
fi(b) 

en       a  *—  ^fX  eene  nadere  grens  van  a  dan  a. 

Een  en  ander  te  zamen  vattende,  komt  men  tot  het  volgende 
resultaat : 

a)  Indien  in  f(x — a)  en  ƒ(#— 5)  de  laatste  termen  onge- 
lijke teekens  hebben,  doch  in  beide  functiën  voorafgegaan  worden 
door  twee  gelijke  teekens  -] — |-  of  —  — ,  dan  zijn 

a  —  »jtI  en  &  —  T(T\  na^ere  gwnzen  van  « ,  dan  aenh. 

b)  Worden  echter  deze  termen  voorafgegaan  door  twee  o«- 
gelijke  teekens  -\ of  —  -f- ,  dan  zijn 

a  —  —  i-J  en  b  —  **  \  .  nadere  grenzen  van  a  ,  dan  a  en  5. 

Stellen  wy  deze  eerste,  nadere  grenzen  voor  door  a'  en  £' , 
dan  zal ,  omdat  a'  en  b'  binnen  a  en  5  liggen  en  wei 
a  <  a'  <  3'  <  5 ,  indien  de  drie  laatste  termen  van  f(a)  en  ƒ  ($) 
de  volgende  teekens  hebben  : 


mi 

—  +  -4-3 


ƒ  (*  -  *)  .g.  b  /(«-«O 

ƒ(.-.)  .3  §ƒ(*-«') 

/(»  —  •)  3  1  /(»— <0 


/(*-  «)  J I  /(*-«') 

Verder  volgt  uit  het  aangetoonde  nog  rechtstreeks  voor  het 
geval,  dat  men  heeft 

a  <a'...  ia"  (  •"' <  V"  <  5'  <  &'  <*: 

voor   de    teekeus    +  H | h)    /(*  —  b) 


+  +  ) j    /(«  —  -5) 


j 


r 
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a» 


•'" 


AC)  AC) 

AC)  AC) 


en   voor  de  teekens  H 

H- 


h  )     — +  —  ")    ƒ(*  —  «) 

—  )   — n-  5  /(»-*) 


a' 


Door  deze  handelwijze  worden  de  grenzen,  waartusschen  de 
wortel  oc  zich  bevindt ,  hoe  langer  hoe  nauwer ,  zoodat  die  wor- 
tel eindelijk  met  tamelijke  nauwkeurigheid  bekend  zal  zijn. 

5.  Stelling.  Wanneer  tusschen  aenb ,  a  ^B9  ff  een  reh'ele 
wartel  ligt  der  vergelijking  ft{x)  =  0 ,  maar  wel  een  reëele 
wortel  der  vergelijking  f \(a)  =  0  ;  wanneer  men  verder  weet , 
dat  er  tusschen  deze  grenzen  geene  of  slechts  twee  reëele  wortels 
kunnen  liggen  van  de  vergelijking  f(x)  =  0  en  een  der  termen 
van  de  reeks 

A(')     /tW'AC)     A(«V  AC)     AC)'-"" 

even  zoo  groot   is  als ,  of  grooter  dan  de  overeenkomstige  term 
der  reeks 

5  —  a,     V  —  a' ,     6"  —  a",  .... 

dan  kan  men  altijd  zeker  Besluiten  ,  dat  er  tusschen  de  grenzen 
a  en  b  geen  reëele  wortel  der  vergelijking  f  (x)  =  0  gelegen  is. 
Bewijs.  Omdat  de  vergelijking  /(a?)  =  0  tusschen  a  en  b 
twee  wortels  kan  hebben  ,  maar  niet  meer ;  omdat  zij  verder 
niet  één  wortel ,  maar  Iwee  of  geen  wortels  heeft  tusschen  die 
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grenzen ,  kunnen  wij  aannemen  ,  dat  er  twee  zijn  ,  die  wij 
voorstellen  door  /?  en  a ,  py  et.  Ten  eersten  hebben  nu  ƒ  (a) 
en  f  (5)  gelyke  teekens,  want  dewijl  «  <  fi  en  tusseben  a  en  l 
slechts  twee  wortels  liggen,  liggen  ertusschen  a  en  er,  «en/9 
en  /?  en  h  geene  wortels.  Verder  weet  men ,  dat  ƒ  («  —  ö)  en 
ƒ  («4*<J)  ongelijke  teekens  hebben ,  eveneens  /(|5— d)  en /(0-h^)» 
omdat  a  en  /?  wortels  zijn  der  vergelijking  ƒ  (a?)  =  0.  Zij  nu 
f(a)  positief  of  negatief,  dan  heeft  men  voor  de  bovenstaande 
functiën  de  onderstaande  teekens : 

O  q=  T  O  -fc 


waaruit  men  ten  duidelijkste  ziet,  dat  f  (a)  en  ƒ  (5)  gelyke  tee- 
kens hebben. 

De  vergelijking  ƒ  !  (ar) =0  heeft  een  wortel ,  dien  wij  y  noemen , 
tusschen  de  grenzen  a  en  l\  y  kan  geen  wortel  zijn  van  ƒ  (ar)=0, 
omdat  deze  dan  twee  gelijke  wortels  zou  hebben ,  't  geen  strijdt 
tegen  de  veronderstelling  /?  >  a.  Verder  ïs  het  duidelijk,  dat  ƒ,(*) 
tusschen  a  en  y  en  tusschen  y  en  h  geene  verandering  van  teeken 
heeft.     Is  ƒ,(«)  positief,   dan  is  ƒ,(£)  negatief  en  omgekeerd. 

Dewijl  ƒ,(?)  tusschen  de  grenzen  a  en  y  en  tusschen  de  gren- 
zen y  en  5  steeds  hetzelfde  teeken  heeft ,  volgt  uit  §  21  ,  16  , 
dat  ƒ  (ar)  in  die  tusschenruimten  altijd  toe-  of  altijd  «/-neemt. 
Had  dus  ƒ(/)  met  f(a)  en  dus  ook  met  f(h)  hetzelfJe  teeken, 
dan  zou  f[x)  tusschen  die  grenzen  nimmer  0  kunnen  worden  en 
zoude  de  vergelijking  ƒ(*)  =  0  geen  wortel  tusschen  a  en  b  heb- 
ben. Dit  strijdt  tegen  de  veronderstelling;  daarom  heeft/(ar)=0 
één  wortel ,  en  wel  de  kleinste ,  tusschen  a  en  y ;  terwrjl  een 
tweede ,  en  wel   de  grootste ,  tusschen  y  en  b  gelegen  is. 

Verder  is  f%  (x)  tusschen  a  en  h  nooit  gelijk  aan  0  ;  ft{a)  en 
ftfb),  derhalve  ook  /j(y)  hebben  hetzelfde  teeken;  wjj  willen 
trachten  dit  teeken  te  bepalen.     Volgens  §  21 ,  20  is : 

en  omdat  ft  (y)  =  0 , 

/fr-*)=/(r)  +  i  'l/,(r-  M)- 

Nemen  wij  nu /(y)  positief,  dan  zou,  indien  ƒ,(/-) positie) 


305  §  24  —  5. 

vare,  dewijl  f%(x)  tusschen  a  en  b  niet  van  teeken  verandert, 
ook  f%(y — 0d)  positief  zijn,  derhalve  zou  men  in  die  veron- 
derstelling vinden : 

Ar  -<*)>/  (r). 

Dewijl  nu  f[x)  tusschen  xz=a  en  #  =  y  steeds  toe-  of  af- 
neemt, zouden  ƒ (a),  /(f  —  d)  en  f(y)  steeds  hetzelfde  teeken 
hebben  ,  terwijl  wij  reeds  bewezen  hebben  ,  dat  f  (a)  en  f(y) 
steeds  verschillende  teekens  hebben.  Men  komt  hier  dan  tot 
eene  ongerijmdheid.  Is  dus  f  (y)  positief,  dan  moet  ƒ,  (y)  ne- 
gatief zijn.  Op  gelyke  wijze  toont  men  aan ,  dat  indien  ƒ  (y) 
negatief  is,  ook  ft[y)  positief  moet  zijn;  derhalve  hebben  ƒ  (y) 
en  ft(y)  steeds  tegengestelde  teekens. 

Dewijl  nu  f{y)  en  f%[y)  altoos  tegengestelde  teekens  hebben, 
vinden  wij  door  middel  van  den  regel  der  dubbele  teekens, 
indien  wij  stellen ,  dat  ƒ  (#  —  y) ,  ±  0  =F  tot  laatste  teekens  heeft  : 

/(•r— y)       ±0T 

/Mrt       ±  ±  =F 

Nemen  wjj  nu  verder  nog  in  aanmerking,  dat  J{y)  met/(i) 
en  f(è)  tegengestelde  teekens  heeft ;  dat  ft{x)  tusschen  a  en  y 
en  tusschen  y  en  h  niet  van  teeken  verandert,  en  dat  f%(x) 
binnen  de  grenzen  a  en  b  niet  van  teeken  verandert ,  dan  heeft 
men  onmiddellijk  het  volgende  schema: 

ƒ  (*— a)         ±  =F  ± 

/{x-iy+t)       ±±T 

/ (*— h)         ±  ±  ±. 

Beschouwen  wij  nu  a  en  y — d,  als  grenzen  van  den  wortel  a, 
en  y  -\-  d  en  6  als  grenzen  van  den  wortel  /? ,  dan  heeft  men 
op  grond  van  N  °.  4 : 

.-£$<.    en    >-m>9. 
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derhalve  is : 

M6)     A(«) 

en  omdat  /?)»«,  nog  zoo  veel  te  meer ; 

't  geen  zelfs  door  blyft  gaan ,  indien  ƒ  (a?)=  0  twee  gelijke  wor- 
tels heeft;  indien  slechts  de  vergelijking  f% (x)  =  0  geen, 
/j(ir)=:0  één,  en  f(x)=0  twee  reëele  wortels  tusschen  de 
grenzen  a  en  b  heeft. 

Hieruit  wordt  onmiddellijk  afgeleid : 

ƒ  (n^  /  («"')  <f  y«  _  v« 

enz. 
waaruit  het  gestelde  gemakkelijk  afgeleid  wordt. 

Aanmerking.    Dit  Theorema,  zoo  gewichtig  om  de  ima- 
ginaire wortels  eener   vergelijking   te  leeren  kennen,  is 
van  Foubier  en  komt  voor  in  zijne :  Analyse  des  équations 
determineert  Paris  1831.     Het  bewijs  van  den  vinder  is 
uit  de  deelen  der  hoogere  analysis  afgeleid.    Het  hier  ge- 
leverde, zeer  fraaie,    duidelijke  en    eenvoudige   bewys  ia 
van  Grünert  en  komt  voor  in  Suppl.  au  Klügei/s  W. 
6.     Om   nu  de  grenzen  te  bepalen,    waartusschen  zich  de 
wortels  eener  vergelijking  bevinden ,  schrijft  men  eerst  de  afge- 
leide functiën  der   vergelijking;    dan  bepaalt  men  het  teeken 
dier  afgeleide  functiën  achtereenvolgens  voor  x  ==  O ,  a?=  —  lf 

x  =  — 10,  x  =  —  10* , tot  dat  men  niets  heeft  dan 

variatiën;  vervolgens  substitueert  men  a?=l,a,=i0,*=401, 
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f  =  10* tot  dat  men  niets  vindt  dan  permanentten ,  dan 

weet  men  zeker ,  dat  alle  wortels  der  vergelijking  tusschen  die 
uiterste  waarden  begrepen  zijn.  Is  nu  het  laatste  cijfer  der 
indexreeks  één ,  dan  ligt  er  één  reëele  wortel  tusschen  de  alzoo 
gebruikte  grenzen ;  is  dat  cijfer  2  ,  dan  liggen  er  twee  wortels , 
wier  natuur  men  nog  moet  onderzoeken ;  is  het  3 ,  dan  is  er 
één  reëele  wortel ,  en  er  zijn  twee  wortels ,  van  welke  men  nog 
niets  kan  bepalen ,  enz.  Voorbeelden  zullen  dit  nader  verdui- 
delijken.    Zij  gegeven  de  vergelijking : 

*s_    8a?*—    24**  +    95a?*  —  46a:  —  101  =  0. 
/(r)r=      **  —    3a?*—    24a?8  -f-    95a?*  —  46a?  —  101 
ft(x)=,    5a?*  — 12a?*—    72a**  -f-  190*    —46 
f%(x)  =:  20a?*  —  35**  —  144a?   +190 
ƒ,(*)  =  60**  —  72a»   —144 
/4(*)  =  120*  —  72 
ƒ,(*)=  120 

(—10)       H 1 1 } 

0    0    1    1    1    1    f    één  reëele  wortel ; 

(-  1)       H 1 h< 

0   O   0   O   0    1    £   één  reëele  wortel ; 

(       0)       + h < 

OIÖÖ1    O        geen  wortel; 

(      I)       +H *-  +  -< 

O   0    1    2    2    3}    één  reëele  wortel  en  twee, 

(     10)        +  +  +  +  +  + -^    waar™11  niets  bekend  is# 

Het  opsporen  van  de  teekens  dezer  vergelijkingen  geschiedt 
het  gemakkelijkst  door  de  leerwijze  van  Horner  ,  byv. : 

1—3—24+95—46—101 
*~l        —2— 26+69+23[—  78 
_i—  27+*2j-H55 
0—271+15 
Ij— 26 

I* 


1 
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10   1—3—24+  95—     46—     101 
+7+46+555+5504+54939 

Deze  bewerking   wordt  niet  voortgezet,    omdat  men  klaar- 
blijkelijk altyd  -f-  krijgt. 


f=-l 


1—3—24+  95—  46—101 
—  1 — 20-1-115  —  1  gl{-r-  60 

— 5  —  15+130J— 2_91 

_<;—  fr|+]  39 

— 7]— _2 
—8 


j?  =  —  10     1—8—  24+     95—       46—       101 

— 3S+3C  6— 2965+29604— 295939 

Hier  kan  men  de  bewerking  staken ,  omdat  men  klaarblijkelijk 
enkel  variatiën  zal  vinden. 


Er  blijft  ons  nu  slechts  over  te  bepalen,  van  welken  aard  de 
twee  wortels  zijn,  die  zich  nog  tusschen  1  en  10  bevinden; 
zulks  nu  geschiedt  door  middel  van  het  theorema  van  Fourier  , 
dat   wij  aanstonds   door  eenige  voorbeelden  zullen  ophelderen. 

Gebeurt  het ,  dat  in  eenige  afgeleide  vergelijkingen  nullen 
voorkomen ,  dan  kan  men  het  aantal  variatiën  niet  bepalen ; 
daarom  leidt  men  in  zoodanig  geval  door  middel  van  den 
regel  der  dubbele  teekens  de  vergelijkingen  in  (a — d)  en  («+<*) 
en  handelt  dan  als  te  voren. 

Is  bijv.  gegeven  de  vergelijking 

#7  _  2^5  —  3a;8  +  4a?*  —  5a?  +  6  =  0. 

Door  ook  hier  de  leerwijze  van  Horner  toe  te  passen,  vindt  men: 


(-10) 

H 1 1 1 

(-1) 

H 1 1 — 1 h 

(O) 

+  0  —  0 1 h 

( 1) 

«I | | j | —  + 

(10) 

++++++++ 

] 
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Dewyl  hier  in  ƒ  (ar — O;  twee  termen   ontbreken ,  zoeken  wg 
de  functiën  van  ( — d)  en  [+&)  en  vinden  dan : 

(_40)     H 1 1 h  — } 

0  0   0   0   0    4    1    4  [een  reëele  wortel ; 


(—  1)     H 1 h  +  — T-) 

0   0    4    4    4    0   0   0  > g^n  wortels; 

( —  &)    H 1 1 hï  twee  imaginaire  wortels  (§  5 , 

0   4    0   4    2    2    2    2  [     No.20); 
(-f-*)    +H h  — +<j  , 

0   0   4    4    4    4    2   2  [2 wortels,/ welke    men    nog 

(  1)    —| — | — | — | — | f-v  >  niet  nader  kan  be- 

0   0   0   0   9    4    4    2  ^2  wortels  fj  palen. 
(40)    ++++++++ 

Tot  derde  voorbeeld  moge  dienen  de  vergelijking: 
x*  —  2a?«  —  10*»  —  10j?8  —  61**  —  248*—  210  =  0. 

Door  toepassing  van  Hornebs  leerwijze  vinden  wy  achter- 
eenvolgens : 

(     1U)     +      H  I  H^  drie  wortels,  waarvan  ééa  reëel 

0   0   0   0   1    H  *  wij 

en  twee  onbekend; 

(—4)    + 1 J 

0   0    4    2    2    2    2  Uwee  wortels,  onbekend; 

(0)    4- \ 

0    4    0   0    0   0   0  [geen  wortel; 
j 1 mmm, ) 


(*)     +    ■  -v 

004    4    4    4    4  (een  reëele  wortel. 
(40)    +++++++> 

7.  Om  nu  den  aard  der  wortels  te  bepalen,  die  zich  paars- 
gewijze tusschen  twee  grenzen  voordoen ,  beginnen  wy  met  de 
indexreeks  0,  4  ,  2  t3  beschouwen,  waarvan  wij  weten,  dat  zij  tus- 
schen de  grenzen  a  en  b  geen  reëelen  wortel  der  vergelijking 
ƒ,(«•)  -~0,  één  reëelen  wortel  der  vergelijking fx[x)  =  0,  en 
geen  of  twee  reëele  wortels  der  vergelijking  /(#)  =  0  bevat.  Op 
zoodanig  geval  is  de  stelling  van  N°.  5  toepasselyk. 
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Men  bepaalt  nu  uit  de  bekende  grenzen  a  en  b  en  nit  de  be- 
kende fanctiën  f(je)tnft{x)  de  waarde  van 

/  m  _  /  o 

en  is  deze  waarde  gelijk  aan  of  grooter  dan  b —  a,  dan  ligt 
er  geen  reëele  wortel  der  vergelijking  ƒ  (x)  —  0  tusschen  deze 
grenzen.  Is  die  waarde  intusschen  kleiner,  dan  kunnen  tus- 
schen a  en  b  twee  reëele  wortels  liggen.  Om  nu  deze  wortels 
te  leeren  kennen,  substitueert  men  een  getal  e  tusschen  aenb; 
daardoor  kunnen  zich  nu  twee  gevallen  voordoen :  van  de 
reëele  wortels  bevindt  er  zich  één  tusschen  a  en  c  en  één  tus- 
schen c  en  b ,  dat  door  het  laatste  cijfer  1  der  indexreeks  wordt 
aangewezen ;  of  beide  de  wortels  bevinden  zich  nog  tusschen 
aenc9  of  tusschen  een  b  ,  't  geen  kenbaar  is  aan  de  indexreeksen 
0,0,0  en  0,1.2.  Dat  namelijk  de  index  van /2  (ar)  altoos  0  blijft , 
volgt  uit  §  22 ,  9  en  10  j  zijn  dus  de  laatste  indices  in  de  beide 
intervallen  niet  1,  dan  heeft  men  Ö  0,0;  0,1,2  of  0,0,2,  0,1,0; 
de  laatste  waarde  der  indexreeks  kan  intusschen  niet  plaats  grij- 
pen volgens  §22, 12,  derhalve  heeft  men  altijd  de  indexreeksen 
0,0,0  en  0,1,2 ,  voor  het  geval,  dat  men  de  reëele  wortels  niet 
heeft  kunnen  scheiden.  Deze  bewerking  behoeft  men  slechtste 
herhalen  ,  d.  i.  men  behoeft  de  grenzen  slechts  nauwer  en  nauwer 
te  maken  en  men  zal  er  eindelijk  toe  geraken ,  om  de  wortels 
te  scheiden  of  tot  het  besluit  komen,  dat  zij  imaginair  zrjn. 
Om  te  onderzoeken,  of  er]twee  gelijke  wortels  tusschen  de  bepaalde 
grenzen  liggen  ,  zoekt  men  slechts  den  grootsten  gemeenen  deeler 
van  f{x)  en  ƒ,(#)  en  stelt  dezen  q>(x).  Indien  deze  grootste 
gemeene  detler  een  reëelen  wortel  tusschen  de  grenzen  *  en  b 
heeft,  dan  heeft  f(x)  twee  gelijke   wortels  tusschen  diezelfde 

grenzen. 

Het  komt  er  nu  slechts  op  aan  deze  beschouwing ,  die  alleen 
geldt,  wanneer  de  reeks  der  indices  0,1,2  is,  meer  algemeen  te 
maken.  Ingeval  de  laatste  term  der  indexreeks,  d.  i.  indien 
*»  =  of >  2  en  de  termen  voor  *»=:2  niet  0,1  zijn,  zoekt 
men ,  van  de  rechter-  naar  de  linkerzijde  voortgaande ,  den 
eersten  term  der  indexreeks,  die  1  is. 
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Komt  deze  index  overeen  met/k(x)9  dan  is  hij  de  *ft_A  der 

imlexreeks  en  de  volgende  term  moet  2  zijn.  Want  ware  de 
volgende  O ,  dan  zoude  er  weer  een  term  =  1  moeten  komen , 
en  men  had  den  eersten  term  niet  genomen ,  't  geen  ook  't  geval 
zon  zijn ,  indien  de  volgende  term  1  was ;  dat  men  bovendien 
altijd  een  eersten  term  =  1  vinden  moet ,  volgt  daaruit ,  dat  de 
index  des  eersten  terras  steeds  0  is.   De  term  voor  in k  kan  nu 

slechts  0,  1  of  2  zijn.  Is*a_i_1  =  0,  dan  vormende  indices 

**-*-l>  »*_*.  *«-*+!  de  reeks  0'1'2'  Is*»~Xr— 1  nietgelijk 
aan  0,  dus=  1  of  =2  ,  dan  gaan  er  tusschen  x=a  en  xzzzb 
twee  variatiën  verloren  van  fk__x  *\  Voor  de  fk  gaat, 
omdat  i  t.  =  1 ,  tusschen  a  en  b  ééne  variatie  verloren.  Dewijl 
nu  t,n_h—\  is,  heeft  de  vergelijking  fk(x)=zO  een  reëelen 
wortel ,  dien  wij  door  a  voorstellen ;  deze  wortel  ligt  tusschen 
a  en  b  en  derhalve  is: 

ƒ*(«)= o. 

Ware  nu  tegelijkertijd  /&+1(«)  =  0,  dan  zou  /^(or)  =  0  twee 

gelijke  wortels  a  hebben  tusschen  a  en  ö,  't  geen  eene  onge- 
rijmdheid is  ,  omdat  fk{x)  =  0  slechts  6éa  reëelen  wortel  tus- 
schen a  en  b  kan  hebben.  Derhalve  is  /fe+1(«)  niet  gelijk  aan  0 
en  daarom  kan  voor  de  fk  ééne  variatie  slechts  op  de  volgende 
wijze  verdwijnen : 

a  -  d       •  •  •  •  inF 

a  .»..+  0 

a  +  <J  •  •  •  «ifcdb  t    . 

't  geen  men  onmiddellijk  vindt  door  den  regel  der  dubbele 
teekens.  Wanneer  nu  ook  in  de  functie  JkJ^i  voorx=a 
het  aantal  variatiën  verminderde ,  of  wanneer  voor  deze  functie 
a-t-<J  minder  variatiën  bevatten  dan  o— <f,  dan  zoude  in.de 


*)  Sommigen  gebruiken  de  verkorte  schrijfwijze  fnfk^\  >  om 
daardoor  de  k  +  1de  afgeleide  functie  der  n  afgeleide  functiën  aan 
te  wijzen. 
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functie  fk  meer  dan  ééne  variatie  verdwijnen,  't  geen  klaar- 
blijkelijk ongerijmd  is.     Voor  de  fk  ,  ^  zijn  er  dus  voor  o  —  Ó 

en  a  +  <)  eveaveel  variatiën  ,  het  laatste  cijfer  der  indcxreeks  is 
dus  voor  fjj.A.i    steels    0,    voor /^  is   zij  steeds  1,    Eoodat 

wy  tusscheu  de  grenzen  a— &  en  a-|-(J ,  die  wederom  tusschen 
a  en  b  liggen  ,  gevonden  hebben : 

*„_*__!  =  0     en     V_*=l. 

Stellen  wij  deze  nauwere  grenzen  voor  door  aJ  en  b* ,  dan  is 
n—k  tusschen  a  ena'  en  b' en  b  steeds  gelijk  aan  0;   zijn  dus, 

indien  men  van  de  linker-  naar  de  rechterzijde  voortgaat,  uiet 
alle  indices  gelijk  aan  0,  dan  moet  er  ergens  een  index  zijn , 
die  gelijk  is  aan  1  en  dat  zal  de  eerste  index  zijn ,  die  van  de 
rechter-  naar  de  linkerzijde  voortgaande ,  gelijk  aan  1  is,  over- 
eenstemmende met  een  term  rechts  van  fjp). 

Tusschen  de  grenzen  aJ  en  b'  heeft  men  zoo  even  gevonden : 

*>n-k-\  =  °      >n-k  =  l  i 
nu  is  *w__£  zelf  de  eerste  index ,  die  gelijk  is  aan  één ,  of  die 
index  ligt  nog  verder  ter  rechter  zijde;  is  *„__£   de  eerste  term, 
die  =  1 ,  dan  is  ook 

*n—k— 1  ==  °  »    'n—k  =*  *  t    *«— it-f-1  =  2  > 

zoodat  men  nu  op  grond  van  het  eerste  lid  onzer  redeneering 
kan  onderzoeken ,  of  de  aangewezen  wortels  der  vergelrjking , 
fk—\(x)  =  0  >  reeel  zÜa  °f  ontbreken.  Zijn  zy  reëel ,  dan  kan 
men  ze  door  eene  tusschengevoegde  waarde  c'  scheiden  en  de 
/#__l(*)  heeft  tusschen  a'  en  c'  en  tusschen  c'  en  b'  een  reëelen 

wortel.  Hierdoor  komt  het  lid  /^__i(*)  overeen  met  den  index  i  , 
welke  vroeger  met  het  lid  fjj(x)  van  de  reeks  der  functiën  over- 
eenstem ;le  ,  zoodat  de  eerste  term  1  der  indexreeks  door  deze 
handelwijze  éenc  plaats  meer  rechts  is  gekomen.  Bevindt  men 
echter ,  dat  tusschen  a'  en  bJ  geen  reëele  wortel  der  vergelijking 
fk—\  (')  ==  0  liggen  kftn  >  °f  dat  de  wortels  daartusschen  ont- 
breken ,  dan   handelt  men  als  volgt:   Omdat  *„_£  =  i,  ligt 
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tusschen  a'  en  b'  één,  maar  ook  slechts  één  wortel  der  verge- 
lijking fk(x)  =  0  ;  is  deze  wortel  =  a ,  dan  is  /^(a)  =  0.  Noch 

•ft+lM»  nocQ  fk— 1(°)  zïn  Se^  aan  Ö,  omdat  wij  weten,  dat 
tnaschen  a'  en  b'  geen  reëele  wortel  kan  liggen  van  f%  .  ^(x)  =  0 , 
dewijl  *M__2__i  =  0 ,  en  ook  geen  van  fk_i(x)  =  0.  Hadden 
uu/ni(a)  en  fk—  l(a)  onoelij^e  teekens..  dan  zou  men  voor 
ƒ*_](*)  vinden: 

a  —  d  ±TT 

«  +  *  ±dzT, 

waaruit  men  ziet ,  dat  voor  de  waarde  a  van  xt  welke  /^(«)  =  0 
maakt,  geene  variatie  verloren  gaat.  Daarom  zullen  onder 
de  boven  opgegeven  voorwaarden  de  beide  variatiën ,  die  in  de 
/*— \(x)  voor  az=b'  minder  voorkomen  dan  voor  a',  slechts  daar- 
door verloren  kunnen  gaan  ,  dat  de  functie  fk -J(x)  tusschen  de 

grenzen  a'  en  b'  twee  malen  verdwijnt,  zoodat  dan  de  vergelij- 
fog  ƒ*__ 1(*)  =  0  >  indien  namelijk  fk^  ^a)  en  ft_i[*)  onge- 
lijke teekens  hebben ,  tusschen  de  grenzen  a  en  b'  twee  reëele 
wortels  zou  hebben,  't  geen  strijdt  tegen  de  veronderstelling. 
Daarom  moeten/^  i^a)  en /^__1(a)  gelijke  teekens  hebben;  der- 

talfe  is  voor  alle   functiën  : 

ƒ*— 1 »  fk— 2  »  fk—  3  »  /l  •  •  •  f » 
*  rij  der  teekens  (a)        ±  0  ± , 

waaruit  men  door  middel  van  den  regel  der  dubbele  teekens 
ktloit: 


(«-') 

±T± 

(«) 

±  0  ± 

(■+*) 

±±± 

Op  grond  van  den  regel  van  de  Gua  volgt  hit  ruit,  dat  de 
rgehjkingen 

ƒ*_!(•)  =  0 ,  /t_2(*)  =  0 ,  /*_3(*)  =  0 , . . .  f  (x)  =  0 
Th.  d.  Alg.  14 


1 
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tusschea  de  grenzen  a'  en  b'  twee  imaginaire  wortels  hebben. 
Daar  tusschen  a'  en  b'  de  index  *„— #  ^e  eer8^  index  is ,  welke 

van  de  rechter*  naar  de  linkerhand  gaande  ,  =  1  is ,  volgen  op 
den  index  ^^n  9  welke  steeds  =  2  is,  slechts  indices ,  die 

=  of  >  %  zijn. 

Men  kan  nu  de  volgende  indices 

$m  —*-H '     '»—  k+2  •     '»— *+8 » '» 

met  twee  eenheden  verminderen ,  dan  zullen  de  overblijvende 
verschillen  het  aantal  wortels  der  overige  vergelijkingen  bepalen. 

8*     Benige  voorbeelden  zullen  het  in  het  vorige  N°.  behan- 
delde ophelderen. 

a)  Zij  gegeven  de  vergelijking  ƒ  (r)=y?s — llar*+85a? — 19=0. 

p  —  l        _in_i.9Ki_  91  0    0    0    0  C  geen  wortel ; 

H h  —  )  drie  wortels, 

0  i  2  3  C  waarvan  één 
,  I  1  1  t  \  reëel,  twee 
"t~~r~t"~1~    onbekend. 


1—41  +  35- 

-49 

(0) 

— 10  +  25  j- 
-  9^+16 

-24 

(<) 

H  8 

(10) 

4  —  44+33  —49 
p  =  iO     —   4+23[+20l 

+    9' 

Wij  trachten  één  der  wortels    te   scheiden  en  vinden,  door 

p  =3  4  te  nemen  : 

4—11+35  —  49       (0)     H h  — 

_    7+    7  [—24        (4)     H 1 > twee  wortels, 

—    3d_?  0    4    4    2  Lnbekend; 

0  0  4    i  |een  reee 
(40)    +  +  +  +  >  wortel. 

Dewijl  de  laatste  termen  van  de  indexreeks  tusschen  (4)  en  (4) 

nog  niet  0,4,2  zijn,  trachten  wij  een  nadere  grens  te  vinden; 
nemen  wrj  p  =  3  : 

j„!1+35_49    (I)  +_  +  _     wee  wortel 

—  8  +  11—16  0  0    1    2  \     ,  ,      , 

—  51—   4 (3)  H )  onbekend; 

(— _2  0   1    0   0  >  geen  wortel. 

(4)    +H ) 
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Nemen  wij  nu  in      f(x)  =  a?8  —  \\x*  +  35a? — 49 

en    ft  (x)  —-  Bx*  —  22*  -+-  35 

3  =  3  en  a  =  1 ,   dan  vinden  wij /(d)  =  — 16 ,  ft{b)  =  — 4, 

ƒ(«)  =  — 24,  ƒ,(*)=  16; 

derhalve  is 

ai-/g=4_(-H)=6|>8-l; 

fi(b)     /iW 
de  beide  wortels  zijn  dus  imaginair. 

b)  Nemen  wij  weder  de  eerste  vergelijking  van  N°.  6 ,  namelijk : 
a?»  _  3*%  —  24a?»  +  95*»  —  46r  —  101  =0. 

.Wij  vonden  tussehen  de  grenzen  (l)en(10) 

(i)      +  +  _  +  +  _ 

0   0    1    2   2   3 

(10)        +  +  +  +  +  + 

Zoeken  wij  nu,  van  de  rechter-  naar  de  linkerhand  voortgaande, 
den  eersten  index ,  die  gelijk  is  aan  1 ,  dan  vinden  wij ,  dat 
deze  overeenkomt  met /$ (ar).  Omdat  men  daarin  nu  de  volgorde 
0,4,5  reeds  vindt,  kunnen  wij  dadelijk  beproeven  ,  of  f±{x)  reëele 
wortels  heeft  of  niet. 

f%(\)   =30        ,    /8(a)   =—156 
A(iO)=  15150,    /,(10;  =       5186; 

derhalve: 

ƒ,(*)      /,(«)        8136        {     m'^(  *>' 

De  wortels  kunnen  dus  reëel  zijn.  Om  overtuigd  te  zijn,  dat 

zij  niet  gelijk  zijn ,  zoekt  men  den  grootsten  gemecnen  deeler  van 

ft{x)  =  20e»— 36a*—  i  H.r-1-  190en/8(ff)=60r»—  7&r— 444 

en  beproeft,  of  deze  geen  rcëelrn  wortel  heeft  tusichen  1  en  40; 

14* 


§24  —  8.  316 

dit  het  geval  niet  zijnde  ,  zoekt  men  de  tusschenruimte  tusschen 
1  en  10  te  scheiden  en  vindt : 

(4)      +4- hH ^ 

0   0   0   10   0  Sgeen  wortel; 

(2)      +H 1 < 

0   0    10    12  f  twee  wortels,  onbekend; 


i 


(3)      +  +  + . 

0   0   0   1    1    1  (een  reëelen  wortel. 
(10)     +  +  +  +  ++) 

Derhalve  ligt  tusschen  3  en  10  een  reëele  wortel  der  ver- 
gelijking; ft (x)  heeft  bovendien    een    reëelen   wortel  tusschen 
1  en  2  en  een  tusschen  2  en  10.  Omdat  zich  nu  tusschen  2  en  3 
de  indexreeks  0,1,2  bevindt,  kunnen  wij  onze  algemeene  leer-  > 
wijze  toepassen  en  vinden  dan : 

/(2)  =  -  21 ,  /,(2)  =  30,  /(3)  =-32 ,  /,(3)=-43  j       i 
f  (*)  _  fJÈ.  -  E2!  >   4_«  =  1; 

m   /.(«)    43° 

de  beide  wortels  tusschen  2  en  3  zijn  dus  imaginair. 

Het  is  wel  waardig  opgemerkt  te  worden,  dat  men  de  waar- 
den  der  afgeleide  functiën,  voor  zooverre  die  noodig  zijn ,  om 
over  het  al  of  niet  reëele  der  wortels  te  beslissen ,  door  de  leer- 
wijze van  Horner  vindt  te  gelijk  met  de  teekens. 

Menherinnere  zich  slechts  hoe  (vergelijk  §21,  N°.  3) 

E  =F(p),  \  i    >(*)  =  *. 

Bt  =  ?Mf  \  dusook  )  F%{p)  =  i.i.B%9  i 


Passen  wy  deze  opmerking  toe  op  het  voorgaande  voorbeeld ,  -< 
dan  is  de  bewerking  als  volgt: 
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4  —  3  —  24+95—  46  — 101  4—3  —  24+93  —  46-101 


e=2     —4—26+434-40 
_j-i  — 24 —  5.+  30 


—  21   jp=3      0  —  24+23+23 
ƒ  (2)  3  —  45—22—43 

6+  31—43 


—  32 


-H3-48-44|/1(2)1 

+»-  si®  •  er 

^  14.2  42 

+  7 

(2)    +   H h   H (3)    +   +  H 

/  (2)=— 24  .  /1(2)=30  ƒ  (3}=— 32,  /1(3)=— 43 

ƒ,(»)=—  82,  /,(2)=-48  /1(3)=-26,  /,(3)=    480 

A(2)=    468,  /4(3)  =  288 

c)    Zij  nog  gegeven  de  vergelijking: 
x*  _  6z*  +  **  +  48jp»  —  84a*  +  54a?  +  84  =  0. 

)       H hH h~  4—6+4+48-84  +  54—84 

+.  O h  +  +  —  —5—  4  +  44  —  37+471—64 

H h  +  H j*=4    —4—  8  +  36—  4J+46 

H    +H h  +  H —  3  — 14+25(+24 

—  2— 43(+42 

—  41—44 
O 

4—  6+  4+48—  84+  54—84 

4)H 1 1 />=—  1  —  7+  8+40—424  +475|— 256 

_  8+46+24  —  4451+320 

—  9+25—  i\—  444 

—  40+351—36 

—  44|+46 

tl2 

1—  6+      1+       48—       81+         54        —81 
|^.|  |  |  |   |    |-+y=10  +  4+    41+     458+   4499+  45044 (+450859 

14+  181+  2268+  27179+|316834 
24+   421+   6*78+[81959 
34+  761+|14088 

*10)  + 1 1 h       44+ 11201 

54 
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Rangschikken  wij  deze    verschillende   uitkomsten,   dan  vin- 
den wij: 


(-10) 

M) 
0 


0  0   0  0  11    1    | 

+  -+ — f-' 

0  0   0   10  0  0 
0  0   10   1    2   2 


een  reëelen  wortel ; 
geen  wortel ; 


twee  wortels,  onbekend ; 


(i-a)   + +  +  + 


i    +0-+++- 

0  0   1    2   2   2  3) 
(10)       +++++++J 


drie  wortels:  één  reëel , 
twee  onbekend. 


Tusschen  de  grenzen  0  en  1— d  vindt  men  de  indexreeks  0,1.2; 

men  heeft  dus : 

/til)  -  fM  -  il  +  ul  <  i  _n 

/j(a?)  kan  derhalve  reëele  wortels  hebben;  om  te  beoordeelen Gf 
f^z)  ook  twee  gelijke  wortels  heeft,  zoekt  men  den  grootsten 
gemeenen  deeler  van  f^x)  f-n  f%{p)  en  vindt  daarvoor  #—3; 
dewijl  de  vergelijking  x  —  3  =  0  geen  reëelen  wortel  heeft  tus- 
schen 0  en  1  ,  heeft  Jx[x)  tusschen  die  grenzen  geene  gehjke 
reëele  wortels.  Wij  trachten  derhalve  de  reëele  wortels  te  schei- 
den en   vinden: 


(0)         +  _+-f— +-j>=l 
0  0  10  0  00 

(f)    + — +-+- 

0  0  0  0  12  2 

(«-*)  + +  +  +  ~ 


1—  6  +   I  4-  48—  81  +  54-  M 

-v— i+'r-w+svtdl 

—  9  —26  -f  334[— ^y 

_  8  — 34|+»f 


'S 
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Tusschen  de  laatste  grenzen  vindt  men  0,1,2;  passen  wij  ons 
algemeen  kenmerk  weder  toe ,  dan  vinden  wij : 

derhalve  zijn  de  hier  aangewezen  wortels  van  /t(ar)  imaginair. 
Verminderen  wij  nu  de  indices  2,2  met  2,  dan  vindt  men  0,0, 
zoodat  ook  ƒ  (se)  =  0  binnen  deze  grenzen  geen  reëelen  wortel 
heeft.  Tusschen  de  grenzen  i  en  10  vindt  men  ook  de  reeks 
0,4,2  en  verder  is 

/,(«0) _ƒ,(«)-< X 14068  ■    6x  12^3522       3   ^jq, 
V*°)     AU)     2401x24      24  xl  C~24Ö!TH^ 

De  wortels  kunnen  dus  reëel  zijn  en  wij  willen  trachten  ze 
te  scheiden. 

(!+<*)   +  H h+H —     1—6+  1+48—  81+84—  81 

0  0  1110  0        —4—  7+34—  13+28|-2B 

(2)   ++H 1 —2—11+12+111+50 

0  0  0  112  3  0—11—  io;-  9 

(10)  +++++++  2—  7[—24 

4j+J 

De  wortels  liggen  tusschen  2  en  10,  wij  substitueeren  dus  3. 

i— 6  +  1+48—  81+54  —  81 

_3_8+24—  9  +  27| 0 

0—8       0—  9j 0 

(3)    +  +  +  +  000.         +3+1+  3( 0 

Dewijl  hier  zoowel  j(x)  als  ƒ,  (a?)  en  ft(x)  gelijk  aan  0  wor- 
den ,  is  3  een  wortel  van  de  vergelijking ,  die  driemaal  voor- 
komt. De  opgegeven  vergelijking  heeft  dus  drie  gelijke  wortels  3. 

9.  Ofschoon  het  uit  een  theoretisch  oogpunt  onmisbaar  is, 
om  de  limieten ,  waartusschen  de  imaginaire  wortels  eener  ver- 
gelijking ƒ(#)  =  ()  gelegen  zijn  ,  te  kunnen  bepalen ,  heeft  men 
daaraan  in  de  practijk  weinig  behoefte ,  daar  het  er  doorgaans 
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slechts  op  aan  komt ,  de  positieve  en  negatieve  reëele  wortels 
eener  vergelijking  te  bepalen.  Past  men ,  om  deze  op  te  spo- 
ren ,  de  boven  behandelde  leerwijze  onvoorwaardelijk  toe ,  dan 
zal  men ,  indien  de  wortels  groot  zijn ,  niet  alleen  groote  bewer- 
kingen moeten  verrichten ,  maar  men  zal  ook  vaak  in  lastige 
herhalingen  vervallen.     Men  stelle  zich    slechts  voor ,  dat  de 

wortel  eener  vergelijking  87,234 zij.     Na  de  teekens  der 

vergelijking  (10)  opgemaakt  te  hebben,  maakt  men  die  op  van 
de  vergelijking  (100),  daartusschen  ligt  de  begeerde  wortel  en 
nu  zal  men  de  grenzen  al  nader  en  nader  moeten  brengen, 
't  geen  vermeden  had  kunnen  worden ,  indien  men  aanstonds 
nadere  grenzen  van  dien  positieven  wortel  op  had  kunnen  ge- 
ven. Thans  willen  we  eenige  stellingen  mededeelen,  die  ons 
daarbij  kunnen  helpen.  Wij  zullen  daarbij  slechts  spreken  van 
den  grootsten  positieven  wortel.  Wil  men  eene  limiet  hebben 
voor  den  kleinsten  positieven  wortel,  dan  zoeke  men  de  limiet 
van  den  grootsten  positieven  wortel  in  de  vergelijking  op  de 
omgekeerde  waarde  van  de  wortels  der  oorspronkelijke  verge- 
lijking. VVil  men  de  beide  limieten  hebben  voor  de  negatieve 
wortels,  dan  substitueert  men  —  y  voor  x  en  zoekt  dan  de 
limiet  der  positieve  wortels  in  /(y)  =  0. 

10.  Stelling.  Indien  in  eene  vergelijking  van  den  «den 
graad  y  de  getallenwaarde  van  den  grootsten  negatieven  coëffi- 
ciënt en  slntf*~"  de  eerste  negatieve  term  is,  dan  is  de  grootste 

positieve  wortel  <  1  -+-  v  y. 

Bewijs.  Wij  stellen  wederom  vast ,  dat  de  vergelijking  ge- 
bracht is  tot  hare  algemeene  gedaante: 


&-t-Atx-K  .-t-A^tf™**— A^^—A^a*-**-1....— Aj=:Q. 

Nemen  wij  aan,  dat  alle  termen,  met  Awfi*~*  te  beginnen, 
negatief  zijn ,  dan  zal  de  geheele  f(x)  positief  zijn ,  zoodra  men 
voor  x  zoodanig  getal  substitueert ,  dat 

ƒ  (*) ,  na  de  substitutie  van  zoodanig  getal  geene  afwisseling  van 
teekens  meer  aanbiedende ,  zal  er  geen  wortel  boven  de  bedoelde 
waarde  van  x  in  de  vergelijking  aanwezig  zijn. 
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Aan  deze  ongelijkheid  zal  nog  zooveel  te  meer  voldaan  wor- 
den ,  indien  w  jj  voor  de  negatieve  coëfficiënten  de  getallen  waarde 
van  den  grootsten  substitueeren  en  nit  het  eerste  lid  alle  termen , 
uitgezonderd  den  eersten ,  weglaten ;  dat  is,  als  wij  schreven: 

of  des  te  meer,  indien  (x — l)m>y, 
waarbjj  stilzwijgend  wordt  aangenomen  x  >  1. 
Hieruit  nu  volgt  onmiddellijk : 

Wij  hadden  de  limiet  ook  anders  kunnen  bepalen.  Wjj  vin- 
den namelijk ,  dat  aan  (<*)  zal  voldaan  worden ,  indien  voldaan 
wordt  aan  de  ongelijkheid : 


^1  +  ^1  +  .  ..i>  — 

*m— i>r 

welke  limiet  geen  verschil  van  aanbelang  oplevert  met  de  eerst 
gevondene. 

11.    Stelling.     Indien  gegeven  is  de  vergelijking 

x*  —  Ax*-i  —Aj?-*  —  Atx—*  —....  —  A%  =  0 , 

dan  zal  f(x)  positief  zijn ,  zoodra   men  x  gelijk  neemt  aan 
de  grootste 

^{nAt ,  (nJ%)*9  {nAJ* (nJ$  }. 

Bewijs.    Uit  de  gegeven  vergelijking  volgt : 

x*=:Atx—i  +^,**-*  -f  A%aT*  +....A. 

of    i  =  ^i+4  +  4L+---y- 

x         **         «*  x* 
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Ziju  die  breuken  nu  allen  aan  elkander  gelijk,   dan   zrjn  zy 

ook  allen  gelijk  aan  — ;  zrjn  zij  niet  aan  elkander  gelijk ,  dan 

ti 

moeten  sommige  brenken  grooter  en  sommige  kleiner  zyn  dan  — f 

andeis  kunnen  zij  te  zamen  niet  gelijk  aan  1  zijn.  Nu  is  verder 

nAx  riA , 

*  x 

i_        ,  i 


1  1 


\xn  )  X 

en  deze  getallen  nu  zullen  of  gelijk  zijn  aan  de  eenheid  ,  of  som- 
migen daatvan  zullen  grooter  en  anderen  kleiner  dan  de  een- 
heid zijn. 

Hieruit    volgt  onmiddellijk: 

Neemt  men  dus  x  grooter  dan  de  grootste  gemiddelde  waarde , 
dan  zal  ƒ  (.*)  steeds  positief  blijven. 

Aanmerking.     Dit  theorema  is  van  Cauchy. 
12.     Stelling.     Wanneer  eenige  termen  eener  vergelijking , 
van  de  hoogste  macht  van   w  te  beginnen ,  allen  positief  gyn , 
en  w'j  de  som  hunner  coëfficiënten  =  S  stellen  ;  wanneer  verder 

y  de  grootste  negatieve  coëfficiënt  ist  dan  w  1  -j-  Z  een  limiet 

voor  den  grootsten  positieven  wortel. 

Bewijs.  Neemt  men  het  ongunstigste  geval,  namelijk  dat 
alle  termen  ,  die  op  den  laatsten  positieven  volgen ,  negatief 
zijn  ,  dan  zal ,  even  als  in  N°.  10,  f(x)  steeds  positief  zgn, 
indien  men  ne^mt : 


r 
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dns  in  geval  te  >  1  nog  zooveel  te  meer ,  indien  men   heeft : 
(1 +  .<,+...  ^,)#— *'>y(.r—  +  <f—  i  +...1) 

of  fl«"— *-«>y? _±,dus>y- -; 

V 1  X 1 

of  S(x~l)>y\ 

d.i.:  #>!  +  £. 

Ontbreken  er  k  termen  tusschen  den  laatsten  positieven  en  den 
eersten  negatieven ,  dan  zal  er  slechts  behoeven  voldaan  te 
worden  aan  de  ongelijkheid: 

*         >r — ï=ï — • 

waaraan  des  te  meer  voldaan  zal  worden ,  indien  men  voldoet 
aan  de  ongelijkheden: 

j>r£.*>,(7-^pr, 

*+i  y 

dat  is ,  indien  x  ^>  1  -f-  K    -=  • 

13.  Stelling.  Indien  men  de  absolute  waarde  van  eiken 
negatieven  coëfficiënt  deelt  door  de  som  van  alle  onmiddellijk 
voorafga  wde  positieve  coëfficiënten ,  dan  is  het  grootste  quotiënt, 
vermeerderd  met  de  eenheid ,  een  limiet  voor  den  grootsten  posi- 
tieven wortel.  Mochten  meerdere  negatieve  coëfficiënten  op  elkan- 
det  volgen ,  dan  neemt  men  daarvan  den  grootsten. 

Bewijs.    Zij  wederom  gegeven 

+  4.T-»  -f  A^x——*  —  ^„^.r"-8-!  —  iiw+3.r--*-5 }=  0. 

+  4— 2ar*  -f  4r_i*  —  -*». 

Op  grond  van  de  vorige  stelling  zal  het  polynomium 

#•  +  Atx—i  +^Jff"~i  —  ^3«m"8  —  4***~* 
rteeds  positief  blijven  ,  indien  mgn  neemt : 

ar>14-   p_ ,  indien  i44  >  ^,. 
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Zulks  zal  met  het  tweede  polynomium  het  geval  zijn  ,  indien 
ra$n  heeft : 

enz. ; 
waaruit  onmiddellijk  volgt ,  dat  het  geheele  polynomium  posi- 
tief zal  zijn  en  positief  zal  blijven  voor  elke  waarde  van&,  die 
grooter  is  dan  de  eenheid ,  vermeerderd   met   het  grootste  van 
al  die  quotiënten. 

14.  Laten  wij  de  vorige  stellingen  toepassen ,  om  de  limieten 
voor  de  grootste  en  kleinste  positieve  en  negatieve  wortels  te 
bepalen  van  de  vergelijking : 

#«—43.8  —Ha?*  +  31a?»  —4a?1  —  Har  +  30  =  0. 
Volgens  de  stelling  van  N°.  10  heeft  men, 

dewijl  /»  =  1   en  y=ll, 
Liin.  gr.  p.  w.  =  1  -f"  H  =  12. 
Volgens  de  stelling  van  N°.  11  heeft  men: 

Lim.gr.p.  w  =  ^24,  K66,  0/24,  1^66,}  =  24. 
Volgens  de  stelling  van  N°.  12  vindt  men  ,  dewijl  S  =  1  en 

y=ll: 

Lim.  gr*  p.  w  =  1  -f-  11  =  1 2. 

Volgens  de  stelling  van  N°.13   wordt  gevonden: 
Lim.  pos.  w.  v.  x  in  a?6  —  4a?5  —  11a?*  is  1  +  11  =  1 2 , 
»  »  in  31a?3 —4**  —  11*  is  1 +$*  <  12; 

de  positieve  bekende  term  blijft  klaarblijkelijk  buiten  rekening. 

De  naaste  grens  van  den  grootsten  positieven  wortel  is  der- 
halve 12. 

Stellen  wij  nu  in  de  opgegeven  vergelijking  <r  =  — y,  dan 
gaat  zij  over  in 

ye  +  4y*  —  lly*  —  31y*  —  4y*  +  lly  +  30  =  0. 

Volgens  N°.  40  is  de  grens  van  den   gr.  positieven  wortel, 
dewijl  *»  =  2,  y  =  34  : 

Lim  gr.  p.  w»  =  1  +  V 31  <C7. 
Volgens  N°.  41  vinden  wij: 

Lim  gr.  p.  w.  =  9. 
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Volgens  N°.  42  is,  omdat  8=6,  y=31: 
Lim  gr.  p.  w.  =  1  -j-  y  <  8. 

Volgens  N°.  13  heeft  men: 

Lim  gr.  p.  w.  =  1  +  y  <  8. 

De  grootste  positieve  wortel  van  ƒ  (y)  =  0  is  <  7,  derhalve 
zal  de  grootste  negatieve  wortel  van  f(x)  —  0  kleiner  zijn  dan  7 
(absoluut  genomen)* 

Om  nu  de  limieten  van  de  kleinste  positieve  en  negatieve 
wortels  te  bepalen ,  stelt  men  de  vergelijking  samen  op  de  om- 
gekeerde waarden  van  de  wortels  der  oorspronkelijke;  daarvoor 
vindt  men  : 

Hiervan  kan  men  nu  wederom  de  limieten  van  den  grootsten 
positieven  en  negatieven  wortel  opsporen  en  vindt  daardoor  de 
grenzen  van  den  kleinsten  positieven  en  van  den  kleinsten  ne- 
gatieven wortel  der  oorspronkelijke  vergelijking.  Dit  wordt 
intu8schen  aan  den  Lezer  overgelaten. 

15.  Stelling.  Indien  a19  a%,  as  naar  orde  van  grootte 
de  reëele  wortels  zijn  der  vergelijking  /(o?)  =  0,  dan  heeft  f  \[*) 
minstens  één  reêelen  wortel  tusschen  ax  en  a%%  een  anderen 
tusschen  a%  en  ag  ,  enz. 

Bewijs.  Door  den  regel  voor  de  dubbele  teekens  heeft  men 
onmiddellijk,   dewijl  ƒ  («t),  /(«j)>  ƒ(#*)  =  0  zijn: 


Afi 

ƒ./.    A/, 

ƒ.ƒ• 

a—  d 

+ 

— ^    ( 

+ 

a 

+ 

0               _ 

0 

a  +  d 

+  . 

+[  f  ]- 

+  (        1  + 

_ 

ax  — S 

— 

— 

ax 

— 

°1         + 

0 

at+ö 

— 

-)         + 

+ 

f(x)  heeft  +  of  —  voor  zich;  daaruit  volgende  teekens  voor 
(a— d)  en  (a+d);  ƒ(<*+<*)  enf(a1 — d)  hebben  hetzelfde  tee- 
ken, omdat  daartusschen  geen  wortel  van  ƒ(#)=()  ligt;  daar- 
uit en  uit  /(«1)  =  0  bepaalt  men  de  teekens  van  (at — d)  en 
(ai+^)»  eü  ziet  dan,  dat  ft{a)  en/^a,)  verschillende  teekens 
hebben;  tusschen  a  en  ax  ligt  dus  één  wortel  van  fx{x)  =  0. 
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§  25.    Theorema  van  Sturm. 

ï.  Wij  beginnen  met  aan  te  nemen,  dat  de  vergelijking 
f(x)  =  0*  geene  gelijke  wortels  heeft  en  voorts,  dat  ƒ  (a*)  een 
polynomiura  is,  gerangschikt  volgens  de  afdalende  machten  van  x. 
De  eerste  afgeleide  functie  van  ƒ(*),  die  wij  vroeger  aanwezen 
door  ƒ  j  (x) ,  willen  wij  nu  voorstellen  door  ƒ '(o?)  ;  deelen  w\j  nn 
ƒ(#)  door  ƒ '(#) ,  stellen  wij  het  quotiënt  =  qx  ,  en  de  rest, 
negatief  genomen ,  =ƒ"(*),  dan  is: 

Peelt  men  vervolgens  ƒ '(o?)  door  ƒ"(#) ,  stelt  men  het  quotiënt 
voor  door  q1%  de  rest,  negatief  genomen,  door  f"\x)t  dan  is: 

Deelt  men  nn  ƒ"(#)  door  ƒ  '"(*),  stelt  men  het  quotiënt  voor 
door  #8  ,  de  rest,   negatief  genomen,  door  ƒ""(#),  dan   is: 

ƒ»= ?,ƒ"'(*)-ƒ""(*); 

enz.  enz. 

totdat  men  eindelijk  heeft : 

2.     Stelling.     I)e  vorm  f*(x)  heeft  eene  constant?  k aarde. 

Bewijs.  Volgens  de  veronderstelling  is  /(o?)  een  polynoroium 
van  den  n^v  graad  ,  de  eerste  afgeleide  functie  is  dus  van  den 
(n — l)len  graad  ;  het  quotiënt  en  de  rest  moeten  dus  beiden  van 
een  lageren  graad  zijn  dan  f{x)  en  ƒ'(#);  in  het  algemeen  zijn 
dus  de  functiën 

ƒ(*) ,  ƒ(*)  ,ƒ"(») ƒ-'(») ,  ƒ*(*), 

van  den   graad 

n  ,  n — 1 ,  n — 2 1  ,   0  ; 

derhalve  is  f*{x)  constant. 
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3.     Stelling.     Wanneer  men  de  functiën 

ƒ'(*)     en    ƒ'(*) 


ƒ-*(*)     en    ƒ•(#)     , 

^te££  aan  twee  t  en  wel  paarsgewijze  zoodanig  neemt,  dat  de  tweede 
functie  van  het  eene  paar  de  eerste  functie  is  van  list  naast  vol- 
gende ,  dan  vordi  geen  dezer  paren  voor  eens  zelfde  waarde  van  x 
te  gelijk  0. 

Bewijs,     Waren  namelijk  voor  x  =  a  te  gelijk 

/(a)  =  0     en    y\«)— 0, 

daü  zouden  /  (a)  en  ƒ,(<*) ,  omdat  ƒ  '(o)  =  f%  (a) ,  ook  0  zijn  en 
de  vergelijking  f(x)  =.  0  had  dan  minstens  twee  gelijke  wortels, 
hetgeen  strijdt  tegen  de  veronderstelling  van  N°.  1. 
Waren  verder   voor  a?  =  a 

ƒ'(«)  =  <>     en    ƒ"(«)  =  <), 

dan  zouden  f'(x)  en  f{x)  deelbaar  zijn  door  x — a.  Maar  om- 
dat men  heeft 

zou  ook  f[x)  deelbaar  zijn  door  x~a ,  (zie  mijne  Deelbaarheid , 
pag.  7);  derhalve  is  ce  een  wortel  van  de  vergelijking,/(ar)  =  0 
en  ook  deze  heeft  wederom  minstens  twee  gelijke  wortels ,  enz  enz. 

4.     Stelling.     Wanneer  de  term  j  .(•)  van  de  reeks 

/(*).  /'(*) .  /•(*) /-1  w .  /  V) 

voor  eer  e  zékere  waarde  van  x  nul  wordt ,  dan  verdwijnen  voor  die 

zelfde  waarde  noch  ƒ  (*)*  *cck  ƒ""(*)  «»  *&**  hebben  het 
tegengestelde  teeken. 

Bewijs     Om  het  eerste    gedeelte  dezer  stelling  in   te  zien, 
vormen  wij  slechts  de  paren 

/~V)    en   Sh~\'), 
fk~\x)    en    ƒ*(.). 
ƒ»(«)        en    /*+V). 
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waaruit  wij  op  grond  van  't  vorige  nummer  aanstonds  zien , 
dat  ƒ  1  (x)  en  ƒ  •"  (x)  niet  voor  die  waarde  van  x  nul  kun- 
nen  zijn ,  welke  f    gelijk  aan  0  maakt.    Verder  is : 

.  y*-1w=ft/*(«)-/+J(.)i 

maar  voor  *  =  «  is  f  (o)  =  0  ,  derhalve 

5.  Stelling.     Gtow  dier  termen  van  de  reeks 

f  (*) ,  / '(*) » /» ƒ-'  («) ,  /•(*) 

w  raor  ejfo  willekeurige  waarde  van  x  gelijk  aan  0. 

Bewijs.    Ware  voor  elke  willekeurige  waarde  van  x ,  f\x)  ge» 
lijk  aan  0 ,  dan  zou  men  hebben ,  omdat 

ƒ  *- \x)  =  qk_  j  ƒ *-*(*)  -/(•) , 

zoodat  voor  elke  willekeurige  waarde  van  x,  f       (x)  deelbaar 

zou  zijn  door  ƒ       (»). 
Maar  omdat 

/-8(*)  =  ?*_2  fh-\x)-fh-\x) 

of  /*->(,) = (?4_x  x  gt_2  - 1)  ƒ *~V) , 

is  ook  /  (#)  deelbaar  door  f  (x) ,  enz.  Zoo  terug  rede- 
neerende ,  vinden  wij  eindelijk ,  dat  ook  f(x)  en  f'{x)  of  f{x\ 
ft{x)  een  zelfden  deeler  hebben  ;  dat  dus  de  vergelijking  ƒ (s)=0 
minstens  twee  gelijke  wortels  moet  hebben ,  hetgeen  strijdt  tegen 
de  veronderstelling  van  N°.  1. 

6.  Stelling.     Indien  f  («)  niet  gelijk  is  aan  0  ,  dan  gullen 

noch  ƒ  (o — d) ,  noch  ƒ  (a  -(-  d)  gelijk  aan  0  *y».     Bovendien 

behoudt  /  (x)  voor  x  =  a  —  d ,  xzzzv  en  xz=.a-\-d  hetzelfde 
teeken. 

Bewijs»    Dewijl  S  een  positief  oneindig  klein  getal  voorstelt 
en  bij  eene  oneindig  kleine  aangroeiing  van  't  argument,  ook 


i 

J 
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de  functie  met  oneindig  kleine  waarden  toeneemt  of  afneemt, 
uilen  in  't  algemeen 

/*(.-<).ƒ*(«).ƒ*(•+«) 

oneindig  weinig  van  elkander  verschillen  en  dus ,  omdat  f  (o) 
niet  gelijk  aan  0  is ,  ook  niet  gelijk  zijn  aan  0 ;  bovendien  volgt 
daaruit  nog ,  dat  de  drie  functiën  gelijke  teekens  hebben. 

7.    Stelling.     Wanneer  ƒ  (er)  niet  gelijk  is   aan  0,  dan 
kbben  de  drie  reeksen 

f(a-S) ,  ƒ'(—»)  ,  ƒ'(«—») r-^v-d) ,  ƒ"(«-*) , 

/(«)     ,/'(«)     ./*(■)     /-'(«O      ./"(«)• 

mm  $e//«fe  aantal  variatiên* 
Bewijs.     Wanneer  geen  enkele  term  ontbreekt  van  de  reeks 

dan  berust  het  bewijs  geheel  op  de  voorgaande  stelling ;  is  echter 

één  der  termen  bijv.  f  *(<*)  gelijk  aan  nul ,  dan  hebben  ƒ       («) 

en  ƒ*"•  (a)  ongelijke  teekens  en  geen  van  beiden  zijn  gelijk  aan 
nul.    Men   heeft  dus: 

fk-l{a—d) ,  f*-l(a)  en  /^(a-f**)  J zyn  niet  —  0  en heb- 
f*+\a-d) ,  f*+\a)  en/+1(«+^)tben^ke   ^^ 
Daaruit  volgt  verder,  dat  ten  opzichte  van  de  reeksen: 
/-!(„_*) ,  ƒ  *(„_>) ,  /*+l(«^) , 

/*-!(«)        ,ƒ*(.)        ./*+V)> 

dechts  de  volgende  gevallen  kunnen  plaats  hebben  : 

±±T  ±TT  ±  ±  qF  ±  T  =F 
±(±)T  ±(±)T  ±(±)=F  ±(±)=F 
±±T       ±TT       ±TT       ± ± T 

±±=F  ±TT  ±  ±  =F  ±  =F  =F 
±fT)T  ±R=)=F  ±PF)T  ±(=F)=F 
±±T±T=F       ±=F=F       ±  ±  =F. 
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Slaat  men  deze  volgorde  van  teekeus  nauwkeurig-  gade ,  dan 
ziet  men,  dat  van  het  eerste  tot  het  derde  teeken  steeds  ééne 
variatie  en  ook  niet  meer  dan  één  e  variatie  voorkomt.  Zulks 
waar  zijnde  voor  drie  willekeurige  termen ,  is  de  stelling  in  het 
algemeen  bewezen. 

8.  Stelling.  Wanneer  de  functie  f  [x)  voor  geene  enkele 
waarde  van  x  tusschenp  en  a  ,  waarbij  p  <C.q  wordt  verondersteld, 
gelijk  aan  0  wordt,   dan  bevatten  de  reeks&t 

/O») .  f(p)  .  / '00 /-'(*>) .  f\p) 

/<*).  fis),  /'(?) ƒ-'(*). /*<*) 

een  zelfde  aantal  variatien. 

Bewijs.  Aangezien  wij  in  't  algemeen  op  den  voorgrond  heb- 
ben gesteld,  dat  de  functiën ,  die  wij  zouden  behandelen,  continue 
zijn  en  zulks  dus  ook  hier  het  geval  moet  wezen ,  zoo  zullen 
op  grond  van  de  vorige  stelling  in  de  volgende  reeksen 

fp)       ,/'(p)       ..... /-•(/■)       >S<*) 
Ap+S)  ./'OH*)  , ■  •  •  -/-'(H  *)  ./"OH-*)  ■ 

/OH-?*) .  /'(P+2*) J~Hp-\-M) ,  J'(p+23), 

\im.»d=zq-p:f{g),f(q)  ....J  -«&)  ,  /%) 

de  verticaal  onder  elkander  geplaatste  termen  hetzelfde  teeken 
behouden ,  waardoor  de  stelling  bewezen  is. 

9.  Stelling.     Wanneer  j  (a)  =.  0  ,  dan  heeft  de  reeks 

ƒ(*-<>),  /'(«-*) .  n*-*) /-«o*-*).  r(«-*) 

altijd  ééne  variatie  %eer ,  dan  de  reeks 

/ («+  9) ,  /(«4  4) ,  /'(«-f <*) ƒ-  » (•+  *) .  /"(«+  *)• 

Bewijs.  Ind  ien  ƒ  (er)  =  O ,  dan  kan  /  *(a)  niet  gelijk  zyn  aan  0 , 
omdat  anders  de  vergelijking  f(x)  =  0  minstens  twee  gelijke 
wortels  zou  hebben ,  derhalve  hebben  de  reeksen 

(A)  ƒ'(«-  3),  /'(«-*),  /'"(«-*).. ./-«(«-4).  A—4 
en(B)  ƒ(«+*),ƒ  >+J),  ƒ"(«+*)... /-»(«+<*),  /*(«+*) 
een  zelfde  aantal  variatièD. 
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Dewijl  uu  verder  f' (ai)  niet  gelijk  aan  0  is,  is  zulks  ook  niet 
bet  geval  met  ƒ'(«—*)  <"  ƒ'(<*+  *)•  Vroeger  [§21 ,  20]  heb- 
ben wij  intusschen  bewezen,  dat 

f(a-\-^  =  f(m)^dfl{a+»g)9 

waarin  B  en  6'  twee  positieve  getallen  zijn ,  kleiner  dan  de 
eenheid. .  Omdat  nu 

ffr-Od)  =/'(«-Ö<*)     en    /.(«-K^rr/Xo+Ö'*) 
en  /(a)  gelijk  is  aan  0  ,  is  ook  : 
f(»-d)  =  —df'(*-d3)     en    f[a-\d)=df'(a+d'd)9 

waaruit  men  ziet ,  dat  ƒ  (er — J)  en  ƒ  '(<* — 0J)  tegengestelde , 
;(o-f  <f)  en  ƒ '(«-f  O'S)  dezelfde  teekens  hebben.  Dewijl  nu  0  en  0' 
positieve  getallen  ziju ,  kleiner  dan  de  eenheid ,  zoo  hebben 
f(a—$d)  en  /'{<*>— d),  zoowel  als  f'(a+  6'd)  en  ƒ'(«+<*)  bet- 
zelfde teeken,  zoodat   dan  eindelijk 

ƒ (a — d)  en  ƒ'(« — <J)  tegengestelde  ,  maar 
/(a-f-<7)  en  ƒ'(<*+£)  gelijke  teekens  hebben. 

In  de  reeks 

heeft  men  dus  tusschen  ƒ  (a— .  d)  en  ƒ'(« — <J)  éene  variatie ,  die  in 
de  reeks 

niet  gevonden  wordt ,  enz. 

10.  Stelling.  Indien  q^>  p  en  noch  p ,  noch  q  uorteh  zijn 
der  vergelijking  ƒ  (#)  ™  0  ,  dan  liggen  er  tusschen  p  en  q  zoovele 
rerele  wortels  van  de  vergelijking  f  (#)  =  0 ,  als  de  reeks 

/(?),/'(?)./"(?) /-'fc).  /Is) 

Minder  variatien  heeft  dan  de  reeks 

Hp),  Ap),  r{p) /"Kp),/\fy 

Bewijs.  Door  op  den  voorgrond  te  stellen,  dat  de  functie 
tusschen  p  en  q  continue  is ,  wordt  het  bewijs  dezer  stelling 
terug  gebracht  tot  de  voorgaande.  Het  wordt  daarom  overge- 
laten aan  den  Lezer. 


}  25  —  ]  1. 
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Aanmerking.  De  laatste  stelling ,  van  zoo  veel  gewicht 
om  te  bepalen  hoeveel  reëele  wortels  eener  vergelijking 
tusscheu  bepaalde  grenzen  gelegen  zijn,  is  bekend  onder 
den  naam  van  Theorema  van  Stubm,  dat  door  dezen  ge- 
leerde den  23  Mei  1829  voor  het  eerstin  de  Academie  dei 
Sciences  te  Parijs  is  medegedeeld .  Later  is  het  voorgekomen 
in  het  Bulletin  des  sciences  math.}  phys.  et  chim.  van  Fi- 
EU88AC,  Deel  XI,  pag.  419  ;  dewijl  het  hierin  zonder  be- 
wijs werd  medegedeeld,  leverde  von  Ettingshausen  het 
eerste  bewijs.  Later  komt  een  bewijs  voor  in  Cbellb's 
Journal ,  welk  bewijs  hier  om  zijne  eenvoudigheid  op  den 
voet  gevolgd  is.  —  Vergelijk  ook  Gbuneet  S.  z.  Klügel's 
W.  i.  v.;  Hütton  A  Course  etc  e.  a. 
11.     Het  is  nu  verder  gemakkelijk  om  de  grenzen  te  bepalen , 

binnen  welke  zich  de  reëele  wortels  eener  vergelijking  bevinden. 

Wij  willen  zulks  duidelijk  maken  en  kiezen  daartoe  het  volgende 
Voorbeeld.     Het  aantal  en  de  ligging  der  wortels  te  vinden 

van  de  vergelijking 

x*  —  4*»  —  6*  +  8  =  0 

f{x)  =  a?»  —  4r  »  —  6a?  +  8 
f(x)  =  3a?»  —  8a?  — •  6 

(o;»_4tf*— 6*-f  8) :  (8a?1— 8a?—  6) 
3a?»— 12a?*— 18a?-f-24 
Sa?» —  8a?» — Qx 


Om  gebrokens  te  vermij- 
den ,  vermenigvuldige  men 
het  deeltal  met  3. 


—  4a?» — l2a?-f-24 

—  3a?  a—  9a?-f-lÖ 

—  3a?»—  8a?+  6 


Vermenigvuldig  met  |. 


— 17*4-12  —  derhalve  f\x)  =  17a?— 12 


(8a?1— 8a?— 6)  :  (17a?— 12) 
51;?»— 136a?— 102. 
51a?»—  86a? 


Vermenigvuldig  met  17. 


—100a?— 102 

—850a?— 867 
— 850*— 600 


Vermenigvuldig  met  y. 


—267  derhalve  f  '"(x) = 267  =  constante  waarde. 
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Wij  hebben  dus : 


/(*)=    x*—  éx*— 6*4-8    =x*(  i—  jL_A-f.JL\ 

V  x        x%       x*J 

f{x)=  3a;*—  8*  — 6  =  x*(  S  —  JL—JL) 

\  x        x1/ 


/\x)=nx  —12 

/"(*)=267. 


=-(»-¥) 


Aangezien  alle  reëele  wortels  gelegen  zijn  tusschen  +  oo  en 
—  oo  ,  stellen  wij  x  beurtelings  gelijk  aan  deze  waarden ,  waarbij 
men ,  zoo  als  uit  de  tweede  schrijfwijze  ten  duidelijkste  blijkt , 
allecu  de  hoogste  macht  van  x  in  iedere  functie  in  rekening 
behoeft  te  brengen.  Wij  komen  dan  tot  het  volgende  resultaat 


3=Z  — 00 


/(*)       /'(*)      /'(*)      /'"(*) 
+         +  +  + 


geene  variatiën 
3  variatiën. 


De  vergelijking  heeft  dus  drie  reëele  wortels ,  welker  grenzen 
wij  nu  nog  nader  moeten  beperken. 


*=o 

-f- 

— 

— 

-f- 

2  variatiën 

*=1 

— 

— 

+ 

+ 

1         // 

*=2 

— 

— 

-t- 

-f- 

1           u 

x  =  Z 

— 

— 

+ 

+ 

1          ff 

2  =  4 

— 

-f- 

+ 

+ 

1          ff 

4?=5 

— 

+ 

+ 

+ 

1          // 

a?  =  6 

+ 

-f- 

+ 

-f- 

0         n 

x=z      0 

+ 

— 

— 

+ 

2  variatiën 

*:=— 1 

+ 

+ 

— 

-f- 

2         » 

xz=z  —  2 

— 

+ 

_ 

+ 

3          H 

De  opgegeven  vergelijking  heeft  dus  één  reëelen  wortel  tus- 
«chen  O  en  1 ,  één  tusschen  5  en  6  en  één  tusschen  —  1 
en  —2. 
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12.  Vraagstuk.  Hoevele  reeele  wortels  heeft  de  verge- 
lijking : 

ff*  -f  ff»  —  ff»  —  2a? -f- 4  =  O?   ' 

Door  op  de  bepaalde  wijze  te  handelen  ,  vonden  wij: 
ƒ    (ff)  =   ff  *  -}-    *  »  —  ff  *  —  2a?  +  4 
/'   (ar)  =  4ff» -f  3ff»—2,r— 2 
f  (ff)  =   ff  »  +  2ff   —  6 
/"(ff)  =  -ff+l 
ƒ '"'(ff)  =  3. 

Voor  ff  =       °° ,  vinden  wij :    H — | — h  —  +  twee  variatiën. 
Voor  ff  =  —  oo  ,  vinden  wij :    -\ h  *f  +  twee  variatiën. 

Het  verschil  in  variatiën  gelijk  aan  O  zijnde,  zijn  alle  wor- 
tels der  opgegeven  vergelijking  imaginair. 

13.  Wanneer  men  de  verschillende  functiëu  f  \x\f"(x).,.f'"(x) 
berekend  heeft ,  en  men  dan  bevindt ,  dat  f*(x)  =  O  wordt , 
dan  is  natuurlijk  f*^i(x)  de  grootste  gemeene  deeler  van  f(x) 
en  ƒ'(*)  *),  waaruit  dan  volgt ,  dat /(ff)  twee  gelijke  wortels  beeft. 
Zijn  .ƒ*(■»)  en  /*,",(ff)  beiden  gelijk  aan  O,  dan  heeft  f(x)  drie 
gelijke  wortels,  enz.  Nadat  men  deze  gelijke  wortels  uit  de  verge- 
lijking verwijderd  heeft,  kan  men  op  de  gewone  wrjzc  voortgaan. 

Mocht  men  twee  wortels  of  meer  binnen  zeer  nauwe  grenzen 
vinden,  dan  kan  men  de  wortels  dier  vergelijking  met  een 
zeker  getal  vermenigvuldigen  en  dan  dezelfde  bewerking  toe- 
passen ;  men  kan  ook  de  wortels  met  de  gevondene  gelijke  ge- 
deelten verminderen.  Van  het  laatste  geval  willen  wij  nog  een 
voorbeeld  bijbrengen. 

Vraagstuk.  Welke  zijn  de  grenzen  van  de  wortels  van  de 
vergelijking : 

ff»  -f  11**  —  *02ff  -f-  481  =0  ? 

Wij  vinden  ,  door  op  de  bekende  wyze  te  handelen : 

.    /    (ff)=       ff»  -f    Hff*—  402ff  +  184 
ƒ   (ff)=      3.r*-f    22ff   —102 
j"  (ffj  =  422ff  —393 
f"x  =  + 


*)     Vergelijk  mijne  Deelbaarheid ,  N°.  9. 
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Substitueeren  wy  hierin: 

x  =  3  ,     dan  vinden  wij    -\ 1-    twee  variatiën 

#  =  4 ,  u  H — | — | — h    geene  variatiën. 

De  twee  positieve  wortels  liggen  nu  tusschen  3  en  4.  Om 
ze  te  scheiden,  veranderen  wij  de  gevondene  functiën  in  func- 
t&r. ,  waarin  x  met  3  verminderd  wordt  en  vinden  dan : 

/  (y)=       y»+20^-9y-f-i 
f(y)  =     3^-f-4ty   -9 
/'(y)  =  122y   -27 
/"'(y)  =  + 

Door  de  volgende  substitutie  vindt  men : 

y  =  0  H +  tweft  variatiën  ; 

r-Ö,i  H h  // 

y  =  0,2  H h  „ 

y  =  0,3  -4-  H — I — h  g^ene  variatiën. 

J)e  wortels  vau  de  opgegeven  vergelijkiug  liggen  dus  tus- 
schen 3,2  en  3,3.  Dewijl  ze  nog  niet  gescheiden  zijn,  ver- 
anderen wg  defuucliëu  vany  in  functiën  van  zt  door  y  met  0,2 
te  verminderen  en  vinden  dan : 

f  (z)  =       2*4-20,6;*— 0,88; -+-0,003 
ƒ*(*)  =     3** +41 ,2  *   —0.88 
ƒ"(/)  =  122*   —2,6 

ƒ  "'M  = 
Verder  heeft  men  : 


z 


=  0 


z  =  0,01 
t  =  0,02 
z  =  0,03 


H h 


-+-  — h  twee  variatiën  , 

—  — f-  éérie  variatie  , 

H — | — | — |-  ééae  variatie. 

De  positieve  wortels  zijn  dus  tot  in  twee  decimale:)  3,21  en 
3,22;  de  8.>m  der  wortels  — 11  zijnde,  is  de  overblijvende 
negatieve  wortel  =  —  17,4. 


§  26.  Over  het  opsporen  van  de  meetbare 
wortels  eener  vergelijking. 

1.     Wanneer  d*  vergelijking 

£*  +  At**~l  -\-A%x*~%  +  A%x*~*  . .  .  +  4_rr  -4-^  =  0  , 

waarin  alle  coëfficiënten  géheele  getallen  zijn ,  een  geheel  getal  a 
tot  nortïl  heeft ,  dan  moeten  de  quotiënten 


Am 

.. .-  9 

A 
a 

+  A^t 

+  ^«-i 

i 

a 

m       +A.. 

« 

-» 

---M- 

o 

a 

— ,enz. 

o  a  ex 

a/fe»  geheele  getallen  zijn  ;  f»  wanneer  men  deze  bewerking  voort- 
gezet heeft ,  fttfdbl  ife  coëfficiënt  van  den  tweeden  term  gebruikt 
ü  geworden  ,  —  e/e  coëfficiënten  der  ontbrekende  termen  door  nul- 
len aanvullende,  — dan  zal  dit  laatste  quotiënt  —  1  zijn. 

Bewijs.    Nemen  wij ,  om  dit  te  bewijzen ,  de  algemeene  vijfde- 
machtsvergelijking : 

*«  +  Atx*  +  A%w*  +  Atx*  -f  Akx  +  A%  =  0, 

dan  kan   men  daaruit  achtereenvolgens  afleiden,  omdat  o  een 
wortel  dier  vergelijking  is: 

A5  ==  —  a5  — ^,o*  —  Ata*  — i4,a*  —  A^a 
— 5-= —  a*  — Ata*  —  A%a%  —  Aza  —  Ak 

z=— .  ft»  —  Axo>  — ^jö—  A% 


^  +  4% 

a  '    A 


>=—-©* —  Ata  —  A% 
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a 
a 


a 


a 


>> 


a 


a 


a 


waardoor  de  stelling  bewezen  is.  Men  ziet  uit  deze  bewerking 
tevens ,  dat  het  bewijs  algemeen  is  en  op  alle  mogelijke  ver- 
gelijkingen kan  toegepast  worden. 

2.     De  stelling  van  het  voorgaande  N0. ,  in  verband  met  het 
geleerde  van  §  5 ,  N  ° .  1 5  ,  geeft  ons  nu  een  geschikt  middel  aan 
de  hand ,  om  de  meetbare  wortels  eener  vergelijking  op  te  sporen. 
Wij  zagen   daar   namelijk ,   dat  het   product  van  alle  wortels 
absoluut  genomen,   juist   den  bekenden  term  oplevert;  omge- 
keerd zal  een  deeler  van   den  laatsten  term  een  wortel  kunnen: 
zijn ;  hij  zal  een  wortel  zijn ,  indien  hij  aan  de  stelling  van  *t 
vorige  N°.  voldoet.     Wij   moeten  derhalve,  om   de   meetbare 
wortels  eener  vergelijking  op  te  sporen,  nagaan,  welke  deeler» 
van  den  bekenden  term  aan  de  in  N°.   1   gestelde  voorwaarde 
voldoen.  Of  -f- 1  en  —  1  wortels  eener  opgegeven  vergelijking 
zijn,  onderzoekt  men  gemakshalve  door  substitutie. 

Kiezen  wij  ter  opheldering  van  het  gezegde  de  vergelijking 

xk  _  ^j  _  i^*  -f  8ar  +  60  =  0. 

De  positieve  wortels  dezer  vergelijking  zijn  <  20 ,  de  nej 
tieve  <  6 ,  derhalve  behoeven  wij  slechts  de  deelere  van  60 
aan  deze  limieten  op  te  schrijven ,  nadat  wij  ons  door  substitul 
overtuigd  hebben ,  dat  -f-  1  nocn  —  1   wortels  der  vergelijkü 
zijn.    Wij  schrjjven  dus  in  eene  horizontale  lijn : 


j 


3  §26  —  2. 

2,    3,    4,     5,    6,10,12,15,-2,-3,-    4,  —  5 
30+20+1  5+1  24-1 0  +  6  +  5  +  4—30   —20    —15    —12 

19+14        -f-  4+3  +11    +  4 

0  —  3  +4+5 

-i  —   1  —  1    —  1 

In  de  eerste  rij  schrijft  men  alle  deelers  binnen  de  bepaalde 
limieten;  in  de  tweede  de  quotiënten  Tan  den  bekenden  term 
en  de  opgeschreven  deelers;  bij  deze  quotiënten  telt  men  den 
coëfficiënt  van  den  voorlaatsten  term  en  schrijft  het  quotiënt 
van  deze  som  en  den  daar  bovenst aanden  deeler  in  de  derde  rij; 
deelingen ,  die  niet  opgaan ,  worden  weggelaten ,  omdat  zij  nim- 
mer meer  een  quotiënt  —1  zouden  kunnen  opleveren ,  enz.  Op 
deze  wijze  voortgaande ,  vindt  men  eindelijk  vier  quotiënten  — 1 , 
welke  ons  aanwijzen ,  dat  2,5,  — 2  en  — 3  wortels  zijn  van 
de  opgegeven  vergelijking. 

Wanneer  de  limiet  van  den  grootsten  wortel  nog  een  groot 
aantal  factoren  toelaat ,  dan  kan  men  dit  aantal ,  door  de  waarde 
van  f{x)  te  berekenen  voor  #  =  1  of  #== — 1,  aanzienlijk 
verminderen;  f(\)  toch  is  de  bekende  term  van  de  vergelijking, 
waarvan  a?  — 1  en  ƒ(— 1)  van  de  vergelijking,  waarvan  x  +  1 
wortels  zijn.  De  deelers  van  den  bekenden  term  van  f(x)>  met 

1  verminderd,  moeten  dus  deelers  zijn  van  /(l) ;  die  zelfde  dee- 
lers, met  1  vermeerderd,  moéten  deelers  zijn  van  /(—  1);  zijn 
zij  dit  niet,  dan  kunnen  zij  ook  geene  wortels  der  opgegeven 
vergelijking  zijn, 

Neemt  men  bijv.  de  vorige  vergelijking,  dan  is/(l)  =  4& 
en  /(— 1)  =  36. 

2  3  4  5  6  10  12  15    —2  —  3  —  4  —  5  deelers  van  60. 
1234  —3  —  4         — 6  deelers  van  48. 

3  4      6  —  1  —2  —  3  —  4  deelers  van  36. 

Indien  men  nu  deze  drie  rijen  nagaat ,  dan  ziet  men  daaruit , 
dat  alleen  2,  3,  5,  —  2,  —  3,  —  5  factoren  van  den  be- 
kenden term  zijn  ,    welke  een  wortel   der  vergelijking  kunnen 
wezen  en  met  deze  deelers  handelt  men  nu,  gelijk  wij  reeds 
'  hebben  aangetoond. 

1* 
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3.     Stelling.     Indien  gegeven  is 

ƒ(#)  =  #*-{-  Atx*~l  -f"  ..  ••  -f-  A^xx  -f-  An 
en  deze  functie  voor  zekere  waarde  van  x  {bijv.  a)  gelijk  aan  O 
wordt ,  dan  zijn 

ii  +  J^        * +  A^ 

4 %       a  a 

T'    a »   a '«•*• 

met  het  tegengestelde  teeken  genomen  en  in' omgekeerde  volgorde 

de  coëfficwnten  van  <p(x)=  ***    ■-. 

X  mm~  (i 

Bewijs.  Nemen  wy  bijv.  de  algemeene  derdemachtsvergelijking 

ar*  +  Atx*  +  J%x  +  A%  =  O 

en  vermenigvuldigen  wij  die  met  x  — -  a  =  O  ,  dan  heeft  mea 
de  vergelijking: 

f(x)==^^^Al^a)(ü^+(At^Aiay+{Az—  Ata)x—Aza=At 

van  welke  vergelijking  a?  =  a  een  wortel  is.  Passen  wij  nu 
op  deze  vergelijking  de  bewerking  toe  van  het  vorige  N0.,  dan 
heeft  men: 

Zijnde  met  het  tegengestelde  teeken  juist  de  coefficiën- 


a 


—Az 

-** 

-At 
—  1 


M 


ten  van  het  quotiënt 

ar— a 


4.  Heeft  men  op  de  bovenbehandelde  wijze  de  geheele  wor- 
tels eener  vergelijking  bepaald ,  dan  valt  het  gemakkelijk ,  de 
irrationeele  en  imaginaire  wortels  te  vinden  door  middel  ecner 
vierkantsvergelijking ,  indien  hun  getal  niet  grooter  is  dan  twee 
of  door  middel  van  de  rechtstreeksche  oplossing  der  vierde- 
machtsvergelijkingen ,  indien  hun  aantal  vier  mocht  zijn. 

Wij  willen  nog  een  enkel  voorbeeld  uitwerken.  Zij  gegevc* 
de  vergelijking 

a.*  -f**-_28a?*—16a>+ 120  =  0. 

Voor  limiet  der  positieve  wortels  vinden  wij  1  -j-  ^28  l 
voor  limiet  der  negatieve  29.  Het  beginsel  van  het  vorige  N*» 


r 
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toepassende ,  vinden  wij ,  dat  wij  de  bewerking  van  N°.  1  slechts 
hebben  toe  te  passen  op  de  factoren 

2,       3,-2  —  5, 
+  60  +  40—60—24 

+  22  +  8    +38  +  8 
_  3  _   5  +  4 

—1  +    2— \ 

Wortels  der  vergelijking  zijn  dus  2  en  —  5 ,  terwyl  bovendien 

,«+,.- M,i -<6,  + «0  _  ^  _22*_60 

x  —  2  ^ 

m  «*+«""■«»'-«««  +  <»  =  „_4<r»-8r  +  a4, 

a?  +  ö 

waaruit  door  aftrekking  volgt : 

(g+8-^+a)(^+gi~itto»-tto+<ao)_7    _ Ux_u 

(*-2)(*  +  5) 

.    **+*»  — 28**— 46* +  120  .      0        ia 

of j-r-. —    KN  ' =  a?'  —  2a?— 42. 

(*  —  2)  («  +  5) 

Stellen  wij  dit  quotiënt  gelijk  aan  0,  dan  vinden  wij,  dat 
aan  de  vierkantsvergelijking  x*  —  2a?  —  12  =  0  voldaan  wordt 
door  xz=zi  ±|/M3, 

zoodat  nu  de  vier  wortels  der  vergelijking  gevonden  zijn. 


§  27.    Verschillende  methoden  ter  benadering 

der  irrationeele  reëele  wortels  eener 

getallen-vergelijking. 

1.  Wij  willen  hier  achtereenvolgens  eenige  methoden  leeren 
kennen,  om  de  irrationeele  wortels  eener  vergelijking  te  leeren 
benaderen,  en  nemen  daartoe  de  benaderingsleerwijzen  van 
Newton,  Lagrakge,  Fourrier,  Horner  en  Rütherford; 
na  deze  methoden  verklaard  te  hebben ,  zullen  wij  die  door  één 
of  meer  voorbeelden  ophelderen. 

Alvorens  echter  daartoe  over  te  gaan  ,  moeten  wij  nog  het  een 


1 
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en  ander  in  het  midden  brengen  over  onmeetbare  wortels ,  die 
in  eene  vergelijking  kunnen  voorkomen.  (Vergel.  verder  §  21 ,  17.) 
Indien  de  vergelijking  F(x)  =:  0>k  gelijke  wortels  ax ,  l  ge- 
lijke wortels  a,  heeft,  enz.,  dan  hebben  F(x)  en  It  (x)  tot 
grootsten  gemeenen  deeler 

(x-atf-1  (^-a,/-1 ; 

terwijl  F(x)9  Ft(x)t  Ft(x)  tot  grootsten  gemeenen  deeler  hebben: 

(a? — 0j)*~~2  (#— a%)l~~2 ;  «öz. 

Stelt  men  derhalve  den  grootsten  gemeenen  deeler  van  F(x) 
en  Ft(x)  gelijk  aan  g>(x) ,  dan  heeft  de  vergelijking  F(x) :  ^>(#)=0 
geene  gelijke  wortels  meer. 

Is  er  nu  eene  vergelijking  gegeven ,  waarvan  de  coëfficiënten 
meetbare  getallen  zijn  ,  dan  moeten  er  minstens  twee  paren 
gelijke  onmeetbare  wortels  zijn  of  er  zijn  er  geen;  want  is  at  een 
onmeetbare  wortel,  dan  is  ook  (x — at)  onmeetbaar  en  verder 
elke  macht  van   (x — at)*}  komt  deze  wortel  nu  £-malen  voor, 

<lan  is  q>(x)  .-^=  (x — ax)  de  onmeetbare  gr.  gcm.  deeler  van 
twee  meetbare  functiën  F(x)  en  Fi{x)9  dit  is  eene  ongerijmd- 
heid ,  enz. 

Zijn  at  en  a%  beide  onmeetbaar,  dan  kan  het  product 
(x — 0|)(#— - a%)  meetbaar  zijn;  komen  er  dan  twee  gelijke  on- 
meetbare wortels  ax ,  dan  moeten  er  noodzakelijk  twee  andere 
gelijke  onmeetbare  wortels  a%  zijn,  enz.  In  't  algemeen  is  de 
vergelijking  dan  minstens  van  den  2 /Hen  graad. 
Op  gelijke  wijze  toont  men  aan: 

dat  eene  vergelijking  drie  onmeetbare  wortels  kan  heb- 
ten ,   welke  allen  evenveel   malen  voorkomen ; 

dat  eene  vergelijking  vier  onmeetbare  wortels  kan  heb- 
ben, waarvan  het  eene  paar  /t-raalen,  het  andere  paar  /-malen 
voorkomt ; 

dat  eene  vergelijking  vijf  onmeetbare  wortels  kan  heb^ 
ben  ,  waarvan  drie  A>raalen  en  twee  Z-malcn  voorkomen ;  en: 
Gelijke  redeneeringen  gelden   ook    voor    gelyke    imaginaii 
wortels,  mits  ook  hier  de  coëfficiënten  meetbaar  zijn. 
2.     A.     Benaderingsmethode  van  Newton. 
Na  al    liet  voorgaande  zal  van   deze  methode    geene  afzon» 
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derlijke  theoretische  verklaring  noodig  zijn  en  wij  zullen  haar 
daarom  aanstonds  toepassen  op  een  voorbeeld  en  wel  op  hetzelfde , 
waardoor  de  groote  Newton  zijne  methode  heeft  duidelijk  ge- 
maakt. Zij  namelijk  gevraagd  de  wortels  te  vinden  der  ver- 
gelijking 

#3  —  ^x  —  5  =  0. 

Volgens  den  vinder  komt  het   er  slechts   op  aan  een  wor- 
tel te  vinden   tot  in  tiende  deelen  nauwkeurig.    Om    dat  doel 
te  bereiken ,  substitueerde  hij  achtereenvolgens  de  getallen   1 , 
2 ,  8 ,  om  door  eene  verandering   van  teeken  twee   op  elkaar 
volgende  getallen  te  vinden,    waartusschen  de  wortel   gelegen 
is;  dewjjl  nu  ƒ (x)  voor  2  negatief  en  voor  3  positief  wordt, 
ligt  de  wortel  tusschen  2  en  8  en  wij  kunnen  hem  stellen  te 
zijn  2  +  p.     Leiden  wij  nu  de  vergelijking  af  in  2  -j-  p  =  x , 
dan  vinden  wij  p*  -f-  4p*  -\-\0p  —  1  =■  0  ,  waarin  p  een  ge- 
broken is ;  p%  zal  dus  reeds  kleiner  zijn  dan  p,  p*  zal  kleiner 
zijn  danjp*.    Veronderstellen  wij,  dat  p  hoogstens  een  tiende 
van  2  is  ,  dan  zoude/1  al  een  honderdste  en p*  een  duizendste 
deel  van  2  zijn  :  men  kan  dus  de  tweede  en  hoogere  machten 
van  p  verwaarloozen  en  vindt  daardoor  eene  eenigszins  bena- 
derde  waarde    van  p.     Wij  nemen  derhalve  10/?  — •  1  =  0 
en  p  =  ^  _J_  £,     Brengen   wy    deze   waarde    van  p  over    in 
f(p)z=:0,  dan  vinden  wy: 

q*  +  6,3  q*  +  11,23?  +  0,061  =  0. 

Hierin  wederom  de  hoogere  machten  van  q  verwaarloozende , 
komt  er 

11,230  +  0,061  =  0, 

waaruit  men  vindt  q  =  —  0,0054,  enz. 

De  groote  moeilijkheid  van  deze  oplossingsmethode  bestaat 
Sn  het  nauwkeurig  bepalen  van  de  eerste  twee  of  drie  cijfers , 
,daar  deze  eenmaal  nauwkeurig  bepaald  zijnde,  de  verwaarloosde 
tweede-  en  derde-machten  van  geen  invloed  meer  kunnen  zijn 
op  de  volgende  cijfers.  Om  zulks  eenigszins  met  zekerheid  te 
verrichten  ,  vermenigvuldigt  men  de  vergelijking  met  de  reeks 
1,100,  1O000  ,  1000000,  dan  heeft  men  de  vergelijking 

yt  —  20000y  —  5000000  =  0  , 


L. 
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welke  natuurlijk  een  wortel  zal  hebben  tusschen  200  eii  300. 
Men  tracht  deze  grenzen  te  vernauwen  door  achtereenvolgens 
250,  225,  215,  210  in  J(y)  te  substitueeren  en  vindt  ein- 
delijk, dat  de  vergelijking  een  wortel  heeft  tusschen  209  en 
210;  de  oorspronkelijke  vergelijking  heeft  dus  een  wortel  2,09-(-^ 
Met  deze  benaderde  waarde  kan  men  geruste  lijk  voortgaan. 
Leidt  men  nu  de  vergelijking  afin  2,09  -{-  q ,  dan  vindt  men 
uit  de  oorspronkelijke : 

qi  4-6,27?»  +  11,1043?  — 0,050621  =  0, 
waaruit  men   drie  cijfers    voor  q  benaderen  kan.     Wij  vinden 
namelijk 

q  =  0,00455  +r, 
derhalve  #=  2,09455  -f-  r  enz. 

Tot  zooverre  Newton.  Latere  schrijvers  hebben  deze  methode 
nader  willen  verklaren  ;  zij  hebben  gevallen  gevonden ,  waarin 
Newton's  leerwijze  geen  wortel  gaf,  maar  zij  hebben  daarbq 
ook  bijna  allen  over  het  hoofd  gezien ,  dat  Newton  het  kennen 
der  eerste  decimalen  als  eene  voorwaarde  stelde  voor  verdere 
benaderingen»  De  tegenwoordig  gebruikelijke  notatiën  en  be- 
werking volgende ,  komt  de  methode  van  Newton  neer  op  het 
volgende :  Wanneer  gevonden  is ,  dat  een  wortel  x  gelegen  ia 
tusschen  a  en  a  +  1=5,  dan  stelt  men  x=a~\-x1  en  zoekt 
de  vergelijking  in  ar  —  a=.xx*  Voor  deze  vergelijking,  gerang* 
schikt  volgens   de  opklimmende  machten  van  xl9  vindt  men: 

Is  a  nu  een  grens  van  x ,  die  zeer  dicht  bij  den  waren  wor- 
tel gelegen  is ,  dan  kan  men  de  tweede  en  hoogere  machten 
van  xt  verwaarloozen ,  om  hare  waarde  nader  te  bepalen; 
nauwkeurigheidshalve  is  het  aan  te  bevelen  bij  eene  eerste  en 
tweede  benadering  de  tweede  machten  van  xt  ook  in  aan- 
merking te  nemen.     Stellen  wij  nu   ter  benadering 

A')  +/i(«)  *,  =  0  of  /(a)  +/,  («)»!  4-^J*.  •  =  0 , 

dan  zullen  wij  eene  waarde  voor  x t  vinden,  die  bij  a  gevoegd 
eene  nadere  grens  voor  den  wortel  vertegenwoordigt.     Bg  de 
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vierkantsvergelijking  kan  men  slechts  van  die  waarde  gebruik 
maken,  die  een  zelfde  teeken  heeft  als  a.  Deze  benaderde 
waarde  z=zat  stellende ,  gaat  men  daarmede  voort ,  gelijk  men 
met  a  gehandeld  heeft ,  tot  men  den  wortel  nauwkeurig  genoeg 
benaderd  heeft. 

Men  had  ook  de  grens  b  kunnen  gebruiken.  Men  stelle  daar- 
toe #=  5 — o?j  en  vindt  dan  door  verwaarloozing  van  de  hoo- 
gere machten  van  *t    . 

ƒ(*)  - Zi(«)  *,  =  0  of  /(*)  -ƒ,(«)*,+  «^ *, »  =  0  , 

waaruit  xt  berekend  kan  worden.  Wil  men  inderdaad  benade- 
ren, dan  moeten ,  indien  a  ,  at  t  a%  ,  «,  • . .  #, ,  b% ,  bv  b  de 
achtereenvolgende  grenzen  van  x  voorstellen  , 

«Oi  Oi  <«t....  <*....  <£»  <*j  <*i  <*; 

verwaarloost  men  dus  de  tweede  en  hoogere  machten  van  xt  , 
dan  vindt  men: 

A  W  fi\P) 


waarin  ft{a)  enf{a)  tegengestelde ,  ft(b)  en  f(b)  dezelfde  teekens 
moeten  hebben.  Zonder  ons  nu  te  verdiepen  in  de  gevallen, 
waarin  deze  methode  slechts  met  moeite  aangewend  kan  wor- 
den, verwijzen  wij  hier  naar  het  behandelde  in  §24  N°.  4. 
Mochten  de  achtereenvolgende  grenzen  door  deze  toepassing  van 
de  leerwijze  van  Newton  verkregen ,  niet  nauwer  en  nauwer 
worden,  dan  hebben  wij  slechts  het  daar  geleerde  in  aanmer- 
king te  nemen ,  om  altijd  tot  het  begeerde  resultaat  te  komen. 
Wij  willen  het  laatstgezegde  eveneens  toepassen  op  onze  ver- 
gelijking 

x*  —  2« — 5  =  0. 

Voor  x  =  2  vindt  men  /(2)  =»  —  1  en  voor  x  =  3  is  ƒ  (3)=1 6 ; 


1 
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de  vergelijking  heeft  dus  een  wortel  tussclien  2  en  3.     Stellen 
wij  nu  a  =  2  -f-  a ,  ,  dan  hebben  wij 

a    — «— ^W  —  2  — ^  W  —  2-4-  i,  — 21- 


1       Z,(*i)  *>> 


061 
23' 


Voor  a,  =2,1  vinden  wij,  dat/(a£)  positief  wordt;  voor 
ö~2  was  ƒ(#)  negatief:  de  vergelijking  heeft  dus  een  wortel 
tusschen  2  en  2,1  ;  2,1  is  hier  de  grootste  grens  en  men  heeft 
te  schrijven : 

bt  =b-  A  =»2,l  -^  =2,1-0,0054  =2,0946. 

Dewijl  voor  bx  -_=  2,0946 ,  ƒ  (x)  =  0,0005  ....  positief  is,  is 
de  wortel  gelegen  tusschen  2  en  2,0946;  wij   vinden  dus: 

A    -  »    _  /('.)    _  ,j094?  -  0.00054^550538 
A(*i)  11,16204748 

=  2,0946  —  0,00004*52  . . .  =  2,09455148. 

Wij  hadden  in  het  "bovenstaande  voorbeeld  ook  volgens  de 
grens  6  kunnen  benaderen.  Stellen  wij  namelijk  de  eerste  vaarde 
des  wortels  =  3 ,  dan:is 

Jt  =  b  —fM  =  3  ^  if  =  3  -  0,64  =  436 ; 

h  —h        /(*i)_oj9      0,403597       „.,         a-ut  — 

=  2.0^83....  enz.; 
welke  wortel  reeds  tot  in  twee  decimalen  nauwkeurig  is. 
Nemen  wij  tot  een  tweede  voorbeeld  de  vergelijking 
2a?*  -f  2a?»  —  9**  —  kx  -f  10  =  0, 
dan  schrijven  wij  daarvoor: 

,*  -^#«—  |**—  2* +  5  =  0, 
rof  na  vermenigvuldiging  m*t  de  retks  1 ,  2,  4,  8,  16, 
^*  +  2^»  —  I8y*  —  %  +  80  =  0. 
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Schrijft  mende  vergelijking  iny —  3,  dan  heeft  men: 

1+14  +  54  +  384-5; 
de  vergelijking  in  y  —  2  is : 

4+10  +  18—32  +  8. 

In  de  continue  aangroeiing  van  2  tot  3  gaan  twee  variatièn 
verloren ;  de  vergelijking  heeft  dus  tusschen  die  beide  grenzen 
twee  wortels,  welke  op  grond  van  §  24 ,  N°.  5 ,  6 ,  reëel  kunnen 
zgn,  en  die  wij  dus  trachten  te  scheiden.  Wij  verminderen  nu 
de  wortels  der  oorspronkelijke  vergelijking  met  2J-  en  vinden 
dan  voor  de  rij  der  teekens: 

*  \       "T"   "T~   "T*    —~   "T~  \ 

0    0    0    0     \  L  één  reeelen  wortel 

2£:    -4-  -f-  H ^ 

0    0    0    11  (één  reëelen  wortel. 
3:     4-  +  +  +  +) 

Benaderen  wij  nu  die  beide  wortels  volgens  hunne  gemeen- 
schappelijke grens,  dan  is  voor  den  grootsten  wortel 

terwijl  men  voor  den  kleinsten  wortel  heeft 

f(a)  en  ƒ(£),  zoowel  als  ft(a)  en ƒ,(*),  hebben  hier  dezelfde 

waarde ;  de  breuken  *44-r  en  •C4tt  hebben   dus  ook   hetzelfde 

/iW        A(») 

teeken ,  waaruit  volgt ,  dat  de  grens  2-J  slechts  gebruikt  kan  wor- 
den voor  de  benadering  van  één  wortel  en  wel  voor  den  grootsten 

of  kleinsten,  naar  gelang  ^i-f  negatief  of  positief  is.  Voor  de 

benadering  van  den  anderen   wortel  gebruike  men   de  andere 
grens.     De  verdere  bewerking  laten  wij  aan  den  Lezer. 

Men  zou  ook  door  de  vergelijking  te  vermenigvuldigen  met 
de  reeks 

1,  1000,  1000000,  1000000000,  1000000000000 
de  wortels  kunnen  scheiden  en  aanstonds  eene  benaderde  waarde 
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vinden,  die  ons  door  eenvoudige  deeling  nog  verscheidene  deci- 
malen nauwkeurig  zou  doen  vinden.  — -  Deze  bewerking ,  ofschoon 
schijnbaar  omslachtig ,  kan  door  middel  van  tafels  voor  de  kwa- 
draat- en  kubiekgetallen  voor  derde-  en  vierdemachtsvergehj- 
kingen  zeer  gemakkelijk  verricht  worden. 

Aanmerking.    Met  het  bovenstaande  kan  men  vergelijken : 
Newton's  Arith.  univ.  ed.  CastilUonei;  Saunderson's  Élen. 
cFAlgdbre;  Bossut's  Cours  de  math.,  IL  Traite  tfAlgèbre; 
vooral  Dr.  Richard  Baltber's    Verhandelingen ,  voorko- 
mende in  het  Archief  der  Wi&k. 
3.     B.     Benaderingsleerwijze  van  Lag  rang  E. 
Deze  methode  veronderstelt ,  even  als  die  van  Newton  ,  dat 
men  de  grenzen  gevonden  heeft ,  waartusschen  zich  één ,  maar 
ook  niet  meer  dan  één   wortel  bevindt,  en  dat  deze    grenzen 
hoogstens  ééne  eenheid  verschillen.     Noemt  men  die   grenzen 

a  en  a  -+- 1 ,    dan   kan  men  stellen  x  =  a  -\ Vermindert 

xt 

men  dus  de  wortels  der   opgegeven    vergelijking  met  a,  dan 

vindt  men  de  vergelijking  in  — ,   waarin  — noodzakelijk  kleiner 

xx  wt 

moet  zijn  dan  1.  Leidt  men  nu  hieruit  de  vergelijking  af  op 
de  omgekeerde  waarden  van  xt ,  dan  zal  deze  één  wortel  bevat- 
ten >1  en  men  kan  door  substitutie  wederom  de  grenzen  van 
dien  wortel  op  eene  eenheid  na  bepalen.     Zijn  die  grenzen  at 

enflj+1,  dan  kan  men  stellen  xl=a1  -f-. —  en  de  vergelrj* 

kin?  afleiden  in  x+  — at  of  — ,   waarin  —  <?  1.     De  verge- 

x%  x% 

lijking  samenstellende  op  de  omgekeerde  waarden  van  x% ,  zal 

deze  vergelijking  één  wortel  bevatten,  die  noodzakelijk  grooter 

is  dan  4.     Hiervan  de  limieten   tot  twee  op  elkaar  volgende 

gehecle  getallen  beperkende,   kan  men  wederom  stellen 

x%  =ai  -f-  — enz. 

Is  de  gezochte  wortel  onmeetbaar ,  dan  zal  deze  bewerking  ner- 
gens afbreken ;  is  de  wortel  een  eindig  gebroken,  dan  zal  qj 
ergens  moeten  ophouden» 
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Door  substitutie  der  gevondene  waarden  vinden  wij  achter- 
eenvolgens : 

«=«H ,     a?  =  «H r,      a?  =  «  + - — , 

x*  „    .    1 


1  aiH a i  + 


1  «i  +  — 

enz.  a?, 

zoodat  de  getallen  waarde  van  den  wortel  uitgedrukt  is  in  eene 
kettinybieuk ,  welker  eigenschappen  later  een  voorwerp  onzer 
beschouwing  zullen  zijn.  Voorloopig  zij  het  genoeg  op  te  mer- 
ken ,  dat  men  de  waarde  van  zoodanige  breuk  door  terugwer- 
king zeer  gemakkelijk  kan  bepalen ,   want : 

*  =  *H i=a-r- =  a-i »  y     — == 

af-f- <*i  + * —  i   »  •  ■     tT  t 

*,H —  *  «^ 

^^^i^i+^^t  +g#i+gi#>  +  4 

Laat  ons  deze  leerwijze  toepassen  op  de  vergelijking: 

aj*  +  6*t  _  19**  4-  36a?  —  45  =  0. 
4+6  — 19  +36  —  45  Deze  vergelijking  heeft  een 

7 42  -f-  24 1 21  reëelen  wortel  tusschen  1  en  3 ; 

g ^  r  ,  20  wy  leiden  dus  de  vergelijking 

91+    8  afin  ar  — 1  of  JL    Wij  ver- 

1 xt 

minderen  daartoe  de  wortels 

84  —  20  —   5—40—    4        ^^  1  ^  vinden »  de  vergelrj- 

-+-    4  —   4  — ■  44  ^—  15       king  op  de  omgekeerde  waarde 

-4-22  +  48+4  des  wortels  samenstellende: 

-f-  43  [+61  21a?,  »-?0ar,  »-5a?t  *  -10* ^1  =  0 , 

+  64  welke    wederom    een    wortel 

15 4 64 —    64  —  21  heeft  tusschen  1  en  2. 

26 —     9 —    82| — 485  Leidt  men  nu  de  vergely- 

56  +  403|+424  king  af  in  #i  —  1  en  schrijft 

861+275  men  dan  wederom  de  verge- 

|46  lijking    op    de    omgekeerde 
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waarde  des  wortels  ,  dan  heeft  men: 

43V—  4?,8—  61*,*  —  6i*2  —  21=0. 

welke  vergelijking  één  wortel  heeft  tusschen  2  en  3. 

Leidt  men  daarna  de  vergelijking  af  in  x  %  —  2 ,  enz. 

Wij  hebben  nu  gevonden 

\  —  4* 

•  =  4+  JLj —  fT- 

1  ~t~2  +  enz, 

Zetten  wij  de  bewerking  ver  genoeg  voort ,  't  geen  bij  deze 
▼ergelijking  aanleiding  zal  geven  tot  zeer  langwylige  bereke- 
ningen ,   dan  vindt  men : 

x  ==1,720153 

4.     C.     Benaderingsleerwijze  van  Fourkteb. 

De  methode  van  Fourrier  is  eigenlijk  niets  anders,  dan  de 
leerwijze  van  Newton,  die  tot  eene  grootere  volmaaktheid  is 
gebracht ;  wij  willen  ze  hier  in  haar  geheel  behandelen.  Gelijk 
de  beide  vorige  methoden  eischt  zij ,  dat  twee  grenzen  worden 
aangewezen,  waartusschen  slechts  ééa  reëele  wortel  aanwezig  is; 
bovendien  mag  dé  vergelijking  geene  gelqke  rcëete  wortels  meer 
bevatten ,  welke  men  dus  eerst  door  't  zoeken  van  den  groot- 
sten gemeenen  deeler  van  F(x)  en  Fi(x)  of  F(x)en  Ft(x)em. 
moet  opsporen.  De  veronderstelling ,  dat  er  slechts  één  wortel 
tusschen  a  en  b  ligt ,  doet  dadelijk  besluiten  ,  dat  als  die  wortel 
=  a  is ,  ƒ  ,  (a)  niet  0  kan  zijn ,  dewijl  dan  ƒ (x)  =  0  twee  gel\jke 
wortels  tusschen  a  en  b  zon  hebben.  De  beide  laatste  termen 
▼an  de  indexreeks  kunnen  dus  slechts  zijn  0,1  of  4,4.  W\j 
kunnen  echter  tusschen  a  en  b  steeds  nauwere  grenzen  An  en  bn 
aannemen  zoodanig,  dat  daar  tusschen  wel  de  wortel  a  van f[z)=Q 
Wqft  liggen,  maar  dat  de  wortel  van  /i(ar)=s=  0  daar  buiten 
ligt.  In  die  veronderstelling  zijn  de  beide  teekens  der  index  rij  0,1. 
Dit  aangenomen  ,  kunnen  de  laatste  drie  teekens  volgens  het 
vroeger  aangetoonde  slechts  zijn  1,0,1  of  0,0,1.  Indien  f^a^^z  O 
mocht  zyn ,  dan  zouden /(a?)  =.  0  en  f%{x)  =  0  tusschen  a  en  & 
een  zelfden  wortel  hebben ,  die  door  't  zoeken  van  den  groot- 
sten gemeenen  deeler  bepaald  kan  worden  ;  is  f%{a)  niet  gelijk 
aan  0 ,  dan  kan  men  de  grenzen  van  o  zoo  dicht  bij  elkander. 
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brengen,  dat  zich  tusschen  fl^en  bm  geen  wortel  meer  bevindt 
?an/t(a)  en  men  dus  de  indexreeks  0,0,1  heeft  in  alle  gevallen. 
Op  dergelijke  wijze  blijvende  doorredeneeren ,  vindt  men  ,  dat 
men  ook  kaa  aannemen ,  dat  de  laatste  vier  termen  der  index- 
reeks zijn  0,0,0,1 ,  enz, 

De  laatste  termen  der  indexreeks  0,0,1  zijnde,  heeft  men  dus 
de  teekens 

-f-  -f — j-        _j-  -_  _}- |-  -_ 

— i — I — I— -\ h  + 

Zijn  na  a,  al9  al9  a3 de  kleinste,  bt  blt  b%%  b%   ... 

de  grootste  grenzen,  dan  heeft  men  [vergel.  §24,  N°.  4]  , 
wanneer  de  laatste  teekens  4oor  twee  gelijke  teekens  worden 
voTraf gegaan: 

.fx\>x)  ƒ.(*.) 


en  wanneer  de  laatste  teekeus  door  eene  variatie  worden  voor- 
afgegaan  : 

Jt{f*)  fi\al) 

.,=,,-^1)  b-bt-fJ££ 


Wanneer  men  zoo  ver  gekomen  is,  dat  de  indexreeks  0,0,0,1 
tot  laatste  termen  heeft,-  daa  berekent  men  in  het  eerste  geval 

de  grens  bn  =  b^t  —  ■   /f71}  en  *n  net  tweede  geval  de  grens 
*»  =  «*_!  —  '-  \*~K  f  waaruit  wy  dus  zien  ,  dat  wij  altijd  bij 
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die  grens  moeten  berekenen ,  welke  voor  f(x)  en  f%(x)  gelijke 
voorteekens  heeft. 

Het  berekenen  van  ééne  grens  is  natuurlijk  veel  gemakke- 
lijker dan  van  de  beide  grenzen ;  intusschen  kan  men  dan  niet 
meer  beoordeelen  ,  in  hoe  verre  de  wortel  nauwkeurig  gevonden 
is,  en  moeten  wij  in  dat  geval  een  regel  opsporen  om  die 
nauwkeurigheid  te  beoordeelen.    Daarvoor   dient  de  volgende 

Stelling*  Wanneer  de  laatste  vier  termen  der  indexreekê 
0,0,0,1  zijn  en,  zonder  op  de  teekens  te  letten,  A  de  kleinste 
grootheid  is  van  ft(a)  enft(b);  B  daarentegen  de  grootste  van 
ft{a)  en  f%(b),  terwijl  verder  bm  —  am  =  vm ,  dan  zijn  van  den 
tweeden  term  te  beginnen  de  getallen 


f,  v%9  v%  ,  v%  ,  v4,  i/5, 


kleiner  dan  de  respectieve  ter  énen  der  reeks : 


V.   V 


'O'     '   'W     l  'W     '  'Td 

of  ook  dan  de  respectieve  termen  der  reeks 

--•ê. -•(£)■• -•tó),.--(ö"-- 

Bewys.    Gaat  aan  het  laatste  teeken  eene  permanentte  vooraf, 
dan  is  (volgens  §  24 ,  N°.  3,  4) 

«   -«_/J4    en     *,=*—££&, 
derhalve  door  aftrekking 

of  ... /(»)-ƒ(«). 

Maar  volgens  §  21 ,  N°.  20,  is 

ƒ(«)  =ƒ(*-.)  =/(*)  -  «ƒ,(*)  +  i  v*ft{b-6v) , 

dus  ook  "'AM»)  -  ,.  -  '(*)-/(«) 

2A(*)  ƒ,(*) 

of  vt  =  »»  A(*~fa). 
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Hoe  nader  men  nu  bm  aan  am  brengt,  zoo  veel  te  meer  zal  v 
afnemen ,  zoodat  men  zal  vinden : 

/,(«-  flv)  =ƒ,(*)  -  Ovftf-eO ,  v) ; 

ƒ,($)  behoudt  tusschen  a  en  b  hetzelfde  teeken ,  volgens  de  ver- 
onderstelling ;  f%{x)  zal  dus  voortdurend  toe-  of  afnemen  tusschen 
de  grenzen  a  en  b.  Geven  wij  nu  aan  A  en  B  de  in  de  stelling 
aangewezen  waarde ,  dan  is  : 

Derhalve  is        vt  <  v*  .  _.  en  evenzoo 

2^ 

*  *       2^f 

of  wat  het  zelfde  is 

1  ^       2^  *     *  ^       V2^/  *  ^       \2A/ 

Wordt  het  laatste  teeken  voorafgegaan  door  eene  variatie, 
dan  komt  het  bewijs  op  hetzelfde  neer ;  dit  blijve  voor  den  Lezer. 
Intusschen  zij  het  hier  nog  opgemerkt ,  dat  b  —  Ov  >  a,  omdat 
ö  <  1  (§  21 ,  N°.  20)  ;  dat  dus  b  —  Ov  eene  gemiddelde  waarde 
is  tusschen  b  en  b  —  v ,  d.  i.'  tusschen  b  en  a. 

Stelt  men  nu  den   benaderden  wortel  achtereenvolgens  voor 

door  y ,  Yi  »  Yt>  ïz ^an  z*in>  iQdien  men  zi°n  van  ééne 

grens  bedient, 

y.  —  v /  \Yj      y   — v    f  \ït)    v   — v    f  \ït) 

ïl    r   -Air)'  n-Yl     77(u)'u-u    7M 

de  achtereenvolgende  benaderingsformulen  ,  waarin  yM  =  aM  of 
=  6m,  naar  gelang  ~&  of  y-Ll  een  positief  quotiënt  levert. 

dan  is  van  den  tweeden  term  af  elke  term  der  reeks 


7 
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ï  i     ï l  »     ït    »     /s '     ^4 

kleiner  dan  de  overeenkomstige  term  van  de  reeks 
/  1  V»     /  1  \%m-\-k     /  4  \4»i-t-3*     /  J  \8/B-f-7* 

Uw  *  vroi      •  Iïö;       9\ïo)      

De  onnauwkeurigheid ,  die  men  dus  begaat ,  wanneer  men  y 
als  eene  benaderde  waarde  van  den  wortel  aanmerkt,  is  dus 
ten  minste  niet  grooter  dan  het  eerste  lid  der  opgegeven  reeks. 
Hierdoor  kan  dus  altijd  de  graad  van  onnauwkeurigheid  beoor- 
deeld worden.  Bovendien  ziet  men,  dat  de  hier  bedoelde  methode 
alleen  benadert ,  indien  de  reeks 

m,  2/»  +  k,  ém  -(-  3*,  Sm  +  lkt  16w  +  15* 

divergeert ,  't  geen  altijd  plaats  zal  hebben ,  indien  2m  +  k  ">  m , 
want  in  dat  geval  heeft  men  in  de  eerste  plaats  m  +  k  >  O  % 
dus  positief ,  en  vervolgens 

m  zzz  tn 
2m  -|-  k  =  m  -j-  [m  +  k) 
4m  -f  3*=  2?»  +  k  +  2(m  +  k) 
enz. 


Is  dus  m  >  1  —  k ,  dan  heeft  men  m  +  #  ^>  1  dus  >  O  , 
waaruit  men  ziet ,  dat  de  grenzen  a ,  b ,  altijd  zoo  nauw  moeten 

genomen  worden  ,  dat  *»>  1  — k  ,  alvorens  men  de  opgegeven 
benaderingsmethode  toe  kan  passen;  maar  dan  ook  is  men  zeker, 
dat  men  de  wortels 


•  •  • 


ï  »   ïï »  ï%  »    ït  i  ïk  »  ït  • 

nauwkeurig  vindt  tot  in  decimalen  van  de 

*»-,   3*i  +  #-,  4w  +  3*-,    8/» -f  7*-,   16w  +  16/Me  0rde. 

Dewijl  nu  intusschen  yt  =:  y —  ^— }\  en  men>  om  7i  nauw- 

keurig  te  berekenen ,  2»»  -(-  *  decimalen  noodig  heeft  en  deze 
niet  altijd  volkomen  nauwkeurig  kunnen  berekend  worden, 
deelt  men  ft(y)  op  ƒ(/)  tot  aan  het  2w+#de  decimaalcrjfer  en 
verhoogt  dit  met  ééne  eenheid.  Wij  willen  aantoonen,  dat  dit 
quotiënt  tot  op  eene  eenheid  van  de  2a»  -|-  *de  0T&e  nauwkeu- 
rig is. 
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Zij  <?!  <C°»  a  ^e  gezochte  wortel  en  G  de  gevonden 
waarde  voor  —  7-7^»  wanneer  dit  quotiënt  met  ééne  eenheid 
der  2fn-\-k&&  orde   verhoogd  is,  dan   is 

waarin  d  natuurlijk  kleiner  wordt,  hoe  verder  men  de  benade- 
ring voortzet ,  maur  steeds  negatief  blijft ;  hier  is  hare  waarde 

*^l  (ra)      • 

Verder  is  yt  =zy  -\-  G  —  d, 

dus  a  —  yt  =  «— ^fy  -f-  G)  +  *• 

Nu  heeft  raon  o  —  Yt  <C  (xï\)  *  dernalve 

°-ir  +  Q)  +  '<(!-öYm+i 

en  ook  ._(y+0)<(^)2"+*-«. 

Is  nu  in  de  eerste  plaats  y  +  G  <  °  >  dus  a  —  (y  +  G)  een 

M  —  d  ook  positief.     Derhalve 

heeft  men: 

(ïö)       -  ° <  iïö) 

en  dus  ook: 

waaruit  men  ziet ,  dat  y  +  G  tot  op  eene  eenheid  van  de 
2m  -J-fcfe  orde  nauwkeurig  berekend  is. 

De  bewijzen  voor  de  gevallen ,  voortvloeiende  uit  de  veron- 
derstellingen y  +  G  J>  o ,  y>yt   >«en  de  daaruit  voort- 

komende  gevallen  y  —  Ö  >  «  en  y  —  G  <  a ,  laten  wij  aan  den 
Lezer*  Intusschen  verdieut  hier  opgemerkt  te  worden,  dat, 
•ofschoon  de  wortel  nauwkeurig  gevonden  wordt  tot  in  eenheden 
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der  2#i-4-&de  orde,  men  niet  aanstonds  beslissen  kan,  of  de  ge- 
vonden waarde  te  groot  of  te  klein  is. 

Passen  wij  nu  het  geleerde  toe  op  de  vergelijking 

x*  —  2a?  —  5=0, 

die  slechts  één  reëelen  wortel  heeft  tusschende  grenzen  1  en  10. 
Uit  de  gegeven  vergelijking  kan  men  aanstonds  afleiden  : 

ƒ  (#)  =    ar»  — -2x — 5 
/&)=&**  —  2 
/t(*)  =  fcr 
ƒ,(•)=  6 

(1)     +     -h     +     — 
0      0      0      4 

(10)  +    -+-    -\-    + 

zoodat  de  begeerde  wortel  ligt  tusschen  1  en  1 0  en  men  in  de 
indexreeks  te  gelijkertijd  de  volgorde  0,0,0,1  heeft  Daaruit 
volgt  nu : 

«  =  lf  6=10,/^)  =  !  fx(b)=z 298,  ƒ,(*)  = 6 f /,(«)  =  60, 

ê 

v  =  9,     A=zlf     5  =  60,      JL  =  30; 

1  —  #  =  3  ,    i»  <  1  —  #. 

De  voorwaarde  a»  >  1  —  k  is  dus  nog  niet  vervuld. 
Deelen  wij  den  afstand  tusschen  1  en   10  door  2  en  gaan  wij 
dan  weer  op  de  voorgaande  wijze  te  werk ,  dan  vinden  wij 

«=2,  «=10,  Afc^lO,  ƒ,(«)=«»,  ƒ,(«)=* 2,  /t(*)=:60. 
v  =  8,  ^  =  10.  5  =  60,  £2=3, 

1— -*  =  2      w<l—  * 

aan  de  voorwaarde  m  >  1  —  £  is  dus  nog  niet  voldaan. 

Nemen  wij  nu  2,4   om    den  afstand   tusschen   2  en  10  te 
deelen,  dan  heeft  men  : 
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(2)        +    +    «f-    — 
(2,1)     -f-    +    +    + 

en  bij  gevolg 

o=2,  fc=2,l , AMsHO. /1(*)=il,23,  ft(a)=iatf% (*)=19,6; 

v=0,4  ,  ^=40 ,  2fc=l2,6  ,  ~L  =  0,63 ; 

"=(ro)-  n<(»),'-=1'*ss0' 

Aan  de  voorwaarde  »»  >  1  —  £  voldaan  wordende ,  kan  mea 
du  met  het  benaderen  van  den  wortel  een  aanvang  maken.  Men 
heeft  namelijk  a  ^=  2  en  b  =  2,4  eo ,  dewijl  f  (b)  en  fx[b)  gelijke 
teekens  hebben ,  y  ==  2,1  nauwkeurig  tot  in  decimalen  der  eerste 
orde.     Dewijl  nu  2»  +  k  =  2,  ontwikkelen  wij 

ƒ  (r)  —  o.Qfi* 

ƒ,00  "11, 23 

tot  in  decimalen  der  tweede  orde  en  vermeerderen  de  laatste 
decimaal  met  eene  eenheid ,  dan  vinden  wij  0  =  0,01  eu  dus 

yi=y— 0  =  2,09. 

Thans  blijft  ons  over  om  te  beproeven  of  de  wortel  2,09 , 
die  nauwkeurig  is  tot  in  twee  decimalen ,  grooter  of  kleiner  is 
dan  de  ware  wortel. 

Om  dat  te  doen ,  berekenen  wij  de  waarde  van  de  functie  voor 
#  =  2,09;    volgens  de  methode   van  Hoenbr  vinden  wij:  *) 


*)  Foubrier  was  met  Horner's  methode  niet  bekend.  Hij  had 
eene  eigene  berekening.  Heeft  men  bijv.  in  eene  vierde  graads 
functie 

ƒ  (7),  /t<r)»  AW-  /•(/>'  A(f). 

Vermenigvuldigt  men  deze  reeks ,  van  den  tweeden  term  te  begin- 
nen, met  e,  dan  vindt  men: 

tA(y).    t/.QO,    #/,(«.    •AM- 
Leidt  men  hieruit  achtereenvolgens  af: 
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1  +  O  —    2  —  6 

d=z9  +2+2  \—i 

+  4  [+10 

6 
1+6+10—1 

p  ~  0,09 :    6,09  + 10,5481  —  0,000671 
^(2,09)  =  —  0,000671. 

Dewijl  nu  2?(2,09)  en  j  (b)  van  teeken  verschillen ,  is  2,09  <  a 
en  wij  gaan  voort  met  benaderen  : 

ö  =  2.09,   0  =  2,60,  w  =  2, 

^  =  11,1043,    0  =  12,6,  JL  =0,5 dus*  <=0. 

Omdat  f  (5)  en  f%{b)  gelijke  voorteekens  hebben,  is  y=2,10 
en  omdat  2/»-|-£  =  4,  heeft  men  tot  in  vier  decimalen  nauw- 
keurig 

G  =  0,0055  , 

dus  Yi  =  Y  —  G  =  2>*  — *  0,0055  =  2,0945. 

Voor  ƒ  (2,0945)  vindt  men  —0,000574591375,  dewijl  dus 
ƒ  (2,0945)  en  f  (6)  van  teeken  verschillen  ,  is  2,0945  <  «.  Men 
kan  nu  stellen : 

a  =  2.0945  en  b  =  2,0946. 

Verder  is  »*  =  4.  Men  berekent  vervolgens  k ,  door  achter- 
eenvolgens 

ƒ(«).  /,(«).  /i(«)  ^  ƒ($),  ƒ,(*)  «ƒ,(*) 
te  berekenen  en  heeft  dan  de  volgende  bewerking: 

f(t—ï)=xt*  +  tet*  -f  10a-,  —  1=0. 


waaruit  door  samehtelling  van  de  eerste  termen  al  dezer  reeksen, 
door  de  samentelling  der  tweede,  termen ,  door  de  samentelling 
der  derde  termen  enz.  gevonden  wordt 

/(y+«).'/.(rM»  /.(?+•)•  /.(*+•)*  /.(?+•)• 
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Verminderen  wij  nu  de  wortels  dezer  vergelijking  met  0,0945  f 
dan  vinden  wq: 

xt*  +  42,567  x%*  +  44,46079075*,— 0400057469I375; 

verminderen  wij  haar  nog  met  0,0004,  dan  komt  er: 
*t»  +  42,5676V  +  4 1,46204748  xz  +0,000544550336. 

ft{a)  =  44,16079075        /1(3)  =  44,46204748 
/,(«)  =  4  2,567  f%{5)  =  4  2,5676 ; 

derhalve  ^^44,1 6079075  en  B  =  4  2,5676 

JL  =  0,5  <  (—  Y  ,  dus  k  =  0  ; 
24  '     N  MO/ 

dewijl  f[b)  en  f%(6)    gelijke  voorteekens    hebben  ,   heeft  men , 
omdat  2»»  -(-  k  ==  8  is 

f®  =  °yS«  =  0,00004852 
fff)  44,16204748 

en  yt  —  y  —  G  -—  2,C9455448 , 

nauwkeurig  tot  in  acht  decimalen. 

Aanmerking.  Wij  staken  hier  de  bewerking ,  omdat  wij 
bij  de  toepassing  van  Forner's  methode  daarmede  de 
leerwijze  van  Foürrier  willen  verbinden ,  om  daardoor 
eene  gecombineerde  leerwijze  te  vinden,  die  aan  de  spoe- 
dige berekening  van  Horner  de  nauwkeurigheid  paart 
van  Foürrier. 

De  hier  gebruikte  vergelijking  is  beroemd  in  de  geschie- 
denis van  de  oplossing  der  hoogere  machtsvergelijkingen. 
Newton  gebruikte  haar  het  eerst,  om  daaraan  zijne  leer- 
wijze te  toetsen ;  Lagrakge  gebruikte  haar  eveneens  voor 
zijne  leerwijze  in  zijn  Traite  de  la  resolution  des  équatiom 
nuvtériques ;  Foürrier  vond  den  wortel ,  door  zijne  voor- 
gangers slechts  in  zeven  decimalen  nauwkeurig  gevonden , 
nauwkeurig  tot  in  twee  en  dertig  ,  namelijk : 

2,09455  4  4  843  42326  59448  23865  40579  30. 

5.     D.     Benaderingsleerwijze    van    Horner. 
Nadat  men.  de  grenzen  der  wortels  heeft  opgespoord ,  zoodat 
men  eindelijk  twee  op  elkaar  volgende  getallen  gevonden  heeft, 
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waartusschen  een  wortel  gelegen  is ,  cl.  i.  indien  men  heeft 
a  <  o  <  a  -+-  1 »  waarin  a  den  wortel  en  a  en  a  -f-  1  zijne 
grenzen  voorstellen ,  dan  kan  men  dien  wortel  met  a  verminde- 
ren; daardoor  verkrijgt  men  eene  vergelijking,  welker  wortel 
gelegen  is  tusschen  0  en  1.  Men  zoekt  nu  tusschen  welke  twee 
op  elkaar  volgende  tiende  deelen  de  wortel  gelegen  is ;  noemt 
men  die  ax  en  at  -|-  1  ,  dan  kan  men  den  wortel  dezer  ver- 
gelijking met  ax  verminderen  en  bekomt  eene  vergelijking, 
die  een  wortel  heeft  tusschen  0,00  en  0,  welken  wortel  men 
wederom  met  de  honderdste  deelen  kan  verminderen ,  enz. 
De  achtereenvolgende  benaderingen  voorstellende  door  y,  yt , 

y%  9  7t » •  •  •  •  nee^  men 

y4  =  y -+-(«  +  «,  +«*  +*s)» enz» 

Het  komt  er  dus  voornamelijk  op  aan  ,  om  de  achtereenvol- 
gende getallen  a  ,  at ,  ca  enz.   te  bepalen. 

Is  de  laatste  term  der  vergelijking  f{x)  =  0  negatief  en  zijn 
de  andere  termen  positief,  dan  zal  zulks  met  de  [laatste  termen 
van  f{xt)>  /(*j).  •  •  ook  het  geval  moeten  zijn.  Zoodra  men 
dus  dien  laatsten  term  positief  ziet  woeden  ,  is  dit  een  bewijs, 
dat  men  een  crjfer  van  den  wortel  te  groot  heeft  genomen.  — 
Verder  gaat  men  hierbij  te  werk  als  bij  de  methode  van  Newton. 
Zyn  Ft(a)  en  F{a)  de  coëfficiënten  van  de  beide  laatste  ter- 
men van  ƒ (x — a)  =  0 ,  dan  kan  men  met  verwaarloozing  van 
alle  overige  termen   stellen  : 

F1(a)xi  +  F(a)=:0$ 

Is  nu  echter  F(a)  y  Ft(a)  of  wordt  I(a)  en  dus  ook  A%  der 
oorspronkelijke  vergelijking  voorafgegaan  door  meerdere  varia- 
tiën,  dan  kan  men  door  deze  handelwijze  in  het  eerste  geval 
nooit,  in  het  tweede  geval  somtijds,  het  juiste  cijfer  vinden  en 
men  moet  dan  zijne  toevlucht  zoeken  tot  achtereenvolgende  sub- 
stitutiën  van  0,4  ,  0,2 1  0,3 ,  enz.  Beter  is  het  de  vergelijking 
te  vermenigvuldigen  met  eene  reeks ,  waarvan  1  de  eerste  term , 
100  of  1000  de  reden  is  en  zoo  doende  door  beproeving  twee  of 
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drie  decimalen  ie  vinden ,  zullende  men  na  zoodanige  handelwijze 
om  een  cijfer  der  duizendste  deelen  enz.  te  vinden ,  gerusteltyk 
de  tweede  en  hoogere  machten  van  xx  kunnen  verwaarloozen. 

Mochten  zich  twee  reëele  wortels  tusschen  een  paar  grenzen 
bevinden  ,  dan  moet  men  trachten  die  te  scheiden ,  hetgeen 
door  substitutie  altijd  mogelijk  zal  zijn. 

Een  en  ander  willen  wij  thans  door  eenige  voorbeelden  op- 
helderen. Wij  nemen  daartoe  in  de  eerste  plaats  de  vergelijking 
«*  —  2*  —  5  =  0,  welke ,  zooals  ons  bekend  is ,  een  positieven 
wortel  heeft  tusschen  2  en  3. 


0 
_2^ 

2 
4 

*6 
0,09 

6,09 
0,18 

1 6,27(c) 
0,004 

6,274 

8^ 

i  6,282 
0,0005 

6.2825 
40 

6,2835 
0,00005 

6,28355 
40 


-2 
4 


+2 
4 


!, 


) 


—5 
+4 


«  =  2,09455 


J),548i| 

10,5484  >(*) 
84J 

f44,4043(c) 
25096, 

44,129396  [ 
46j 

§41,454508 

344125 


0,949329 

f  —0,050674 

44517584 

§—0,006153446 

5578824625 

**— 0,000574591375 

558055246375 

tt— «,000016536128625 


44,15764925  > 
25] 

**  44,46079075 

3141775, 

14,4614049275  / 
25> 


ff  6,28365     fl  44,4614191075) 

(«)  Men  begint  den  wortel  met  2  te  verminderen ,  daarbij 
gebruik  makende  van  de  verkortingen  ,  waarvan  men  zich  bg  de 
worteltrekking  bedient  [zie  mijne  Theorie  der  Algem.  Eekenk. 
I  f  pag.  196 J  en  vindt  dan  voor  ƒ(*— 8)  =  0 

#1*+6*1*+40*l  —  1=0, 

Th.  d.  Aio.    ü.  2 
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welke  vergelijking  nu  een  wortel  moet  hebben  tusschen  0  enl. 
Verwaarloost  men  dus  de  hoogere  machten  van  xt ,  dan  vindt 
men  aft  =  0,1  en  daarmede  den  wortel  verminderende,  heeft  men 

i  -f-  6    -f- 10      —  i 
0,1        0,61      1,061 

1ÏX+ 10,61+  0,061 

waardoor  de  laatste  term  positief  wordt  en  dus  aanwijst ,  dat 
de  wortel  te  groot  is ;  wij  nemen  daarvoor  dus  0  tiendedeelen 
en  een  weinig  minder ,  bijv.  0,09. 

(B)  Het  respectievelijk  achteruit  springen  van  een ,  twee , 
drie  decimalen  zal  den  Lezer ,  die  nauwkeurig  op  het  decimaal- 
teeken  let,  duidelijk  zijn,  waarom  wij  dienaangaande  in  geene 
nadere  verklaring  treden. 

(c)    Zoo  handelende,  vindt  men  voor  ƒ(*  —  2,09) =0, 

xt*  +  6,27V  -MMO430J—  0,050671  =  0, 
welke   vergelijking  een  wortel  bevat ,  welks  eerste    cijfer  van 
waarde  op  de   plaats   der  duizendste  deelen  staat ,  en  dat  ge* 
vonden  wordt  door 

0,050671  te  deelen  door  11,1043. 
Op  de  boven  beschreven  wijze  voortgaande ,  vindt  men  nu  ach- 
tereenvolgens de  afgeleide  vergelijkingen : 
x%  »+ 6,282<r,  *    +11,154508*,         —0,006153416  =0 , 
a?4*+6,2835V  +11,16079075^     —0,000574591375=0 
xs  »+ 6,28365a5 »+ 1 1 ,1 61 41 91 075a5  —  0,00001 65361 28625 
Passen  wij  hierop  nu   de  methode  vanJFouRRiER  toe,  dan 
vindt  men: 

^(o)  =  11,1614191075        /,(o)  =  12,5673 
1  +  6,28365  + 11,1614191075   —  0,00001 6536128625 
6,28366  628366  1 1 1 61 481 9441 

2      11,1614819441 }+  0,00009507869081 6 


a 


6,28368 


IJ 


11,1615447808 
ft(B)  — 11,1615447808       ft(b)  =  12,56736. 
Derhalve  A  =  11,1614191075  en  B  =  12,56736. 

B        12,56....  y  /1\°      ,      .    ,       A        0     ,  .     1A 

Ta  =  HWT.  <  (io)  •  du8 18  *=°' en  2w+*=10' 
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at  verder  J{b)  en  ƒ,(£)  gelijke  teekens  hebben,  heeft  men 

iirig  tot  in  tien  decimalen ,  zoodat 

t  —  0  =  2,09456  —  0.U0OO085 1 8»  =  2.0943S  1 18 1 S. 

nen  nu  de  benadering  voortaetten  tot  op  twintig  deci- 

dan  nemen  wij  de  afgebroken  bewerking  veder  op  en 

de  gevonden  decimalen  bij: 


H  3?  + 
11 
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ƒ,(«)  =  11,16143..,..        f%(a)  =  12,58..... 

fS)=  11,1614.......        f%{h)  =  12,58 

^=11,16143.....     B  =  12,58.... 
B  _  12,58.....    ,  /JL\° 

23  —  22,32 ^  \10/  # 

Derhalve  heeft  men  k = 0 ,  2w  +  #  =  20  en  omdat  ƒ  (5)  en 
/j(£)  hetzelfde  teeken  hebben 

g  _ ƒ  (y)  _  0,000000000643718157664861290496 
Jw5  _  11,16143772721826541568 

=  0,00000  00000  57673  40852, 

welk  quotiënt  tot  in  eenheden  der  twintigste  decimaal  nauw- 
keurig is.    Wy  hebben  dus 

yt  =y— G  =  2,09455  14815  42326  59148, 
Werkt  men  nu  de  laatst  gevonden  tien  cijfers  bij ,  dan  zal  men 
door  deeling  nog  twintig  decimalen  nauwkeurig  kunnen  vinden. 
Aanmerking.    De  te  verrichten  deelingen  mogen  oogen- 
schijnlijk groot  zijn,  zij,  die  met  de  divüion  ordonnée  van 
Foubbieb  bekend  zijn ,  (zie  mijne  Theorie  der  Algemeene 
Rekenkunde  I ,  §  16,  pag.  172)  kunnen  ze  met  zeer  veel  ge- 
mak spoedig  verrichten.  Bovendien  kan  men  zich  ook  nog 
van  de  verkorte  deeling  (zie  hetzelfde  werk,  §  16,  pag.  171) 
bedienen ,  om  door  eene  eenvoudige  deeling  een  aantal  deci- 
malen van  den  wortel  te  bekomen.  Daarbij  dient  intusschen 
nauwkeurig  gelet  te  worden  op  de  onnauwkeurigheid,  die 
men  begaat ,  door  het  weglaten  der  achtereenvolgende  cijfers. 
6.    Men  vraagt  de  reè'ele  wortel*  van  de  vergelijking : 

a?»  —  7a?  -f-  7  =  0. 

Vermindert   men  hierin  achtereenvolgens  de  wortels  met 

dan  vindt  men  voor  de  teekens : 

(0)    -+-   0   —  +  M)    H h 

(i)    +  H h  (—2)    H h  -f- 

(2)    -+-  -f-  +  -f-  (—3)    H h  -f- 

(-4)    +^  +  - 

De  vergelijking   heeft  twee  wortels  tusschen  I  en  2  en  één 

tuaschen  -—3  en  —4.     Daar  de  beide  positieve  wortels  volgens 
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den  regel  van  Foubrier  of  Sturm  blaken  bestaanbaar  te  zqn  f 
trachten  wij  ze  te  scheiden. 

(1)  +  H h 

0    0    0    4  ' 

(1,8)         +  + 

0    0    0    1 

(2)  +  -f-  +  -+- 

Er  ligt  dus  één  wortel  tusschen  1  en  1,5  en  één  tusschen  1,5  en  2. 

Vermenigvuldigen  wij,  om  de  eerste  twee  decimalen  van  de 
wortels  der  vergelijking  te  vinden ,  de  termen  respectievelijk  met 
4  ,  100,  10000,  1000000,  dan  vindt  men  één  wortel  der 
nieuwe  vergelijking  tusschen  135  en  136,  één  tusschen  169 
en  170  en  één  tusschen  —304  en  —305.  Tot  in  twee  deci- 
malen zijn  dus  die  wortels  1,35 ,  1,69 ,  —3,04. 

Om  de  wortels  verder  te  benaderen,  volgen  wjj  Horneb's 
methode. 


1  + 


0 
1_ 

1 
_2_ 

3,3 
6 

3,95 
10 


-7 

il 


+  7  #  =  1,356895867. 
—  6 


—  4 


99 


—  3,01 
9 


4,056  __  ij93 
12         1975 


4,0|68_i7325f 
25  J 

— 1,5325 
24336 

— 1,508164  f 
36) 

— 1,4837912 

325|4 

— 1,48053|8 


+ 

1 
0,903 

+  0,097 
—   86625 

+ 

10375 
9048984 

1326016 
1184430 

141586 
132923 

8663 
7382 

1281 
1181 

—  l,477ö 
3 


— 1,4769 


i 


8 
6 


2 


} 


100 
89 

11 
H> 

1 


— 1,4765 
(o)    Wij  beginnen  hier  de  bewerking,  even  als  in  de  derde* 
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machtsworteltrekking  te  verkorten,  door  in  de  eerste  kolom  twee, 
in  de  tweede  één  cijfer  weg  te  laten.  Het  is  echter  nauwkeu- 
righeidshalve  goed,  steeds  een  der  weggeschrapte  cyfers  Tan 
dén  deeler  in  rekening  te  brengen.  Over  de  nauwkeurigheid 
der  beide  laatste  decimalen  kan  men  geen  uitspraak  doen. 
Om  den  tweeden  wortel  te  benaderen ,  handele  men  als  volgt : 

1,692021471 


5^[76 


-7 

3 

—  4 

-1,84  f 
36) 

+  0,68 
4401 

1,1201} 

8U 

1,5683 
10144) 

1,578444  £ 
1,5885191 


+  7 
—  6 

+  1 
— 1,104 

—O.ltöt 
100809 


3191 
3156888 

34112 
31774 

2338 
1589 


1[ 
1^887 


2 


749 
635 

114 
111 

3 


Stelt  men  nu  verder  x  = — y,  dan  krijgen  de  wortels  der  verge- 
lijking tegengestelde  teekens  en  men  vindt  voor  den  derden  wortel 

—  3,0489173396. 

7  •  Alvorens  over  te  gaan  tot  de  benadering  van  een  wortel 
uit  eene  vierdemachtsvergeljjking ,  moeten  wij  hier  nog  een  paar 
gewichtige  aanmerkingen  maken. 

1°.  Eene  derdemachtsvergelijking  heeft  altijd  één  reëelen  wor- 
tel ,  hetzij  positief ,  hetzij  negatief ;  zoodra  men  dien  berekend 
heeft ,  kan  men  aanstonds  beoordeelen ,  of  de  beide  andere  wor- 
tels imaginair  zijn  of  niet,  en  wel  door  het  volgende  hulpmiddel. 

Indien  a  de  gevonden  wortel  van  de  derdemachtsvergelijking 
is,  dan  zijn  de  coëfficiënten  van  de  vierkantsvergelijking,  die 
de  beide  overige  wortels  bevat ,  elk  met  o  verminderd ; 

1,  i-FjOO  en  Ft(a); 
want  volgens  de  veronderstelling  is  F(a)  =  Q. 


j 
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Hieruit  nu  volgt,  dat  men  heeft  de  vierkantsvergeüjking : 

Is  hierin  Ft(a)  negatief,  dan  heeft  deze,  vergelijking  altijd 
reêele  wortels;  is  Ft{a)  positief,  dan  heeft  de  vergelijking  ima- 
ginaire wortels,  indien 

Opdat  de  wortels  reëel  zijn ,  moet  men  dus  hebben : 

Stelt  men  nu  eene  derdemachtsfunctie  voor  door 
F  (a)  =  a»  +  Ata*  +  Ata  +  A% , 
dan  is  F1(a)  =  3a*  +2Ata+At 

F%(a)  =  6a+2Al 
en  men.  heeft  dan ,  opdat  de  wortels  reëel  zijn : 

SSat-hUA^-i-US  >  48a» +32^* +  164, 
44^  — 9a*  — ö^a  — isi4  >3a»-t- 34,0  +  4, 
44, *  —  3a(3o  +  At)  —SAt«  —  154,  >  3a*  +  24,a  +  A% 

44,» —3a  X  l^(o)  —  34,0  —  154,  >  Ft(a). 

2°.  Bene  tweede  opmerking  betreft  de  wortels,  waarvan  eenige 
achtereenvolgende  cijfers  van  de  hoogste  orden  gelijk  zijn.  Heeft , 
ojn  dit  door  een  voorbeeld  duidelijk  te  maken ,  eene  vergelijking 
40  wortels  2,3784192....  en  2,3784237 .... ,  waarvan  de 
«erste  vier  decimalen  dezelfde  zijn ,  dan  zal  het  scheiden  dezer 
wortels  op  de  opgegeven  wjjze  (§  24 ,  N°.  7)  aan  vele  bezwaren 
onderhevig  zijn.  Maar  gebruik  makende  va#  ó^:  stelling  van  §  24 , 
N*.  15  ,  zal  ƒ,  (#)  =  0  een  wortel  hebben  tnsschen  2,37844... 
en  2,37842...;  berekent  men  dus  den  wortel  van /,(o?):=:Oen 
f{x)  =z  0 ,  dan  zal  men  de  beide  wortels  der  vergelijking  ƒ(*)=() 
gemakkelijk  scheiden ,  om  daarna  elk  afzonderlijk  te  berekenen. 
Een  en  ander  is  zoo  duidelijk,  dat  er  wel  geen  afzonderlijk 
voorbeeld  ter  opheldering  vereischt  zal  worden. 

Ten  slotte  willen  wij  thans  nog  de  wortels  benaderen  van 
eene  vierdemachtsvergelyking.  De  Lezer  zal  daaruit  zeer  ge- 
makkelijk zien ,  hoe  voor  hoogere  graden  gehandeld  moet  wor- 
den.    Kiezen  wij  daartoe  het  volgende 
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Voorbeeld.  Men  vraagt  den  negatieven  wortel  te  benaderen 
van  de  vergelijking 

ar*  +  x*  +  ,*  -j-  3*  _  100  =  0. 

Volgens  §  5  ,  N°.  5  heeft  deze  vergelijking  altijd  een  reêelen 
negatieven  en  een  reëelen  positieven  wortel.  Na  eenige  substi- 
tutiën  zullen  wij  vinden,  dat  de  negatieve  wortel  gelegen  is 
tusschen  —8  en  —4.  Wij  substitueeren  nu  —  y  voor  x  en 
het  zoeken  van  den  negatieven  wortel  wordt  zoodoende  terug- 
gebracht tot  het  opsporen  van  een  positieven  tusschen  3  en  4. 
Daartoe  heeft  men  de  volgende  bewerking: 

3,43357786336599 

+  1  —    3 

21 


11,4 
4 

Tij 


8 


12,63 
3^ 

12,66 
6__ 

12^2T 
3^ 

12,726 
6 


1 
6 

7 

15 

22 
9 


} 


1 


46 
4,56 

50,56 
4,72 

55,28 
16 

60,16 
3789 

60,5389 
3798 

60,9187 1 

91 

61,2994 
38169 

61,3375  69 
381 78 ) 

61,3757  47 1 
9^ 


61,4139 
63 


34 
6 


61,4202 
63 


6 


61,4266  5 
61|43|30 


1 


18 
66 


84 
20,224 

104,224 
22,112 

126,336 
1,816167 

128,152167 
1,827561 

129,979728 
184012707 

130,163740707 
184127241 

130.34786794  8 
3071014 


130,37857809 
3071332 


r 


130,4092914 
43003 


130,4135917 
43003 


2 

1 

3 
1 


130,417892 
430 

130,418322 

430 

130,41875 


0 
0 


—100 
54_ 

—  46 
41,6896 

—  4,3104 
3,84456501 

—  0,4658349tf 
0,390491222121 

—  75343767879 
65189289046 

—  10154478833 

9128951421 

—  1025527413 
912928254 

—  112599158 
104335040 

—  826411$ 
7825130 

—  438988 
391256 

—  4773S 
39126 

—  8606 

7825 

652 

-TS§ 
117 


130,4188 
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Voor  den  positieven  wortel  zalmen  vinden  2,802851 21 81 582— 
De  beide  andere  wortels  zijn  imaginair. 


{  28.  Orer  het  opsporen  van  de  reëeleen  imagi- 
naire wortels  der  getallen-vergelijkingen. 

1.    Zij  gegeven  de  algemeene  vergelijking 
*•  -f  Aia^i  -f  AtaT-*  + -f  A^tx  +  il.  =  0. . . .(«) 

Verminderen  wij  de  wortels  dezer  vergelijking  met  p9  dat  is 

nemen  wij 

y  =  x — p    of    a?=y+jt>, 

dan  gaat  de  vergelijking  (a)  over  in 

y-+BJy-i+i?llr-J+....5-iy  +  *.  =  0 (f) 

waarin  (vergel.   §  21 ,  2 ,  bladz.  232) : 
B±  z^tnp  -j-  A^ 

B^l=mp^^+(m^l)Atp^^m^)Atfr-*+....+A^t 
Bm=pm-\-AipÊ~*  -{-Ai?-*  -+-.....  A^tp  +  Am. 

Stellen  wij  nu,  dat  de  opgegeven  vergelijking  gedeeltelijk 
bestaanbare,  gedeeltelijk  imaginaire  wortels  heeft,  dan  kunnen 
wij  deze  voorstellen  door: 

P  +  V  —  q>  P  —  V  —  <1>  r1$  r, 

Het  eerste  lid  der  vergelijking  (<x)  bestaat  dan  uit  het  pro- 
duct van  de  factoren 

I  *— {p+i/— t)  l  i  *-{p—v—t)\  (*-+*)  (*— '«)'  •  •  •  5 

indien  wij  het   product  der   reëele  eerste-machtsfactoren  gely^ 
«tellen  aan 

af*"1  +  «i»*"*  +«»*"*"*  +••'•«»-* (1)» 

vinden  wq  voor  het  product  van  alle  factoren 
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-f-  £«■-»(ƒ>'+?)  —  %«•-»]«  4-  <**-»(i>*4-?)  , 

welk  product  gelijk  moet  zijn  aan  O. 

Dewijl  de  vergelijking,   die   wij   tbans  verkregen  hebben , 
identiek  meet  b$i  net  de  «tgetijkiiig  («),  ie: 
<éj  3C  ••  *♦•  mp 

At  =  «,  —  i«tp  4-  «t(  J>*  4* ?) 

>> 
4*_,  =r  o^_,  —  a/Hx..,  4-  «—4  b'  4-  q) 

Am-t  =  —  2?0—!  4-  «—,  Cf*  4-?) 
•4.     =  **-i{p*  4-?)  , 
en    deze  waarden  substitueerende  in   de    vergelijkingen    ()f), 

rieden  wjj: 
£,=(«— 3)  jt4-at 

5i_iï^(ïjSi,«H.(»-8)alJ»4-«l4-? 

B   _  (m-2X»»-3)(«-4)  Q-3)Q-4) 

J  4.     2.      3      P    ^      4.     2        '*    ^        w,j 

-+-  (j»— 4)  a,  y  -j-  «,  +  Btq 

B        (»-8X*-SX»-*X"-8)r*.  |  (»-3X»-*X— «L  .,  . 
*  1.     2.      3.     4    *  ^   1.     2.      5"^*  ^ 

4-  iSgXSjp  axP*  +  (««-5)  a,  p  +  «*  4-  2»,f  -  J» 
p        (w-2X«.-3;(«t-4:(W-S)(m-6)   . ■  (»»-3X»»-4)(«-SX»-6)     „»  Y 

,—   i.   2.    3.    4.     $  p  ^  «.    2.     3: — JT  »'  X 

•    (»»-41(»»-5)(»»-6)        .   .  («t— S)(w-6)        ,    .   ,     -, 
"*"     1.     2.       3      >P  +    i.      2.      *y  -HM,-6Ki>4- 

4-«s4-£,?  — 2*i?' 

n. _(»-ax»3X«»*X»^X'-gX«-7)  .t  _x>-3X»-4Xw8X»-6X*.7).  ( 
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Gemakkelijk  is  hieruit  de  samenhang  te  zien  tusschen  de 
coëfficiënten  van  de  afgeleide  functie ,  wier  wortels  met  het  be- 
staanbaar gedeelte  van  de  imaginaire  wortels  der  primitieve 
vergelijking  verminderd  zijn,  —  Het  is  door  middel  dezer 
afgeleide  waarden,  dat  wij  nu  achtereenvolgens  de  imaginaire 
wortels  eener  vergelijjring  willen  opsporen» 

2.  Over  het  vinden  der  imaginaire  wortels  in 
derdem  acht  sver  geljjk in  gen. 

Nemen  wij  de  algemeene  vergelijking  van  den  derden  graad 

x*  +  «a?*  -}-^  +  c=0> W 

dan  kunnen  wij  de  wortels  voorstellen  door  p  -f-  1/ —  q » 
p — V  —  q  en  r;  ris  altijd  reëel;  de  beide  andere  wortels 
zullen  zulks  zijn ,  indien  q  negatief  is. 

Dewijl  het  product  (1)  slechts  uit  één  factor  bestaat,  heeft 
men  «a  =  as  =  enz.^=0,  zoodat  nit  de  vergelijkingen  («) 
onmiddellijk  wordt  afgeleid ,  door  daarin  m  z=  3  te  stellen : 

JJjZrp  +  ttj,     B%z=.q9     B9  =  Btq (B) 

Uit  de  tweede  en  derde  vergelijking  q  elimineer  ende,  heeft  men: 

B1B1^Bz=0 (C) 

Substitueert  men  in  de  vergelijkingen  (y)  m  =  3 ,  dan  vindt  men : 
Bt  =  Sp    +  a  \ 

Bt  =  8/>*  +  2«JP    +  h  \ (2>); 

B%  =  p%  -f-    ap*  -j-  lp  -f"  c     } 

deze  waarden  overbrengende  in  de  vergelijking  (C),  vindt  men  : 

P*  +  ap*-i j--  P  H g — =  0 (JB) 

zijnde  eene  vergelijking ,  welke  ons  het  meetbare  gedeelte  der 
beide  wortels  p  ±  1/  —  q  leert  vinden. 

Door  de  waarden  van  de  vergelijkingen  (2>)  te  substitueeren 
in  de  tweede  en  derde  vergelijking  van  (B) ,  vinden  wij  nog : 

%»*+**  +  *  =  ? (*) 

p*+ap*+5p  +  c  =  q{3p  +  a) (G) 

en  indien  men  de  vergelijkingen  (E)en(G)  van  elkander  aftrekt: 
{9-£=ü?-i±=Ë  FJ,  <*+.)  =  ,  .  .  .  (2?), 
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zoodat  wij  bet  bestaanbare  gedeelte  des  wortels  gevonden  heb- 
bende,  het  imaginaire    gedeelte  onmiddellijk  kunnen  vinden. 
Boor  p  tusschen  de  vergelijkingen  (.F)  en(Ö)  teelimineeren, 
vindt  men: 

?  't— 2~2  +— ïfi— «  + T92 =U"W 

Gemakshalve  is  het  raadzaam  den  tweeden  term  uit  de  op- 
gegeven vergelijking  te  verdrijven:  daardoor  toeh  wordt  a=0 
en  de  vergelijkingen  (E),  (F),  (H)  en  (ƒ)  gaan  over  in 

h  c 

p*  ■+■  —  jp —  zm  0    .    ••••••••••••••  \fi\) 

4            o 
Sp*-{-B  =  q •  •  •  •  W 

§£+!  =  ? (Ht) 

.       3J  .    ,  9£*         4**+ 27c*      rt  ,,. 

Vergelijken  wij  de  opgegeven  vergelijking 

#*  -{-  Bx  -{-  c  =  Q 
met  de  vergelijking  (2?t) 

dan  zien  wij ,  dat  de  wortels  der  laatste  vergelijking  de  helften 
zullen  zijn  van  die  der  eerste  vergelijking ,  indien  men  dezen 
bovendien  tegengestelde  teekens  geeft. 

Een  en  ander  willen  wij  toepassen  op  een  voorbeeld ;  kiezen 
wij  daartoe  de  vergelijking 

a?*—2.i?  — 5=0, 

waarvan  wij  in  §27  ,  N°.5  gevonden  hebbenden  bestaanbaren 
wortel  2,0945514815. 

Noemen  wij  dezen  wortel  r ,  dan  is 

P  =  —  g  =  — 1,04727574075 

Dewijl  q  positief  is,  zijn  de  beide  wortels  imaginair,  zoodat 
men  voor  de  wortels  der  opgegeven  vergelijking  vindt: 


87  $  88  —  8. 

*t  =  2,0945514815 

*,  =  —  4,04727574075  +  V  — 1,2903594 

*,  =  — 1,04727574075  —  V  —  4,2903594 , 

waarvan  de  som  naar  behooren  gelijk  is  aan  0;  de  som  der 
producten  twee  aan  twee  gelijk  aan  — 4,99999....  en  hun  pro- 
duct is  gelijk  aan  4,99999..- ,  ten  bewijze  dat  zij  de  wortels  der 
opgegeven  vergelijking  zijn. 

Laat  tot  een  tweede  voorbeeld  gevraagd  worden  de  wortels 
van  de  vergelijking: 

**—  70  +  7  =  0. 
Deze  vergelijking  heeft  een  negatieven  wortel 

xx  =—3,0489173396 ;  (§27 ,  N°.  6) 
zoodat  men  voor  p  vindt: 


p  =  —  ~  =  + 1 ,524458669$ 


en  voor  q 


<='  ï  +4279W3584=:-0'028077285- 

Dewijl  q  hier  negatief  is ,  zijn  de  beide  andere  wortels  ook 
bestaanbaar  en  men  heeft 

P  ±  V  —  q  — 1,824458  ±  0,167062  = 

4,692020  of  1,356896. 

3*    Vergelijkingen   van  den  vierden  graad. 

Stellen  wy  in  de  vergelijkingen  (*)  van  N°.  1  m  =  4,  dan 
vinden  wy: 

BÈ=^p     +04  («) 

B%=Btq  +  a%  (y)    Ai 

**  =  *»?  —  21  +  «tf  +  «*  W 

Uit  de  vergelijkingen  (y)  en  (d)  volgt  nog: 

BlB1B%—Bl^  Bk  —  B%*=0 (2) 

door  op  te  merken ,  dat  in   de  vergelijking  (1)  van  N°.  1  alle 
coëfficiënten  na  at  gelijk  aan  nul  zijn.  Nemen  wy  nu  ter  oplos- 
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«ing  eene  vergelijking  van  den  vierden    graad,   waaruit  de 
tweede  ter»  verdreven  ia,  bijv. 

*♦  +  *»* +«r-f-rfat  O (3) 

dan  geven  de  vergelijkingen  (y)  van  N°.  1 

B,^4p  l 

Bt  =  4p*  +  %lp  +  c         | w 

deze  waarden  in  (2)  substitueerende ,  vindt  men : 

welke  vergelijking  ons  jp*  doet  vinden  en  altijd  één  bestaan- 
baren positieven  wortel  zal  hebben ;  zoodat  men  voor  p  twee 
absoluut  gelijke ,  maar  in  teeken  verschillende  wortels  heeft. 
Uit  de  vergelijking  tf)  van  (1)  volgt 

•-S: —  <«> 

en  door  substitutie  van  de  waarden ,  die  wij  in  (4)  gevonden 
hebben 

w+r+é »  « 

Wij  zullen  geen  voorbeeld  hiervan  uitwerken ,  doch  we  moe- 
ten hierbij  opmerken ,  dat,  indien  de  vergelijking  (5)  drie  be- 
staanbare positieve  wortels  heeft,  men  wel  beslissen  kan, 
welke  waarde  men  voor  p  *  nemen  moet.  De  gevondene  waar- 
den moeten  in  dat  geval  beproefd  worden  aan  de  coëfficiënten 
der  opgegeven  vergelijking. 

Zoo  heeft  bijv,  de  vergelijking 

a?*  — 13167  **  +  140979  *  +  32090672  =  0 

tot  afgeleide  vergelijking 

p*  _  6588,5  />*  +  2810700,0625;**  —  810508451,56*5  =  0 , 

waarvan  de  wortels  zijn: 

225 ;  6133,499989  . . . ;  &*5,00001 . . .; 

van  welke  by  proefneming   zal  blijken,  dat  alleen  de  eerste 
aan  de  opgegeven  vergelijking  voldoet. 
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4.  Om  eene  vergelijking  van  den  vijfden  graad  op  te  los- 
sen ,  waaruit  men  den  tweeden  term  verdreven  heeft ,  bijv.  de 
vergelijking 

xs  -J.  fas  +  ex*  +  dx  +  e  =  0     .     ,     .     •     (1) 

vinden  wij  door  soortgelijke  substitutie  als  in  de  vorige  gevallen : 

Bs  =  Btq~Biq*\ W 

waaruit  door  eliminatie  van  q  volgt : 

(B^-BO^^-B.B,)^^^-*.)*   •    (3) 
en  eindelijk: 

lip-  2d)  -  ,»  c(5»  -  4rf)  -  Ue    , 

^  6*  P  128  ^    T 

"^  256  f  512  ^ 

1024  •     •     W 

Uit  deze  vergelijking  de  waarde  van  p  gevonden  hebbende  y 
spoort  men  die  van  q  op  uit  de  vergelijkingen  (2),  daarbij  slechts 
die  gebruikende ,  welke  aan  de  beide  vergelijkingen  te  gelijk 
voldoet.  Om  deze  waarde  van  q  te  bepalen,  trekt  men  de 
beide  vergelijkingen  van  elkander  af  en  vindt  dan 

5.  Het  is  gemakkelijk  in  te  zien,  hoe  men  verder  voor  alle 
graden  van  hooge  machtsvergelijkingen  moet  handelen ,  om  alle 
wortels  dier  vergelijkingen  op  te  sporen. 

Evenwel  worden  de  bewerkingen  weldra  zoo  langwylig,  dat 

rij  pwtetköh  onmogelijk  zrjn.  Ik  tobt  het  dan  ook  niet  aoodig,  nog 

een  voorbeeld  van  eene  vijfdemachtsvergelijking  bij  te  brengen. 

Aanmerking.    De  methode,  die  in  de  voorgaande  N°'s 

is   medegedeeld,  is  van  Dr.  William  Kuthebford  en 

komt  voor  in  de  Wis-  en  Natuurkundige  uitspanningen , 
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Leeuwarden,  T.  Swaets.  De  daarin  voorkomende  ver- 
handeling geeft  voorbeelden  van  opgeloste  vergelijkingen 
tot  den  vijfden  graad. 


§  29.   Over  wederkeerige  vergelijkingen. 

1.  Men  noemt  eene  vergelijking  wederkeert^  9  wanneer  de 
coëfficiënten  harer  termen  in  omgekeerde  orde  met  dezelfde  Ue- 
kens  terugkomen ;  indien  zij  dus  is  van  de  gedaante : 

Atf  +  Atx*-*  +  4S*-*  + +  At**  +  Atx+A=0. 

Is  hierin  n  even,  dan  heeft  zij ,   indien  ai,  er, ,  «,..... 

wortels  der  vergelijking  zijn ,   ook  —  ,  —  ,  — tot  wor- 

ai     *%     a» 

teis,  't  geen  onmiddellijk  blijkt  door —  voor  a  te  substitueeren ; 

is  n  oneven ,  dan  heeft  men  één  wortel  ar  =  —  1 ,  terwijl  de 
overige  wortels  voorkomen ,  als  in  eene  evene  machtsvergelij- 
king. Hebben  de  overigens  gelijke  coëfficiënten  van  de  termen 
am  en  «•"""  tegengestelde  teekens ,  en  ontbreekt  daarenboven  bij 
eene  evene  machtsvergelijking  de  middelste  term ,  dan  is  deze 
vergelijking  deelbaar  door  x*  —  1 ;  terwijl  er  by  analooge  ver- 
onderstelling bij  eene  onevene  machtsvergelijking  een  wortel  + 1 
voorkomt.  Zoodanige  vergelijkingen  noemt  men  eveneens  we- 
derkeerig.  —  Indien  men  de  onevenmachts  wederkeerige  verge- 
lijkingen deelt  door  *±1,  dan  worden  zij  teruggebracht  tot 
evene  machtsvergelijkingen ,  zoodat  ons  slechts  overblijft  zoo- 
danige vergelijking  op  te  lossen. 

2.  Laat  ter  oplossing  gegeven  zijn  de  vergelijking 

4x**  +  J1x*^l+~.  +  A%x*  +  A^1^  +  „.Al*  +  A=Q, 
dan  kan  men  daarvoor  schrijven: 

Stelt  men  nu  a?H =y,  dan  is : 

x 
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Of  a.«+i.  =  y*_2 (1) 

Verder  is     lx  +  IV  =  x*  +L  +  8  (*  +  -) , 

of  ar>+L  =y»  —  3y (2) 

En  in  het  algemeen: 
..  1  m       _.    .  «(«—3)  »_4       *(*— 4)(»— 5)  *.»-* 
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welke  formule  gemakkelijk  bewezen  wordt ,  door  de  vormen 

(.+4)".  (•+j-r.  (-+7)-* 

te  ontwikkelen  en  in  elkander  te  substitueeren.  Dit  bewys 
wordt  overgelaten  aan  den  Lezer. 

Uit  het  voorgaande  zien  wij  dus,  dat  de  wederkeerige  vergelij- 
kingen van  den  graad  n  door  eene  eenvoudige  herleiding  terug- 
gebracht worden  tot  den  graad  \n  of  \n  —  f,  naar  gelang  n 
even  of  oneven  is  en  men  in  het  laatste  geval  te  voren  gedeeld 
heeft  door  x±\. 

Een  enkel  voorbeeld  tot  opheldering. 

Zij  gegeven  de  vergelijking 

2*«  —  3**  +  fe*  —  &r»  +  3a?  — 2  =  0, 

dan  vindt  men  na  deeling  door  x  —  1 : 

2a.*_a.»  -|-ar«  — a?  +  2  =  0, 

waarvoor  men  ook  schrijven  kan  : 

^+L)  -(.  +  !) +4=0. 

«n  door  hierin  a?-f-  -=y  te  stellen: 


X 

V  — 4— y  +  l  =  o, 

<Li. 

»*-*r-*-=0; 

waarnit 

y  z=.  f  of  —  1 , 

§  30—  1,  2.  42 

zppdat  men   eindelijk  x  kan  berekenen  door  de   vergelijking 

,,-y±^(y»-4) 

2 


$  30.   Over  de  ontbinding  van 

gebrokens  in  meer  eenvoudige. 

1.  Wij  nemen  aan,  dat  teller  en  noemer  van  het  gebroken 

f(x) 

z-j-l  geheele  rationeele  polynomia  zjjn»  gerangschikt  volgens  de 

afdalende  of  opklimmende  machten  van  hetzelfde  argument  x 
en  onderling  ondeelbaar.  Is  nu  het  polynomium  in  den  teller 
van  hoogeren  graad  4ap  dat  van*  den.  noemer,  dan  kan  men 
den  teller  door  den  noemer  deelen  en  men  krijgt  een  gemeng- 
den  vorm  zoodanig,  dat  de  teller  van  het  daarbij  behoorend 
gebroken  van  lageren  graad  is  dan  de  noemer.  Verder  hebbe 
men  hierb\j  in  't  oog  te  houden ,  dat  elk  polynomium  van  den 
«den  graad  ontbindbaar  is  in  n  tweetermige  vormen  van  den 
eersten  graad,  die  of  reëel  ^jjn ,  of  waaronder  zich  geconjon- 
geerde  imaginaire  vormen  bevinden,  wier  product  wederom 
reëel  is.    (Men  .vergelijke  §  5,  N°.  8  ,  10.) 

2.  Stelling.    Indien  <p(x)=0,  n  gelijke  wortels  a heeft , 
dan  is 

<p(x)        (avr-a)"        (x — a)*"*1  y(x) ' 

waarin  F(x)  een  geheel  polynomium  is  en  y(#)  geene  factoren 
(x — a)  bevat. 

Bewijs.  f{x) A        ,   /(a?> — Ay(x)  % 

yjï)  """"  (#—«)•        (f— ^"Vf*; 
opdat  nu  de  tweede  term  de  (»— l)ta  macht  van  (a>— «)  in  den 
noemer  bevatte ,  moet  ƒ  (ar)  —  Aip(x)  door  (p— a)  deelbaar  zqn 
en  ƒ (x) — Ay(x)=L0  een  wortel  a  hebben.    Men  heeft  dus: 

f(a)  —  A^a)  =  09 

waaruit  A  =  ^—-h 

y{a) 
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Omdat  f(x)  en  q(x)  onderling  ondeelbaar  zijn,  is  f(a)  niet 
gelijk  aan  0 ,  evenmin  is  zulks  het  geval  met  y(a) ;  derhalve 
is  A  eindig  en  geen  nul. 

Neemt  men  nu  I(x)  zoodanig ,  dat 

f(x)  —  Af{x)  =  (x—a)  F{x), 
*t  geen  altijd  mogelijk  is ,  dan  is  de  stelling  bewezen. 
3.    Stelling.    Indien  men  heeft 

q{x)  =  (x  —  a)*  (x  —  b)u (ar  — p)q , 

dan  kas*  4e  rationele  breuk  *Opx  ontbonden  worden  in  : 

q(x) 


/(*)-     A     +     *i      + 

5^)        (x—a)m  ~  (x—ay-i  T 


x—a 


+       *       +      **  + £=*       ' 

<a— ƒ)«    '    (*— p)«-i  ar— y 

+  *(•) 

voorin  4 ,  .ij  ,.....#,  Bj , £tW*y  «f  constant  zyn  en 

F(x)  eene  géheele  functie  w. 

Bewijs.    Stellen  wy  even  als  in  de  vorige  stelling  : 

v(x)  =  (x—a)my(z)P 
dan  is: 

ƒ  (»)        _      J*         ,  *[*) 

(ar— «)">(#)         (*— «}"         (»— «f"1^»)' 

*(*)  —       ^i  .  »'(«) 

<fi-»(ar)    _J„%  +  <P*-»(ar) 
(*— ff)y(ar)        ar — a  ^0*0    ' 


waarin  A ,  -Ai Am.1   constant   en    bepaald  zijn,  terwijl 

^(a?) ,  #'(ar) , . . . .  <F*~l(a?)  geheele  functiën  zijn.  Op  grond  van 
de  vorige  stelling  kan  A  geen  nul  zijn;  maar,  omdat  eenig 
polynomiuin  0{x) ,  $>'(#) . .  • .  deelbaar  kan  zijn   door  x—a , 
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kunnen  de  getallen  At ,  A% gelijk  aan  nul  zija.    Door 

substitutie  van  de  gevondene  waarden  in  elkander,  vinden  wq: 

ƒ(*) A        ,         Ay         ,         A%         , 

<p{x)  ~  (x—a)m  "*"  (0— *)*- *  "*"  {x—a)~*  "T  •  ••• 

a?— a  y/(*) 

Maar  fl»-^»)  _     fr»-  *(*) 

y(x)  (* — b)*o>(x)' 

derhalve  ook : 

^(ar)     —  (^3?  T  (a-4)--'  T  *  ■  'fm—o  ^      «(ar)    ' 

enz.  enz. 

waaruit  de  gestelde  formule  volgt. 

4.  Stelling.  Indien  x%-\-px-\-q  het  product  is  van 
twee  geconjungeerde  imaginaire  factoren  van  het  reëele  polyuo- 
mium  <p(x)  en  n  het  aantal  malen  aanwijst,  dat  het  trinomUtm 
x*  4"  Px  +  91  d*  deeler  voorkomt ,  dan  heeft  men : 

<p{x)         (x*+px+q)*         (*t+px+qr-1V{*) ' 
waarin  Pen  Q  standvastig  en  syn  en  F(m)  een  geheel  reëel  poly 
nomium  is» 
Bewijs. 

ƒ  (*)  -    r*  +  Q     ■  ./foM^+QM*) . 

q{x)        (x*+px+q)u  T    (*f+P»+ÖV*)  ' 
hierin  bepale  men  jP  en  Q  zoodanig ,  dat  de  tweede  term  van 
het  tweede  lid  deelbaar  worde  door  x%  -\-px  +  q*    Hiertoe 
neme  men  x  gelijk  aan  de  wortels  van  de  vergelijking* 

X*  +JW  +  q=s0i 
want  alsdan  is ,  indien  die  wortels  zyn  a-\-by—l  en  «— £|/— 1: 

waaruit  gevonden  wordt: 

derhalve : 

JPa+<2  =  ;i    en    2$  =  B, 
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omdat  A  en  B  eindige,  bepaalde  reêele  grootheden  zijn,  daar 

^(x)  niet  door  x%  -\-px  +  q  gedeeld  kan  worden. 

Hieruit  volgt  verder: 

■n       B         ~        Ab — Ba 
P=rTe„  Q=— j— ; 

zoodat  wij  eindelijk  kunnen  stellen: 

ƒ(*)  —  (**+ «»(«)  _  m 
x%  -f-  P*  ~h  9 
waardoor  de  stelling  bewezen  is. 

f(x) 

5.  Stelling.     Be    rationeéle  breuk ^-L     kan,     indien 

<p{x) 

<p(x)=z(x%-t-px-{-q)*y{x) ,  ontbonden  worden  op  de  volgende  wijze : 
/W  —      **+Q      4-      pt*>  +  Qi         . 

tPMTMi  JP,  Q,  Px  Qx reftï    en  constant   zijn,  terwijl 

F*"1  (x)  ook  een  geheel  reëel  polynomium  is. 

6.  Stelling.     Indien  q{x)  ontbonden   is    in    hare  feeele 
factoren  van  den  eersten  en  tweeden  graad ,  zoodat  men  heeft : 

<p(x)  =  (x—a)~(x— b)\...  (x*+hx+k)k  (x%  +  lx  +P)P  — 
dan  is  in  het  algemeen : 

^=rtx)+rJLr+,    A\ [  ■  +....isn  + 

q{x)         w       (H-«F       («^-«F"1  x— a' 

^  (jZZ^^(x-.b)^^  x—b^ 


•  •  > 


i"(#»+;a.+i,)/'  ^  (■„»+ te+j,)*-1       ' ' '       x*+lx+p 

+- •    '    • 

Aanmerking.  De  bewijzen  der  beide  laatste  stellingen  zjjn 
yerder  zoo  eenvoudig,  dat  ik  ze  gerustelijk  aan  den  Lezer 
durf  overlaten. 
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7.  Be  stellingen,  die  wij  in  de  vorige  N°s.  bewezen  bebben, 
stellen  ons  in  staat,  zoodra  wij  den  noemer  in  zijne  reëele  eerste-  l 
en  tweede-machtsfactoren  ontbonden  hebben ,  elk  reëel  gebroken  i 
in  meer  eenvoudige  te  splitsen.  Wij  willen  ze  thans  op  eenige  j 
voorbeelden  toepassen. 

Vraagstuk.     Men  vraagt  het  rationeel  gebroken 

fix)  _       4*3— 2fa 
^x)  —  x*—13x*+36 

in  eenvoudiger  gebrokens  te  ontbinden. 

Wij  stellen  om  dit  te  doen  den  noemer  gelijk  aan  0  en  vinden 
dan  voor  x  de  waarden  2 ,  —2 ,  3  en  —3 ,  zoodat  men  voor 
den  noemer  ook  schrijven  kan  : 

(*_2)  (*+2)  (ar— 3)  (*+3). 

Wy  hebben  derhalve : 

4s*-r26g       A      .      At      ,      At      |      A3 

s*— 13«J4-36  ~  x—2  "*"  x+2  "*"  a>— 3  "*"  s+3 ' 

welke  vergelijking ,  daar  het  tweede  lid  slechts  een  andere 
vorm  voor  het  eerste  is ,  identiek  is.  Men  heeft  dus  ook 
identiek : 


4s»  —  26a    =  4(a>+2)  (o?— 3)  (x+3)  + 

+  Ax{x—V)  [x— 3)  (*+3)  + 
+  4a(*— 2)(*+2)(*-ii-3)  + 
+  J,(*--2)(*+2)(*--3). 


Dewijl  deze  Vergelijking  voor  alle  waarden  van  x  moet  door- 
gaan ,  stellen  wij  achtereenvolgens  x  =»  +  2 ,  x = —2 ,  a?  =  -f-  3 
en  #  =  —  3,  daardoor  vinden  wij: 

— 2<U=  —  20,  2(Ut=20,  30^=30,  — 30^,  =^-30, 

zoodat  wij  eindelijk  hebben: 

4x»— 26*      =  _4 ,    _i ,    _i_    ,       1  _ 


**— 13a?a+36       #—2  ^  x+2  ^  x— 3  ^  x+3* 
8.    Vraagstuk.    if<?»  vraagt  het  rationeele  gebroken 

ƒ(*)  _  2**+4s*  — 3*»  —  12g»  +  148g— 44 

tf*)  x*+2s»  +  a>*  —  42*+36 

*»  eenvoudiger  gebrokens  te  splitsen. 
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Dewijl  hier  de  teller  van  hoogeren  graad  is  dan  de  noemer , 
deelen  wij  dezen  laatsten  op  den  eersten  en  vinden  dan : 

^M  —  9  *  4-  -*~7s»  +  12a?»  +  76a>— 44 
*(*)  "**  a>*  +  2a?»  +  x*  —  12a>+  36* 

Sporen  wij  nu  de  wartels  op  van  de  vergelijking 
a>*  +2x*  +  a>»  -42aj  +  36  =*0, 
dan  vinden  wij ,  dat  zij  t#ee  gelijke  wortels  2  en  twee  gelijke 
wortels  — 3  heeft;  zoodat  ons  nog  overblijft  het  gebroken 

—  7a?»  +  12a?»  +  76a?  —  44 
(a— 2)»  (a>+3)» 

in  eenvoudigere  gebrokens  te .  splitsen.    Daartoe    stellen   wij 
Identiek: 

-7a?M2a?»+76a?-44  _      A       ,     Ax    y       B  Bt 

(a?— 2)»  (a?+3)»  (*— 2)*  T  *_*  t  (*+3y  T  jq^j- > 

waaruit  wij  vinden : 

— 7a>»+12a?»+7«ff— U=[A  (*+3)*  -f- 

^(*-2)(*+3)» 
#(*~2)»-f-        ••••IA 

*i(*-2)>  (*+3) 

Stellen  wij  in  de  vergelijking  (A) ,  die- voor  alle  waarden  van 
X  doorgaat ,  x  =  2 ,  dan  vinden  wij : 

4a?+3)»  =  100 
of       ^=4. 

Trekken  wij  nu  de  vergelijking  4o?*  +24a?  +  36  =fca  A(x-{-3)* 
van  (j4)  ,  dan  vinden  wij : 

— 7*» -f  8*»  +  82»—  80  =  (4(0— 2)(s+3)»  + 

*  («-«O1  + 
At»-»)1  (*+3) 

en  na  deeling  door  (#— *2) , 

—  7a*—  6a?-f40  =  pT(*+3)1+  ......  (B) 

{^(0—2)^+3). 
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Dewijl  deze  vergelijking    wederom  identiek  is,    stellen  wjj 
daarin  0  =-  2  en  vinden  : 

A^w+8)*  =5  0 ,  dus  Ax  =  0. 

Trekken  wij  de  laatste  vergelijking  van  (B),  dan  komt  er: 

_  ixt  _  6a?  +  40  ==  B(x  —  2)  +  ^(a?  —  2)(a?  +  8), 

en  na  deeiing  door  a?  —  2 : 

Stelt  men  hierin  0  =  —  3,  dan  vindt  men|2?A:=s  1  en  door 
aftrekking : 

—  7a?  —  21!=#1(a?-f-3), 

waaruit  ten  laatste  door  deeling  gevonden  wordt : 

^=  —  7. 
Derhalve  is : 

f(x)  _  2a?8  -f-  4a?*  —  5a?»  —  12**  -f  148a?  —  44  _ 
<p(x)  xk  +  2a?»  -fa?*  —  12a? -f  86 

=  2a?  4-       4       4-  _!: L_ 

T  (a^=2jï  ^  («+3)3       0+3" 

9*    Vraagstuk,    if*»  waa^tf  in  eenvoudiger  gebroken*  te 
splitsen  het  rationeel  gebroken  .* 

f (x)  _      8a?3  4-21a?*— 15a?— 16 
9(0)  —  (0*— 2a?-f-5)(30*  +0+2)' 

Wanneer  wij  de  factoren  van  den  noemer  gelijk  aan  0  stel- 
len en  daarna  o?  oplossen,  zien  wij,  dat  beide  factoren  uit 
imaginaire  eerste-machtsfactoren  bestaan ;  wij;  stellen  derhalve : 

f(x)        8a?»+21a?>— 15a?— 16  Px+Q     ,     Pt*+Qi 

9(0)     (0*—  2aH-5X3**+0+2)      **— 2aH-5     3a?*-f-a?+2' 

Hieruit  volgt  de  identieke  vergelijking : 

80»  +  21«*  —  15o?—  16  =(/>a?  +  ö)  (3«*  +  a?  +  2)  + 
+  (^+Öt)(^-20+5), 

of  na  ontwikkeling: 
80*+2l0*— 150—  16=(3P0«+(P+3Q)a?*+(2P+Q)0+2Q 

(^•"-HQi— »i>i)«>+(5P1-2tti>H-5ö, 
welke  vergelijking  aanleiding  geeft  tot  de  vier  volgende  verge- 
lijkingen: 
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SP  +  i^S,   P+3<2+Gi—  2P,=21, 
*P+  Q  +  W.-2Q,  =-18,   2<?  +  BÖ1  =  -16, 

waarin  P,  P,  ,  Q  en   Q]  de  onbekenden  z\jn. 
Deze  vergelijkingen  oplossende,  vindt  men: 

i>=5,  0  =  2,  P1=~7en  Qt=  —  4; 
zoodat  men  eindelijk  heeft: 

8*»+2ls»— IBs— 16     _      B*+2      _      7»+4 
(s*— 2a>+5)(3**+*+2)  ~  0*_2s+5       3* >  +«+2* 
Aanmerking.     De  wijze ,  waarop  wij  de  coëfficiënten  door 
ecne  identieke  vergelijking  berekend  hebben  ,  noemt  men 
leerwijze  der  onbepaalde  coëfficiënten.     Het  gebruik  daarvan 
berust  zoo  geheel  en  al  op  de  bepaling  van  identieke  ver- 
gelijkingen ,  dat  ik   het  niet  noodig  achtte ,  daaraan  een 
afzonderlijk  hoofdstuk  te  wijden. 
10*     Vraagstuk.     Men  vraagt  in  enkelvoudige  gebrokens 
te  splitsen : 

+108O0*»+8905*+502O. 

(**-*+  5)3  ^+fcr+2)*  (*+l)3 
Voor  dit  gebroken  kan  meu  stellen: 
Ö=      ^*+£        ,        Cx+D  Ex+F     ,         Qx+H        , 

Jr)      (x*—x-+$)*  "*"  (**— *4-5)»  "*"  x*— aH-ö  "*"  (ar*+2»+2)*  "** 

daaruit  volgt  identiek: 

>         (^  +  #)0ri  +  ?*  +  2)J(*  +  l)a  + 

+16,«  'H-105^+298^  + 1  +(^+/>)(^-*+B)(^+?H-8..»(jr+.l)« 

W19S1#-  +3999*'  I  +(*H- W+W)  '(*2-*+6)3(*+D> 

7^+9371^+10800^ -ff      (*  +  *,  +  «)  (**-*  +  5)*  (*  +  l)'  + 
5*+502O.     ,  1  +  ,V(*'— a  +  5)3(*ï  +  2*-f2)*+ 

J      N(x*  —  a?  +  5)3(^  +  2^+2)2(*  +  l). 
Werken  wij  de  laatste  producten  uit  en  rangschikken  wij  die 
volgens  de  afdalende  machten  van  #,  dan  zal    men  evenveel 
vergelijkingen  verkrijgen ,  als  er  onbepaalde  coëfficiënten  zijn. 

IDe  verdere  bewerking  laten  wij  aan  den  Lezer ;  de  vergelij- 
kingen oplossende,  zal  hij  vinden: 
_       x+2  3s+7        ,  5 2  4 

*~(**+. 22+x)*     x*+2*+Z      (**— «+5)«       (*+.l)*  "^  x+V 
LD.  Alg.     II.  3 
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U.  Sifcltinfe.  -Eene  ndioneéle  br&tfc,  wier  noemer  uit 
reëel*  eersiemaofóitfacfcxen  èèsttwk,  kén  -decftts  op  ééne  dij  ze 
in  een  geheelen  norm  en  in  eenvoudige  breuken  gesplilst  worden. 

Bewijs.    Veronderstellen  wij,   dat  «ffii  op  twee  wijzen  in  een 

geheelen  vorm  en  in  gebrokens  gesplitst  kan  worden ,  dan  zon 
men  tvebben: 

Nemen  wij  nu  aan ,  dat  m^>  m'  maar  respectievelijk  de  hoogste 
machten  zijn ,  waartoe  (x — a)  in  de  beide  ontbindingen  voor* 
komt ,  dan  vindt  men : 

A      __  J  B 


••••  ^^^  j       » «_'  •• 


T{x)  + 


+té^+ p3p+ 'M- 

en  door  dit  tweede  lid  tot  den  zelfden  noemer  te  herleiden : 

A      fr(a?)  f     A       /ém     ^  4>(x) 

(x — a)m      (x — a)""1  y(x)  x  y(ar) 

waarin  <p(#)   en  ip[x)  polynomia '  zijn  en  v(a?)  nfet   deelbaar  is 
door  (* — ö). 

Uit  de  tweede  vergelijking  volgt,  dat  A  gelijk  is  aan  0, 
omdat  zjj  eene  constante  voorstelt  en  voor  x  =  a  nnl  wordt* 
A  kan  niet  gelijk  aan  0  zijn ,  derhalve  is  m  niet  grooter  dan 
m\ — Neemt  men  nu  aan ,  dat  nt'^m,  dan  komt  men  op 
analoge  wijzeitot  het  besluit ,  dat  Jt  s  0  is ,  enz.;  derhalve 
is  m  =*  m\  Be  wijl  nu  m  s=  w'  isf  volgt  uit  de  vergelijking  (,£) : 


waarin  y(«)  geen  factor  (*— a)  bevat.  Deze  vergelijking  is  iden- 
tiek ,  derhalve  is  ook : 

AsszAt: 
Trekt  men  nu  de  gelijke  eerste  termen  van  beide  leden  der 
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YOfgtl^kiiftg  (A)i  dan   bewast  men  analoog  de  gelijkheid  vatoi 

n  t  Je  t 

L — r    en     , 4=—?  ; 

derhalve  enz. 

12.  Stelling,  jgfefi  rationeel  gebroken ,  waarvan  de  notmer 
bestaat  uit  het  product'  tier  risee! e  J acteren 

£a*  êlec&ts  óp  éene  wijze  gesplitst  worden  in  de  som  van  ge- 
brokens van  de  vormen 

Px+Q  Fx+Q'  A 

(••-hP^Ky '  («H-f^jT1 ' J*11*)* :' 

Bewijs.  Voor  de  eenvoudige  gebrokens,  waarin  de  noemer 
een  vorm  van  den  eersten  graad  of  eene  macht  van  zoodan i gen 
vórm-TOorstéïl,  hebben:  wij  in  het  vorige  N°.  bewezen',  dat er 
slebbts  ééne  ontbinding  mogelijk  is.  Nemen  wq  nu  aan,  dat 
er  twee  ontbindingen  voor  de  andere  gebrokens  mogelijk  zijn , 
dan  is,  indien  n  en  n  de  hoogste  machten  zij*  en  »>#': 


en  na  herleiding : 

P*+ü       _  *fr) 

i  <^  +p*+ y)* '      (**+/ aH^)"- '  y(*) ' 

waarin  yi(#)  geen  factor  (tot-+px+q)  bevat. 

Uit  de  laatste  vergelijking    volgt  onmiddellijk  de  identieke 
vergelijking 

die  voor  alle  baarden  van  a?  moetende  doorgaan,  ook  waar  moet 
zijn  voor  de  waarden  van  #  uit  de  vergelijking 

**  -Jhpx  -h  q  =  0. 
'Dewijl  echter  deze- beide  waarden  in  't  algemeen  niet  kunnen 
voldoen  aan  de  vergelijking  Px+  Q  =  0 ,  kan  n  niet  grooter  zijn' 
d/tott';  eveneens  bewijzende  dat  n  niet  kleiner  kan  zijn  dan  »', 

i  3* 
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heeft  men  n  =  »'.  Dewjjl  n  =,  nf  ,  volgt  uit  de  vergelijking  (B) ; 
(P-P,  )*+((?-(?,)_  *'(*) 

enz.   Op  geljjke  wijze  doorredeneerende  als  in  het  voorgaande 
N0. ,  vinden  wy  : 

P  =  JPt  en  0=0^ 

Hierdoor  gevonden  hebbende,  dat  de  coëfficiënten  van  de 
breuken  met  de  hoogste  machten  in  den  noemer  gelyk  zijn , 
trekt  men  deze  van  de  veronderstelde  geigkheid  af ;  enz. 

Derhalve  is  er  slechts  ééne  ontwikkeling  mogelijk. 

13.    Indien  wij  de  som  bepalen  van    — en         * 

ar— at  x — a%  9 

dan  vinden  wij : 

Verder  is: 

J u        1        _i_       *       _      **—4 


a 


i 


+ —      *" — a       jl. 

a  %        x  —  a%        x% — Ax-\-B 


_      2**+9Atx+Bt      _  /t(£) 
*H-^t#M-  Btx+C  ~  f  (s) 
Deze  herleidingen  voortzettende,  vindt  men  voor  k  breuken: 

*-at    *-*,      M*-k     „&+J1sk-l+....JllX+Ak~f\*y 
Telt  men  bij  de  beide  leden  dezer  vergelijking  een  nieuw  ge- 
broken  ,  dan  vindt  men  dooreene  eenvoudige  herleiding: 

\  +      1  1      _  (H-l^-HJ/^ Bk  _ƒ,(*) 

x-at     *"*-ak     #-0*+1—  »k+1+Btxk+...Bkx+Bk+l~ fw 

Geldt  deze  herleiding  dus  voor  &  breuken  der  opgegeven  ge- 
daante ,  dan  is  zij  ook  waar  voor  k  -h  1  breuken.  Zij  is  geldig 
voor  8  breuken,  dus  ook  voor  vier,  enz.  Hieruit  volgt  door 
omkeering  de 

Stelling.     Indien  een  rationeel  gebroken  de  gedaante  heeft 
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van  ^,|V  •  en  f(x)  een polynomium  is  van  den  »deo  graad,  dan 
f  (#) 

kan  deze  breuk  gesplitst  worden  in  n  enkelvoudige  van  de  ge* 
daante . 

Stellen  wij  dus : 


+     i       \      — "•     I  1         •    •    •    •    —————   y 

f  \x)        x—ax        x—at  9 — au 

dan  is: 

ft(w)  =  (x—a%)  {x—d%) (r— an) 

+  (*-*i)  (*-«,) (*-*.) 

+ 

+  (#— at)  (*—  öj) (X ^ir-l)' 

Deze  vergelijking  identiek  zijnde ,  heeft  men  onmiddellijk : 

enz. 
Stelt  men  nu  in  bet  algemeen : 

y^)        a?— — fl|         * — #j 
dan  is: 

f[x)=Ax  (x—a%) (*— On)  +  A%  (*— *j) (*—«•)  + 

+  4,0— «j) (*— a^)  t 

en     ji  = /fei) 


^ 


(at — aa)  (a1 — a3)  ....  (a, — an) 

j  -  /(«») 

*  (*«— *l)(flJ— «»)  •  •  •  •  fel- O 

^  _. /K) 

(«»— *i)  (*—at)  •  •  •  •  Ov-*— t) 

dus  op  grond  van  't  voorgaande  eveneens : 

A  _  /K).  ^  _  /K)       ^  -  /fe) 

9i(«i)  9ifea)  *i(a«> 

Aanmerking.    De  ontbinding  van  rationeele  gebrokens 


in  meer  eenvoudige  breuken  vindt  hare  toepassing  hoofd- 
zakelijk in  de  integraal-rekening.  —  Vraagstukke^  tot  eigen 
oefening  komen  voor  aan  het  einde  va»  dit  deel. 


§  31.   Over  de  wederkeerige  reeksen. 

1.  Eene  reeks 

a0  -f-  aiv  +  atx*  -f-  a8*s  -f- a%%%  + , 

gerangschikt  volgens  de  geheele  en  opklimmende  machten  van 
het  argument  x9  noemt  men  wederkeerig ,  indien  .voor  alle  waar- 
den van  # ,  te  rekenen  na  een  bepaald  aantal  termen ,  de  coëf- 
ficiënt van  «*  Uitgedrukt  kan  worden  door  eene  zelfde  eerste- 
inaohtsvergelijking  tusschen  een  bepaald  aantal  achtereenvol- 
gende coëfficiënten  van  lagere  machten ;.  m.  a .  w.  indien  men 
heeft : 

«0^+«l  a—H-l +  ««-1  «*-l-f-«».flJ*  =  0 (I) 

waarin  m  een  willekeurig  geheel  getal  en  a0  ,  at a„  wil- 
lekeurige constanten  zijn.     De  vergelijking  (1)  npemt  men  de 
betrekkingssekaal  der  wederkeerige  reeks. 
Tot  voorbeeld  van  zoodanige  reeks  diene 

2  -j-  5.t  +  #»  —  9**  -  1 U*  +  7** 

waarvan  de  betrekkin gsschaal  is  : 

am  —  a+_t  -f  2an^t  =0 
oj      ö^r;  #«_,  —  2flW-.j, 

2.  Stelling.  Wanmer  eene  convergeerende  reek*  te  ge- 
lykertijd  teedezkeerig  %si9  is  de  limiet  Kprer  som  een  rationeel 
gebroken. 

Bewijs.  Zij  q>[x)  de  limiet  van  de  som  der  convergeerende 
reeks 

«o  +»i*  +  *i**  +a%x%  + (*) 

die  tevens  wederkeerig  is  en  wier  betrekkingsschaal  wij  voor 
alle  waarden  van  n ,  te  rekenen  na-een  bepaald  aantal  termen , 
voorstellen  door 
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Stellest  wij  nu  verder 

ƒ(*)==  «o** +  «,  a^*  + umm.i  x  -f-  a.  ; 

dewijl  f(x)  uit  een  bepaald  aantal  termen  bestaat ,  zal  het  pro- 
duct van  /(ff  en  q>(v),  volgens  de  opklimmende  machten  van 
9  gerangschikt;  van  den  term  #"  te  beginnen  ,  steeds  het  eerste 
lid  van  de  vergelijking  (2)  tot  coëfficiënten  hebben.  Het  prodnct 
bestaat  uit  de  som  van  een  eindig  aantal  termen,  gerangschikt 
volgens  de  opklimmende  machten  van  x  en  kan  dus  voorgesteld 
worden  dpor  VtC»)^  derhalve  hebben  wij 

of       *(*)  =  £« 

Ook  het  omgekeerde,  van  deze  stelling  is  waar. 

Indien  eene  ralioneéle  breuk  ontwikkeld  kan  worden  in  eene 
convergecrende  reeks,  gerangschikt  volgen*  de  opklimmende  mach" 
ten  van  het  argument ,  dan  is  die  reeks  weder keerig. 

Bewijs.    Is  gegeven,  dat  de  reeks 

convergeert  voor  zekere  waarden  van  x% 

«&  ƒ(*)  =  «*  +  «_i*  + <*o*"\ 

dan  is,  ondat 

j$}x /«=»(.) 

een  eindig  polynomium  i*,  zulks  ook  het  geval  met 

(«»  +  «*-i  *  + «o  *")  («o  +«1  *  +  «!**  + ). 

Derhalve  moet  de  coëfficiënt  van  #*  voor  waarden  van  n ,  die 
zekere  grens  te  boven  gaan,  gelijk  aan  nul  zijn.    Maar  deze 

« 

coëfficiënt  is 

en  dewijl  hij  steeds  gelijk  nul  is ,  is  de  reeks  wederkeerig. 

3.  Op  grond  van  de  voorgaande  stelling  en  het  omgekeerde 
daarvan ,  zal  het  gemakkelijk  vallen  om  een  gebroken ,  gerang- 
schikt volgens  de  opklimmende  machten  van  het  argument  9  te 
ontwikkelen  in   eene   wederkeerige   reeks  en  omgekeerd  eene 
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wederkeerige  reeks ,  waarvan  de  betrekkingsschaal  bekend  is , 
te  herleiden  tot  een  rationeel  gebroken.  Een  paar  voorbeelden 
zullen  dit  ophelderen. 

Vraagstuk.    Men  vraagt  het  gebroken *     ..  te  onU 

wikkelen  in  eene  wederkeerige  reeks. 

Stellen  wij  die  reeks  voor  door  A  -\-Bx  -(-  Ca?2  -(-  Dx*  -f- enz., 
dan  is  identiek 

>J^5..='<+*+<y +*»+»' 

en 

1—  *  =  [&t+22te-|-  2Ct?»  +2Dx*  +  2-Ea?*-f-... 

—  ZAx  —  36**  —  ZCx*  —  3Z)a?* 

-f-  5^fa?»  +  5jB*«  -f-  56a?* , 

waaruit  onmiddellijk  volgt : 

2^=1,  A  =  \\ 

2B  — 3^  =  — 1,  25  =  1,   ff  =  |; 

2C—  32?-f-5^  =  0,  2£=  —  {,   C=  —  |; 
2Z)  — 30 +  55  =  0,  22)  =  — V»  -^  =  — 1|;  enz. 
Wij  hebben  dus  de  reeks: 

2i4=p]-?=i+i*-**'-H** 

waarvan  de  betrekkingsschaal 

onmiddellijk  uit  den  noemer  der  breuk  wordt  opgemaakt.  Zoo- 
danige breuk  draagt  den  naam  van  voortbrengende  breuk. 

Vraagstuk.  Men  vraagt  de  voortbrengende  breuk  der  we- 
derkeerige reeks  6  +  11*?— 20a?2—  117*3  —  91**  4-631** t 

vier  betrekkingsschaal  am  —  2am^l  +  7^^-j  =  0. 

Uit  het  opgemerkte  in  het  vorige  voorbeeld  volgt,  dat  \vy 
kunnen  stellen : 

A+Bx       _ 
en  omdat  deze  vergelijking  identiek  is: 


,  _  6  +  11a?—  20*'  —  117*»  — 
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A  +  Bs  =  {6-\-lU—  20** 

_12ff_22ff* 

~j~  4/2/   •  •  •  •  • 

derhalve  i<  — =  6  en  B  «  —  1. 

4.  Eene  andere  wijze,  om  een  rationeel  gebroken  in  eene 
reeks  te  ontwikkelen ,  berust  op  de  ontbinding  van  zoodanig 
gebroken  in  meer  eenvoudige  breuken  en  op  de  toepassing  van 
het  binomium  van  Newton. 

Zij  bijv.  gevraagd  in  eene  reeks  te  ontwikkelen  het  gebroken 

oi""    ïo  T"  x*  4»  dat  WÜ  in  §so»  N°*  ï   vonden  gelyk  te 
oo  —  lo#*  -f-  a?* 

zijn  aan 

-  i  +  ii  +  i 


2— x        2+a;        8— ar         3+* 

ï^*+<'=»-(«+i-r,=i('-i+i!-p~^+-)' 

iy=(3-I)-.=3-.(.-|)-=4(.+J+|{+J.^+...). 

Hieruit  volgt  door  vereeniging  van  dezelfde  machten  van  $•: 


—  26a   -f-4.g»__ 
86— 13** -f-** 


2  Ta»     Tï«— i 

f.  -f.  *L  -f- -4-~ 


•   •   • 


waarvan  de  algemeene  term  is:  ar-r;  "+" 


Zal  deze  reeks  convergeeren ,  dan  moet 

^"^^  _  fflTV+'V^  kleiner  zyn  dan  4. 
2*»-i  "*"  3*" 
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Deelt  men  teller  en  noemer  door  81**"1 ,  dan  vindt  men : 

2*. 3*  'i  +  (i),"*",  :9' 

welke  vorm  voor  mz=z<x>  tot. limiet  heeft--. 

4 

Deze  reeks  zal  dus  convergeeren  voor  —  2  >#  >  2, 

Hadden  wij  dezelfde  methode  toegepast,  als  in  het  vorige 
vraagstuk ,  dan  zouden  we  gezien  hebben ,  dat  de  betrekkings- 
schaal  niet  uit  drie ,  maar  uit  vijf  termen  bestaat ,  waarvan  de 
1^  en  3^  macht  van  x  nul  tot  coëfficiënt  hebben.  Wij  willen 
die  ontwikkeling  hier  nog  eens  toepassen,  en  stellen  daartoe: 

*7-ï£  +',« =A*+ B** +c°i+ **+**+»«.  •  •  ■ 

waaruit  identiek  volgt: 

2Zx  -M**  =J  36Ar 4-3^*^+36 Or*+362)4f*+36E«84-36^r«.K 

—134**— 13B**— 13C««— 18D*«... 

en  dus:  364  =  — 26,             36£  =  0,  86C— 134  =  4, 
36D— .13if=0,       35^— 13C  +  ^  =  0 

Vult < men  nu  de  ontbrekende  termen  door  nullen  aan,  dan 
kan  m«n  voor  den  laatsten  vorm  ook  schrijven: 

36J0  +  0.2)  —  13C  -f-  O.B  +  A  =  0. 

Hieruit  zien  wij  dus  dat,  indien  de  noemer  geen  volledig 
polynomlum  is ,  men  de  ontbrekende  termen  in  de  betrekkings- 
schaai  door  nullen  aanvult ,  om  haar  terug  te  brengen  tot  de 
in  N*V  l  opgegeven  gedaante. 

Aanmerking.     Kan  de  noemer  van  het  gebroken  niét  in 
rcëele  eerstemachtsfactoren  ontbonden  worden ,  dan  slaat 
men  een  anderen  weg  in  om  het  gebroken  in  eene  weder- 
keerige  reeks  te  ontwikkelen.   Deze  handelwijze  vindt  hare 
plaats  bij  de  goniometrische  functiën.. 
5.     Stelling.     Bme  rekenkundige  reeks  van  de  nA*  orde, 
tóier  termen  respectievelijk  vermenigvuldigd  warden  met  ds.  meet- 
kundige reeks  1 ,  x,  x* , . . . .  levert  eene  wederkeerige  reeks. 
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Betoiji.    Nemen  w$  de  rekenkundige  reeks  van  hoogere  orde 

dan  zijn  4t0  ,  ^j ,  4t% ,  4t% ,...., 

^1^0  >   ^1^1  »   ^1*1*   ^1^3 » •  •  •  •  • 

de  achtereenvolgende  Ie,  2e,  8e «... .  verschillen,  waaruit  ge-, 
makkelijk  wordt  opgemaakt : 

4 \t0  =  ^j  —  db^-^zti  — ^|  —  tfj  -f-tf0=tfa  — 2^,-4-^. 
Eveneens  vindt  men : 

J,t0  =  tz  —  2t2+Stt—  t0; 

Jkt0  =  tk—  4t$  +  6<t  —  4*f  +  *0 ; 

Indien  men  deze  waarheid  alzoo  voor  de  «de  verschillen  heeft 
gevonden,  blijkt  zij  voor  de  (»+l)^e,  door  inde  vergelyking: 

de  waarden  van  ^n/,   en  /jni0  te  substituecren  en  daarna  te 
herleiden.  ^ 

Is  derhalve  de  reeks  van  de  (»— l)de  orde,  dan  zal  er  tus- 
schen  w  +  ^  achtereenvolgende  termen  het  verband  bestaan ,  dat 

tn  *—  -—  **_!  -f-  •  •  •  •  •  zfc  *o  -—  **• 

Is  nu  gegeven  de  reeks : 

to  +'i«-l-^^  +tsv'-h , 

dan  is  de  noemer  van  de  voortbrengende  breuk 

1  —«#-4-  *(""""%> -f-.. . .  ± «"  =  (1— x)\ 

Stellen  wij  den  teller  van  dat  gebroken  /(se) ,  dan  is 

iï^=zt9+tÈx  +  t%**+it9*  + 

waaruit  onmiddellijk  de  waarheid  onzer  stelling  voortvloeit. 

6*     Vraagstuk.    Men  vraagt  de  voortbrengende  breuk  van 
de  reeks: 
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\  +  Sx  +  27a*  +  64a*  +  125a?%  + 

Maakt  men  de  achtereenvolgende  verschillen  op  van  de  reeks : 

1,  8,  27,  61,  125 
7,  19,  37,  61 
12,  18,  24 
,  6,  6, 

dan  zien  wij ,  dat  zij  eene  reeks  is  van  de  derde  orde,  wij  heb- 
ben dus: 

(1 — r)* 

of  identiek : 

1  +  8*  +  27a;*  +  6ix*  -f  . . . . 

A     ,     ,    —  kx  —  32a?1  — 108*»—  ... 
A0+Akx+A^+A^=^  +  fal    +ièxt+9m„ 

_4*»  — 

Hieruit  volgt: 

40  =  1,  iti=4,  At  =  —  1  en  ^,=0, 

zoodat  men  eindelijk  vindt : 

1  +  8*  +  27*>  +  6U*  +  .  ,,.s<+4g~g>. 

Dewijl  dé  algemeene  term  van  de  opgegerveu  reeks  voorgesteld 
wordt  door  m%xm,mt  ,  zal  de  reeks  convergeeren  voor  alle  waar- 
den van  x  tusschen  —  1   en  -f-  1 . 


§  32.   De  exponentiale  funotiën  en  hare 

toepassing. 

1.  In  mijne  Theorie  der  Algemeene  Rekenkunde,  2<fc  Deel, 
pag.  180  sqq.,  wordt-  het  binomium  van  Newton  bewezen  voor 
geheele,  gebrokene,  positieve  en  negatieve  exponenten.  Dit 
bewijs  steunt  voornamelijk  op  de  leer  der  onbepaalde  coëffi- 
ciënten; thans  zullen  wij  ons  met  een  ander  bewijs  bezig  hou* 
den ,  dat  de  leer  der  convergentie  en  de  karakters  der  functiên 
tot  grondslag  heeft.  Het  voor  te  dragen  bewijs  is  van  Caüchy 
en  komt  voor  in  zijne  Coura  (FJnalyse,  1«  partie. 
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y  .%_     m  tt(n—j) 


2-     Stelling.     Indien  men  stelt  (»)  =  »,  (»)= t 

r^  —  f("-i){n-%  fo  _  »(«-l)(»-2).  .(«-*+!) 

(W) 1.2.3      --W—  4.     2.     3 «.      -- 

da*  w  ttwr  a/te  willekeurige  waarden  van  n  en  m : 

(m)  +  &)  («)  +  (*ï)  (i) +  {mfu  )  +  (n)  =  (m+n). 

Bewijs.     Indien  men  beide  leden  van  de  vergelijking : 

(£)+P)(») +£»)(*) 4-(^)*»!)+(*)=(w4-») 

vermenigvuldigt  met  — ~ — ZZJ:    dan  vindt  men .  omdat  men 
°         6  jo  +  i 

in  het  tdgemeen  heeft: 

,    » — r     r-f-4 
r+1  '  j»+l ' 
waario  r  een  willekeurig  getal  voorstel; ,  ook : 

r      P    1  2    ?— 1  2 

(«)  W  X  ,  ^--         (V-D^-i-i) + 

-*-£+7><v— 3 —^pï  («»)(») +^pi-(»X«). 

enz.     enz. 
Hieruit  volgt  door  optelling : 
r  p        r-1  1       ;-2  2  1    p-\       P~)m±n_v 

j(*M-(™)(»)+(*)M^ 

(W)  +  WW  +  (W)(*)  +  enz. 
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Maar  deze  vergelijking  kan  ook  voorgesteld  worden  door  : 

p           m-\-n — p         />+* 
(i»+*)  X '    .     =  (»»-[-»)  f  derhalve»  en».. 

Ia  dus  de  opgegeven  vergelijking  waar  voor  p  termen,  dan 
is  zij  zulks  ook  voor  ja+I  termen;  zy  is  waar  vpoj  p — J  , 
dus  ook  voor  jp=2f  voor  p=3i...  dus  in   't  algemeen. 

Uit  deze  hoofdeigenschap  der  biuomiaal-coëfficiënten  kannen 
wij  nog  verscheidene  andere  relatiën  afleiden. 

Analoog  met  de  in  de  stelling  aangenomen  notatie  is: 

,i  v  _  f(T-')(f-*)""(f-'  +  ",. 

\2/  i.     2.     3 p  ~ 

_  m(m— 2X^—4) (w— 2/>+2) 

—     2.    4.    6 fy 

Zoekt  men  nu  de  som  van  dei  reeks 

(=53>+(")(=^)+(-)(^)+ <->■■••«* 

waarin  «  een  geheel  positief  getal  is,  dan  wordt,  indien  k  eveneens 
een  geheel  positief  getal  is ,  de  algemeene  term  uitgedrukt  door : 

«— k 

w  {-%-)  • 

waaruit  de  achtereenvolgende  termen   gevonden  worden  door 
£z=0,  i  ,  2,  3  ....  «  te  nemen. 

Ontwikkelt  men  nu  de  waarde  van  iederen  factor ,  dan  is : 

»— * 

1.  2      3  ....  2*        A      2.        4  .  .  .  .  (2*-2t)  ~~ 

_  /«(m-2) ....(/»— 2*+2)  v  (m—i  ){m—3) (m-2k+ i)  v 

4.    3  .  .  .  .  2/r— *      *  "2:  4777772* —  * 


X 


2* 
1 


2.4.6 ('in— 2*) 


van 
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Of,  indien  men  teller  en  noemer  met  de  factoren 

(Bf-t  3)  (2*  +  3) . ...{%  —  3)j(2*  —  1} 

vermenigvuldigt , 

n — h 

""    i.  3 ïk—  1       A      2.        4 2*  A 

A       2.    4  (2«— 2*)' 

Aan  ds  drie  factoren  van  dit  product  kan  men  eene  andere 
gedaante  geven.  De  eerste  is  geheel  onafhankelijk  van  k,  wij 
stellen  hem  dus  voor  door  K;  de  tweede  is  de  ontwikkeling 

k  n — h 

(  — — )  ,  terwijl  de  derde  de  ontwikkeling  is  van  (    n~  \  ; 
wij  hebben  dus: 

9,        «— h  k  n—h 

r*  /w — 2k\  V  (m— 1\  /2* — 1\ 

W(-2-J  =  Z(^-)(-2-> 
Neemt  men  hierin  achtereenvolgens  h  =  0 ,  1 ,  2 ,  3 ,  dan 
vindt  men  de  som  der  opgegeven  reeks  (a)  gelijk  aan  S  stellende : 

^WXtK^(t)(t)-Kt)} 

en  djrgrfeiid'  der  belezen  stelling,  is  dirs: 

ê) + <->(#)•+  «(^) + 

_«i(w— 2)(w— 4)...(*— 2*-f-2)  v  ^(m-f2)..(OT+2«— 2)  _ 
1.    3:    5 2*— 1       A      2.    4    6.../J»       — 

_  t»»(m»— 2»)fo»— 4»).-.fm»  —  (2*— 2)»} 

—    1.    2.     3.    4 2*  (A' 

Boor  op  analoge   wijae   te    handelen,    vindt   men    de  som 
der  reeks : 
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^\"T/+'  H~r/+,M  *w)  ( — 8-^7+ W-W 

De  algemeenc  term  wordt  voorgesteld  door 

U(l\  (M— *2k~ i\ — »(»-*)-0«-g»)  v  fo-2M)...(»*-2*4-*) 

1  '  V        2       /""!.  2  ..(2M-1)       2.     4 . . . .  (2«-2*)   ; 

indien  men  teller  en  noemer  vermenigvuldigt  met : 

(2*4-3)  (2*4-8) (2*— i)  (2*4-1) 

komt  er  na  behoorlijke  rangschikking 

flEpK — !).....(»£ — 2*4-t)        (wg— 2)(ot — 4) (m — 2h) 

1.  3  ...  .  2*4-1  2.  4  SA 

(2«4-l)(ft— l).(2H-3). 
£  4      (2i— 2*) ' 

of ,   indien  wij  -} — ^-L — * — - \^-L  =  K  nemen  : 

J    1.     3  2«4-'l 

*  x  (=£)  ><  #)• 

Hierin  achtereenvolgens  k  =  0  ,  4  ,   2  . . .  stellende  ,   vindt 
men  voor  de  som 


« 


K\ — 2—; 

Die  som  voorstellende  door  S,  heeft  men  dus : 

a _  m{m-\) (m-V-t-i)  v  (m-{-i)(m-{-d)....(m+2*—i)  __ 

1.    3   .  .  .  12«+1)  2.        4 2»       "~ 

_  mOk»--!  »)(**»— 3*) {»»— (2m— 1)»}  .m 

—  ï.  2.  3.  4    5.  6 2/i.(2«4-l)       V  ' 

Door  op  dergelijke  wijze  te  handelen,  vindt  men,  dat  de  som 

der  reeks 

«— 1  1 

y,JL{\       A///— 3\   .        2f!~f  in— 2»4-i\   ,    *l         M 

(^=?)+w(-5-)+-  •  W  ( — S^J  +  i»),  •  W 

waarvan  de  algemeene  term  wordt  voorgesteld  door 

(„)  ^ j , 


(«)( 
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gelijk  is  aan: 

(»»»— 1»)Qk»—3»)Q»»— 5») ....  {,»>— (2»— 1)»}         (c) 
4.    2      3.    4.    5.    6 (2»)         '  '  l  ' 

Terwijl  de  som  van  de  reeks 

^)+^(^)+...V)1(^)-»-3S1.^) 

waarvan  de  algemeene  term 

2*+x  /w— 2t— 2* 

is,  wordt  uitgedrukt  door 

ro(m»— 2>)(w»—  4») {»»*— (2«)>|  ,m 

4.      2.  3 (ït+1)      [U) 

3.  Stelling,  ^oor  «Zte  waarden  van  x  tusschen —  1  en 
+  i  >  d.  u  voor  alle  waarden  van  x ,  absoluut  genomen  kleiner 
dan  4 ,  ts 

lim{\+^n)x+{n)xi+(^)x*+...  +  (m)xm+...}  =  (4  +  a?)\ 

Bewijs.  Wanneer  n  een  positief  geheel  getal  is ,  dan  is  de 
opgegeven  reeks  de  ontwikkeling  van  (1  -\"x)*  en  bestaat  alsdan 
uit  een  eindig  aantal  termen,  is  dus  daaraan  gelijk  voor  alle 
waarden  van  x.  Is  n  negatief ,  of  gebroken ,  of  negatief  gebro- 
ken ,  dan  is  de  reeks  eene  oneindig  voortloopende ;  wil  zij  dus 
tot  eene  limiet  naderen  ,  dan  moet  zij  convergeeren.  Nn  is  vol- 
gens §23,  6: 

»(»— *)(*— 2) {n—m-+2)[n—m+\) 

^  _(»)_*.    2.         3 m-\  m        **_ 

tm     ~  7-1  n(n—\){n—>2) (»— j»+2)     s"*"1  — 

W  4.  2.         3.  w— 4 

=  *■»+' «=(-1-4+1)* 

w  *  w  m/ 

Afgezien  van  het  teeken ,  nadert  deze  waarde  voor  mz:oo 
tot  x\  voor  de  convergentie  wordt  derhalve  vereischt  #<!, 

Laten  wij  thans  beproeven  de  limiet  op  te  sporen ,  waartoe 
de  som  van  de  termen  der  opgegeven  reeks  steeds  nadert,  en 


stellen  wij  daartoe  die  som  voor  door  p(«),  dan  ia,  de  eeor 
maal  aangenomen  notatie  gebruikende: 

q>[n)  =  i  +  (»)*  -f  (n)v*  +  (»;**  -f- (»)j?m+ («) 

en  analoog : 

*(')  =  I  -+>(*)*-  +  (*)*'  +  (fy*  +  •  •  ♦  •  W*"  +  •  •  •  •>•  (?) 
dus  op  grond  van  §25,  24: 

<r(»)  x  ?(*)  =  !+{  (»)+(i)W[(Jw^+(')l«,+ 

+  {(«)+(*X').+(i)A+A}*l  + (y) 

welke  reeks  nog  convergent  is  voor  alle  waarden  van  x  tus- 
schen  —  \  en  +  1 . 

Op  grond  van  d*  stelling  van  N°.  1  verandert  de  vergelij- 
king (y)  in 

v(«)X^)  =  i+(»  +  ^  +  (»  +  ^,+(w  +  ,')',,,+-.-'-ï 
terwijl  uit  (a)  of  (/?)  volgt: 

derhalve: 

9>(»)  X  ?(")  =  y(«  +  *)• 
Volgens   §  20,    9    is  deze    vergelijking   het   karakter   van 
<f>(n)  =  a",  ^(y)  =  a* ,  waarin  a  onafhankelijk  is  van  n  en  v  en 
dus  alleen  afhangt  van  x,  daarom  is 

11  s 

a"=  1  +  (n)®  +  (*)**  +  («)*'  +  en?» 
Dewiü  deze  vergelijking  doorgaat  vopr  alle  waarden  van  ft , 
kan  men ,  om  de  waarde  van  a  te  bepalen ,  n  z=z{  stellen ,  en 
vind*»,  dan : 

&  ~  1  -|-  X  % 

zoodat  men  eindelyk  heeft : 

(I  -f  o?)*  =  i  -f  (i>-f  (»)*»  +  (»)#*  + 

vooralle  mogelijke  waarden  van  n. 

Aanmerking.  De  in  dit  N°.  bewezen  stelling»  bekend 
onder  den  naam  van  het  binomium  van  Newton,  is  voor 
het  eerst  door  dezen  grooten  wiskundige  be vezen  voor  aHe 
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waarden  van  den  exponent  en>  heeft  daarom  van  hem  zijn 
naam  ontvangen.  Be  vorming  der  binomiaal-coefticiënten 
vindt  men,  bjj  B**eGSit624 ,  bij  Eermat  en  Pascal  4654. 
Het  algemeene  bewijs  van  Newton  komt  voor  in  zijn  brief 
aan  Li^otï  van,  2$  Oot.  4676.  Een  fraai  algemeen 
bewys  iA  va»  Eüler  en  komt  voor  in  de  Nov.  Comm.  Petrop* 
19  p.  103. ;  men  vergelijke  daarmede  Acta  Petrop.  V.  p.  89 
en  Nov.  Act.  V.  p.  52 ,  alwaar  de  algemeene  binomsaal» 
coëfficiënt 

n(n — !)(»— »2)  .  .  »  .  „  (n — aw-t-1) 
1.    2,     a w 

voorgesteld  wordt  door :  (w) , 
zpodat 

(5)=i, (i)=  ■ ,  (»)=^p.  (3)=^^2).  «* 

Het  in  den  tekst  medegedeelde  bewjjs  van  Cauchy  munjt 
boven   de  jneeste  andere    bewijzen  uit  door  gestrengheid 
va»  betoog,    ttet  %omt4n  Nederlandscbe  werken  voor  bij 
Lobatto  en  Smaasen. 
4.     Wanneer  de  reeks 

!  +  (!)*  -f  (£)*»  +  («>*»  + 00*"  + 

convergent  en  x  dus  eene  echte  breuk  is  t  dan  wordt  van  een 
bepaalden  term  te  beginnen ,  elke  volgende  term  kleiner  dan 
zijn  voorgaande:  want  nemen  wij  de  verhouding  tusschen  den 
(k  +  2)len  en  den  {k+l)-m9  dan  hebben  wij: 

\t)J+*    :(J)«*  =  J=*.<4, 

zoodra  k  eene  bepaalde  grens  te  boven  gaat. 

Wil  men  de  onnauwkeurigheid  aangeven ,  welke  men  begaat , 
door  de  reeks  ergens  af  te  breken ,  dan  kan  men  zulks  doen 
op  de  volgende  wijze. 

Nemen  wij 

(I  -+-  a?)"  =  i  -f-  »a?  f 

dan  is ,  de  onnauwkeurigheid  voorstellende  door  O : 


1 
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Het  laatste  lid  is  eene  meetkundige  reeks;  is  nu  de  reden 
x  <  1 ,  en  zijn  nenx  positief,  dan  is  de  onnauwkeurigheid: 


Schrijft  men  —  x  in  de  plaats  van  x ,  dan  worden  de  termen , 
die  de  oneven  machten  van  x  bevatten,  negatief;  breekt  men 
ergens  af,  en  heeft  men  bijv. 

(1 — a?)n=i  — nx, 
dan  is : 

0—(n)x*  —  j  (»)*>—  (»)**  [  —  ((«)*'  —  (2)sf  j— enz. 

dus  O  <C  («Ja?1 ,   indien  namelijk  ^p-#  <C  *• 

Neemt  men  in  't  algemeen  aan  >  dat  men  k  termen  van  de  reeks 
gebruikt,  en  stelt  men  de  termen,  die  op  den  Arden  volgen,  voor  door 

*         Je     a         Jc+\      u         Je  +  2 

*k+\x   »  h+&        »  '#+3*        

dan  is: 

h+\  **  +  **+2**+1  +  enz.  <  ^+1 A*  +x+jr>+**...); 
derhalve  de  onnauwkeurigheid : 

o^ï*±i** 


I  — x 

Door  soortgelijke  redeneering  zal  men  nog  vinden : 

1)    voor  n  -f- 1  positief,  x  positief  en  £>  ». 
De  onnauwkeurigheid  ligt  tusschen  de  grenzen 

(V«(.V{i-(i-i+*).}.. 
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2)    Voor  *+i  positief,  x  =  —  y,  y  positief  en  *>». 
Be  onnauwkeurigheid  tusschen 

h     Je  h  t 

(»)*,    en     (»)  * 


v      k  +  ir 

hier  is  alleen  sprake  van  de  absolute  waarde  der  onnauwkeu- 
righeid. 

3)  »  +  1  negatief,  k  zoo  groot ,  dat  absoluut  genomen : 

1  —  ^t-p  <  —  en  x  positief. 

K  -(-  1  X 

De  onnauwkeurigheid  ligt  tusschen: 

W«*«<J){t-(i--J^j).}. 

4)  Dezelfde  voorwaarden  van  3),  maar  x  negatief. 
De  onnauwkeurigheid  ligt  tusschen: 

(»)#    en  (») 


Aanmerking.  Men  vergelijke  hiermede  Baltzer's  -Bfc- 
menie,  §  23,  5  en  §  24,  5.  —  Voor  hen,  die  nog  moeite 
mochten  hebben  het  opgegeven  resultaat  te  vinden ,  diene 
het  volgende  bewijs  van  2). 

Do  onnauwkeurigheid 

„4)4+(<-i±iw«-£;)  ('-&>• +•-}  - 

de  tusschen  accoladen  geplaatste  reeks  is  kleiner  dan  de  reeks 


en  grooter  dan  de  reeks: 


,+('  -ï£M'  -$)>•-■•= ,.(tl.gv 

waardoor  het  gestelde  bewezen  is. 

5.    Het  ligt  voor  de  hand ,  dat  men  alle  binomia  tot  de  ge- 
daante (1  ±a?)  herleiden  kan.     Heeft  men  namelijk  (/*±#)* , 
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dan  kan  men  daarvoor  schrijven  A^  ( i  ±  ^ )  ;  stelt  men  daar» 

n 

nu  ±  -r-=  »,  dan  heeft  men  slechts  (1  +  *)  &t  denrie  macht 

te  verheffen  erte. 

Stelling.     2)*  biuomiaal-reeki 

12  Je 

a*  +  (f)**-1  b  +  (n)an~2b2  + . . . .  -+-  {n)an"kbk  + . . . , 

welke  in  het  oneindige  voortloopt ,  wanmer  n  geen  geheel  poè&ief 
getal  is,   convergeert,  indien  Va>^# 

Bewijs*  Om  deze  stelling  te  hetoógen  ,  willen  wij  eerst  be- 
wijzen ,  dat  elke  reeks  convergeert ,  indien  een  volgende  term 
gelijk  is  aan  ,  of  Kleiner  is  dan  de  helft  des  voorgaanden  term?. 
Laat  bijv.  gegeven  zijn  de  reeks 

t0f  ti9  t±,  tt enz. 

die  deze  eigenschap  heeft ;  dan  is ,  indien  elke  volgende  term 
gelijk  is  aan  de  helft  des  voorgaanden  en  wij  de  som  van  k 
termen  voorstellen  dooï  8: 


2 


welke  waarde  voor  h  =  00  tot  limiet  beeft  2  t0 ;  de  reeks  is  dus 
convergent.  Was  elke  volgende  term .  kleiner  dan  de  helft  van 
den  voorgaanden ,  dan  zon  de  reeks  nog  zooveel 'té  meer  coffvw 
geereo.  —  Indien  w\j  dus  verder  bewezen,  dat  absolnut  genomen, 
k  *4-l 

K»)<f****>  (*)  aw-*-V+\  mits  f  a>b9 
dan  is  de  opgegeven  stelling  bewezen.    Nemen  wij  in  de  eerste 
plaats  *  =  — p9  dan  is; 

h  k 

(«O^-V^f+^l)*»-^**  ert 
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Omdat  |>  e  >  £,  is  ook : 

Is  nu  de  (*+l)de  term  van  de  binomiaalreeks 

tk=(n)a*-kbk9 

en^+1=U)V~^1^+l, 
dan  is,  zoodra  n  negatief  en  gelijk  aan  —  p  wordt: 

v  P+k- 
x  F+ï* 

das  ook: 


|  ^  >  (^#—  1)  a-*-*-1è*+l ; 


en  oméat 


iL-4-1 
^=-_  ,voor*  =  oo, 

k 
de  eenheid  tot  limiet  heeft  : 

Voor  »  negatief  convergeert  dus  de  reeks  in  de  latere  termen. 
Neemt  men  voor  n  een  positief  gebroken  getal ,  bijv.-£- ,  dan  is 

*       q.     tq.     Sq kq  * 

Uit  ;|a>*  volgt: 
T0.    2^  ...  ty  ^.     2y  .  .  .  fy 


1 

{  3»— 5.  72 

Maar  omdat  voor  *  =  oo : 

tg—p       *-t-l  *      l-f-1      . 

lm$+Tjq= ~q =«' 

heeft  men  ook 

Is  *  een  negatief  gebroken  getal,  bijv.  —  2L,  dan  is,  om* 
dat  ^  0  >  & , 

T  ?.      fy.      3? ty  q  -> 

f(^  +  g) *-H*-i)g„-  t^V*1 ; 

#.     2# £? 

maar  omdat: 

,  _iü»+g)(?+gg) {/>+(*-i)?l  -f- y, 

*       ?.       ity.       3? fy  ö      H 

en 

p+kq        k+L        k-\-iq 
lim  (k+\)q  = q V0°r     =  °°  geli^k  iö  aan  * 

De  laatste  termen  der  reeks  vormen  dus  voor  negatieve,  ge- 
broken e  en  negatief  gebrokene  exponenten  eene  convergente 
reeks ,  de  geheele  reeks  zal  dus  convergent  zijn. 

Aanmerking.      Dat  de  reeks   convergent    is,     indien 
t^  >*k+i*  vo^  °°k  onmiddellijk  uit  §  23,  6,  want 

...*"H  =  |<  1.    Met  de  bewezen  e  stelling  vergelijke  men  nog 
ên 
J.  Bootz  ,  Memente  der  Algem.  Arühm.  T.  II ,  p.  144. 

Men  kan  de  reeks,  die  uit  de  ontwikkeling  van  (l -+-#)" 
voortkomt,  nog  sterker  convergent  maken,  door  baar  te   ver- 
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menigvuldigen  met  1  -|-  vx  en  dan  aan  v  eene  geschikte  waarde 
te  geven.     Zulks  doende  vinden  wij  achtereenvolgens : 

(1  +  ,fti  +  VX)  =  i  +  (Jy,  +  (ij,i  +  fcxt  + 


.  1  %  9 

+  w?  +  (*)«**  +  (»)«?•  +  («)»«*  + 


=  l  +  (»+*)#  +  {  (»)  +  (»)»}*•  +  {  (»)  +  (»)*  }a>3 
Stelt  men  daarin  nu  {  (»)  -+•(«)»$  gelijk  aan  nul ,  dus: 
„  =  -«_=!    en    .  +  .=  •£. 

(»)+(»>  =  -  Ï±1(J) 

dan  vindt  men: 

(i^K1-£ï!')  =  l+=Ti'-TiAT  + 

en  indien  *  eene  kleine  waarde  heeft: 

(H-*)*= -1—, 

dewijl  in  Jat  geval  de  hoogere  machten  van  x  kunnen  verwaar- 
loosd worden.  De  onnauwkeurigheid,  die  hierdoor  begaan 
wordt ,  is  natuurlijk : 

2     Wj  + 


1 rx 

Moet  men ,  om  deze  laatste  formule  toe  te  passen ,  den  derde* 
machtswortel  trekken  uit  5  ,  dan  heeft  men  de  volgende  be- 
werking : 

1^5  =  i^(4,99144aé29  +  0.00&556171)  = 

=  1,709  Wl  H-   m*m  ) ; 
'        ^V    ^499143829/' 

Th.  ».  Alg.    II.  4 
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derhalve:  «=    85561^      „=1, 

499143829*  *' 

1+V«  =  U99U43829  68 

n— 1  149828*7658 

1 _. 

dus      1^5  =s  1,709  X  1,000571063  =  1,70997594667  , 

waarvan  de  laatste  decimaal  nog  nauwkeurig  is. 

6.     Stelling.     Foor  alle  waarden   van  *,  reëel  en  ima- 
ginair ,  heeft  men  ,  indien  m  oneindig  groot  teordt : 

lm(l+—Y—l  +  x+—+—+— henz. 

Bewijs.     Wanneer  —  <  1 ,  dan  heeft  men  : 


\        m'  \       w/1.2       V        »A        m/1.2.3 

+  (i_±)(i_l)(i_£Uïi_  + =i+#+£ 

\        m/\       m/\       «/ 1.2. 3.4  1.2 


-4-  —  -f-  — *—  -4- 
T  1.2.3  T  1.2.8.4  T 


41. 

omdat  Jm»  --,  voor  »  eindig  en  m  oneindig,  gelyk  is  aan  0. 
tn 

Is  nu,   absoluut  genomen,—--  <,!  en  schryft  men: 
dan  is  de  onnauwkeurigheid : 

o-r  *t+l    ,    **+2    ,        **+* 

Li  ,2...(*+4 ) T 1 .2...(A-f  2)  ^ i.2..^*-|-»») 

*r     **+l      ii  j-_£_  -l.     •'     j.        1 

^*  i.2...(*-H)  1        *-M       (*+ÏF  "*" ) 

1.2...(*+1)  *  ! •  J- 


.  .   » 
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Neemt  men  nu  hierin  k  oneindig  groot ,  dan  wordt  de  on- 
nauwkeurigheid ,  die  geheel  onafhankelijk  is  van  m9  gelijk  aan  0. 
Men  heeft  dus: 

volkomen  nauwkeurig,  wanneer  &=oo  is. 
Stelt  men  *  =  I ,  dan  volgt  hieruit  nog : 

7.    Stelling.  Mi.  ^  2  +  ^+^+^+.... 

voorstellen  door  e ,  <&i*  w 

e.=4+..+  0  +  __3+ __  + 

voor  alle  eindige  waarden  van  x. 

Bewijs.  Voor  alle  reëele  of  imaginaire  waarden  van  x  en  y 
heeft  men: 

(•+•+6+1x1+-)  (*+'+fi+&+~)= 

=  !+*+   fi     +   m    +  lOT   + 

+y-*"T'T  +  0*  l  +  rü*T  + 

+      0+ TÏS  +  O"  £5  + 


■       y*       i    *    _y*_j_ 


4-        y*         -4-     .... 

-ii-pt-WT    fjj     ^1.2.3^1.2.3.4^ 

4* 
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Schrijft  men  in  <f(x)  =  i  -f-  *  -f-  ï~.  -\-  .-^-5  -f"  enz. 

1.2  l.Üs.O 

x  +  y  voor  <*,  dan  heeft  men : 

derhalve : 

Volgens  §  20,  9  volgt  hieruit: 

*'  i-r*-r-12  -r  5^5  -r  i234  f 

Stellen  wij ,  om  hierin  de  waarde  van  a  te  bepalen ,  x  =  1  , 
dan  hebhen  wij: 

*  =  l  +  l+U  +  ïM  + =*; 

derhalve : 

*  =1  +*  +  0  +  Ï7I73  +  f7IT37ï  +  enz* 

Dewijl  de  relatie    q>(x)  X  q>(y)  =  <p{x-\-y) 
ook   doorgaat,    indien  men  voor  *  en  y  imaginaire  waarden 
neemt,  heeft  men: 

eveneens :        ^X«"x/  =  ^+'  =  ^ 

en  algemeen  [e*)v  =  evx  =  {ev> , 

zoodat  de  eigenschappen  voor  geheele  positieve  exponenten  ook 
doorgaan  voor  imaginaire. 

Om  deze  eigenschap  heeft  men  de  reeks  4  +  x  + h  enz. 

1  2 

de  exponentiaal-reeks  genoemd.  (Vergel.  Johannis  Bebnoulli 

Opera  Omnia.  T.  I»  pag.  179.  Principia  calculi  exponentialium,) 

Het  hier  gevoerde  bewijs  komt  voor  bij  Cauchy  ,  Anal.  algébr. 

VI ,  §  4  en  bij  Baltzer  ,  El.  §  25. 

8.     Stelling.     Wanneer  x  een  reëel  of  imaginair  getal 

voorstelt ,  kleiner  dan  of  gelijk  aan  1 ,  dan  is 

log  (1+*)=,-^  +  *±  —  *±  +  en*. 
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Bewijs.    Voor  alle  positieve  waarden  van  y  is  e9  >  1 ;  stel- 
len  wij  dus  *y  =  4+*,  waarin  —  4  <a?<of=4,  dan  is 

Verder  is: 

(**)*  =  (i-Hc)*  of  ^«  =  (4-^)*, 
waaruit  onmiddellijk  volgt: 


deze  vergelijking  is  identiek ,  zij  geldt  voor  alle  waarden  van  n , 
dns  ook  voor  n  =  0  ;  schrijven  wij  voor  de  laatste  vergelijking  : 

y*    ^4.2^4.2.3^     >         ^4.2     ^   4.  2.  3       +"~ 
en  substitueeren  wij  daarin  n  =  0,  dan  vinden  wij: 
y-^elog{\+x)  =  x  —  \x*  +£#»  —  ^r*  +  enz. 
Voor  a?  =  4  vindt  men : 

'%  2  =  4  —  \  +  4  —  |  -f  enz. 
Voor  x  =  — •  4  : 

elog  0  =  —  1  — ^  —  4-  —  ^  —  enz.= —  oo  . 

Aanmerking.  De  hier  aangehaalde  reeks  is  van  Nicolaas 
Meecatob:  Logarithmoiechnia  4668.     Het  hier  gevolgde 
bewijs  is  van  Halley,  Phüos.  Trans.  4695.  Vergelyk  ook 
Baltzer,  Lobatto  en  anderen* 
9*     Volgens  het  vorige  N*#  is: 

elog  (4  +  x)  =  •  —  1  *%  +  y  b*  —  t  #  *  +  enz. 
*%(1  —  a?)=r=  — a?  —  |a?*  — |o?8  — -Ja?*  -~enz. 
derhalve : 

%g{\+x)-elog(\-x)^elo9\^x- 
2(*  +  |a?»  -f  |*«  -f  Tar*  +  enz.)     .     .     .     .     (a) 

Vervangt  men  in  deze  reeks  x  door ,  d .  i.     "^  door  *t-Ll , 

2f*+^  1—5»  ff 

dati  heeft  men: 
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AA 

Stelt  men  in  (a)  s  =  j-     .     ■>  dan  vindt  men  nog: 

Neemt  men  in  de  laatste  reeks  n  =  2,  0  =  1 ,  en  gebruikt 
men  het  onderste  teeken ,  dan  is  : 

«%(«+l  )=2  <%«-  »Av(»-l)->{  jsnzr  +  *(ü*=ï)'+ 

+*(ïiLïY+ } (,) 

De  formule  {§)  is  geschikt ,  om  den  logarithmus  van  een  ge- 
tal te  vinden ,  indien  de  logarithmus  van  het  voorgaande  be- 
kend is.     Men  stelle  slechts  v  =  1  en  u  =  1  en  men  vindt : 

elog2  =  2{|  +  i .  (t)«  +  | .  <*)•  +  enz.}  ; 
voor  v  =z  1  en  t»  =  2 : 

<%8  =  '%  2  +  2{i  +  i .  (*)«  +i .  (i)*  +en*.}. 

enz.  enz. 

De  reeks  (d) ,  welke  sterker  convergeert  dan  (/?) ,  is  bijzonder 
geschikt  om  den  logarithmus  van  een  getal  te  berekenen ,  wan- 
neer de  iogarithraen  van  het  onmiddellijk  en  laatstvoorgaande 
getal  bekend  zijn. 

Om  uit  deze  for muien  voor  de  0-logarithmen  formules  af  te 
leiden  voor  het  stelsel ,  waarvan  a  het  grondtal  is  t  stellen  wjj 

a* =  *^ '  =  z; 


dan  volgt  daaruit  : 


x  =alog z ,  y  =  elog z  ,  x  elog  a=y; 
dus  a log  z  -^  x  elog  a , 

of  .  =  «***  =  3££=-L-X  *logz. 

elog  a       elog  a 
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Men  moet  dus  de  elog  met  een  standvastig  getal ver- 

elog  a 

menigvuldigen  om   de  alog  te  vinden.    Dat  standvastig  getal 
beet  modulus  en  wordt  gewoonlijk  voorgesteld  door  M. 

Is  0=10,  dan  is  —L- =  0,43429448  ;    het  is  met  dat 

*log  a 

getal,  dat  men  de  Neperiaansche  logarithmen  moet  vermenig- 
vuldigen ,  om  de  Briggiaansche  te  vinden. 
Om  de  uitdrukking  a*  in  eene  reeks  te  ontwikkelen,  heeft  men: 

«*=  [ff09  a=\+x.elog  a-f-ïl  {'log  a)*+ -ïL,  ('%a)»+enz. 

1.3&  l.«.u 

=  l  +  M  +  TIM*  +  1.2.3M «  +    '    *     "   W 

Eene  zeer  sterk  convergeerende  reeks  ter  berekening  van  de 
logarithmen  van  de  natuurlijke  getallen  vindt  men  op  de  vol- 
gende wijze: 

Stel  in  de  formule 

*±*  =«,  dan  i.  .=  C=l.  en  men  heeft: 
1— 0      *  v+1 

Zij  verder  y  —  £-t  dan  is  v — 1  =  2^^  en  y+i  =^t£ ; 
*        q'  *  q  <L 

derhalve : 

Nemen  wjj  nu  verder  p  =  **  —  25#*  =  a?*(a?-j-5)  (o? — 5) 
en  0=s*-23**+144=<ff  *^  • 

dan  gaat  de  laatste  reeks  over  in : 

....         *'(H-8X— 5)  _ 
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(      alog(x  +  S)+alog(x—  3) 
*log  (a?-f  5)  =  <  +  « log  [x  +  4)  -f  alog(x — 4) 

\—alog\x—t>)—$alogx 


(®) 


Stelt  men  hierin  «  =  10009  dan  kan  men,  indien  men  de 
logarithmen  tot  1004  kent,  de  volgende  benaderen  en  wel  omdat 


Tt»*— 25**+72j 


=  0,  00000  00000  00000  00000  00000  00000  11 , 

tot  dertig  mantissen  nauwkeurig,  door  slechts  een  term  der  reeks 
te  gebruiken,  indien  namelijk  de  log  van  996,  997 ,  1000,  1003 
en  1004  in  30  decimalen  gegeven  zijn. 

Dewijl  2  M  _*?__  =  0, 00000  00000  62,  kan  men 

door  het  weglaten  der  reeks  de  log  tot  in  10  mantissen  vinden. 

Stelt  men  p  =  x*(x*— 49)*  =  **(#—  7)*(«4-7)*  , 
en  q=zx*  —  98a?*  +  2401*8  —  14400  = 

—  (#•— 9)(*«— aB)(p*— 64), 
dan  vindt  men  na  behoorlijke  herleiding : 


*%(*+S) 


T  "    •    -94** +2401*»— 7200 

Aanmerking.  Aangaande  het  gebruik  der  logarithmen 
enz.  ra  idplege  men  mijne  Theorie  der  Alg.  Rekent.  I,  p.  247, 
II,  p.  186. — Bij  de  historische  aanteekeningen ,  die  daarin 
voorkomen,  kan  men  nog  voegen,  dat  Abraham  Sharp,  een 
Engelschman  f  1742 ,  de  logarithmen  van  alle  piïemgetallen 
van  1  tot  1100  en  van  999981  tot  1000015  berekende  tot 
60  mantissen.  Wolfram,  een  Hollandsen  artillerie-officier, 
berekende  de  logarithmen  van  alle  priem  getallen  onder  de 
10000  tot  48  mantissen.  Tijdens  de  Pransche  republiek 
werd  er  besloten  een  groote  logarithmentafel  uit  te  geven , 
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die  de  logarithmen  zou  bevatten  der  getallen  van  1—10000 
met  19  ,  van  10000  tot  200000  met  14,  de  log.  vanden 
sinus  van  -nnAnrr  van  een  quadrant  met  14  mantissen  enz. 
Notice  sur  les  grandes  tables  logarith.  el  trigonom,  calculées 
au  Bureau  du  Cadasfre,  An.  IX.  Verder  zie  men  :  Scriptor  es 
Logarithmici ,  or  a  Colltction  of  several  cutious  tracts  on 
the  nature  and  Construction  of  logarithmus  London  1791 , 
uitgegeven  door  Francis  Maseres  en  Thibauts  Eistoria 
controversiae  circa  num.  neg.  et  imp>  logarith,  Gott.  1797. 
Vergel.  Klügbl  i.  v.  Log.  —  De  formule  (B)  is  van  Haeos 
en  komt  voor  in  de  Instruction  abrégée  sur  les  nouvelles 
mesures,  avec  des  talles  derapports  et  de  rcduction.  Yergel. 
Gaenier  An.  alg.  p.  222.  —  De  formuien  (0)  en  (&')  komen 
zonder  bewijs  voor  in  Smaasen's  Hoogere  algebra ,  pag.  95. 
De  eerste  reeks  wordt  daar  aan  Borda,  de  tweede  aan 
Lavernede  toegeschreven.- 

10.     Vervangt  men  in  de  exponentiaal-reeks  x  door  ?*,  dan 
kan  men  schrijven : 

e    =1         +*  T2         +*  UM 


•    •    •   .    • 


Stelt  men  de  eerste  reeks  voor  door  c(x)  en  de  reeks: 

^¥    1.2.3  ^  *  i.2.3.4.5  ^ 
door  «(*) ,  dan  heeft  men  : 

e**z=ic(*)  +  Qt{x) (A) 

Verandert  men  in  deze  reeks  g  in  —  p,  dan  behouden  alle 
termen  van  de  reeks  c(*)en*(»)  hetzelfde  teeken;  alle  termen 
van  de  reeks  q  s(x)  krijgen  het  tegengestelde  teeken,  derhalve: 

e~**=c(x)  —  qs(*) (B) 

Uit   de  formuien  (A)  en  (B)  volgt 
door  optelling: 

_fü±£ü=^)  .:......   (C) 


e2«* 


f  SS  —  11.  82 

door  aftrekking: 

o*        -ar 

^-^=<-)"    « M 

door  vermenigvuldiging: 

{«M}1  —  91  {<*)y  =  l  ......     (E) 

door  deeling  r 

Iqv  _  c(^)  +  g»Q) /F) 

c(x)  —  Qs(x) 
De  laatste  formule  kunuen  wy  verder  uitwerken.  Wij  vinden 
namelijk: 

«(*) 

el  na  deeling  door  2g  en  door -44= t(x)  te  stellen,  mits  qt{x)  <1 : 
x  =  t{x)  +  ^  K*)] »  +  ^  [<(*)] ■  +enz. 

11.    Uit  eKX™  —  e         J  —  e      Xe\ 
rolgt  analoog  met  het  voorgaand  N°. 

c(»+»)+e<*+y)=[c(*)  +  e<*)]  MjO  +  *<iO]  •  •  (G) 

en  ,  indien  men  hierin  9  vervangt  door  — ?  : 

Hieruit  volgt  door  optelling : 

c(v  +  y)=ic{x).c(y)  +  Q%8{x).6(y) (I) 

door  aftrekking: 

<*+*)  =  «(•).<*) +  <*M») (K) 

Omdat  («**)"  =  e***  =  {*yf  is  ook: 

W)  +  *<«)] ' = <W  +  efaiO = Wy)  +  tiiïy  •  •  W 
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en  door  hierin  ?  te  vervangen  door  —  g : 

[<*)  —  w(x)Y  =  c(xy)  —  Q»{xy)=  [>(y)  —  ?s(y)]'  .  .  (M) 
Hieruit  volgt  door  optelling  : 

4,)=  W+^+H»i-^ïl'  . . . .  (N) 

en  door  aftrekking: 

^T)  -  ra*) + t*n  *  -  ra»)  -  rt*)i y . . . .  (0) 

2g 

Isy  een  positief  geheel  getal,  dan  kan  men  de  formules  (N) 
en  (O)  zonder  eeriige  voorwaarden  volgens  het  binomium  van 
Newton  ontwikkelen ;  voor  elke  andere  waarde  van  y  heeft  men 
nog  te  voldoen  aan  de  voorwaarde  Qt(x)^l. 

Aanmerking.  Op  deze  f or muien  komen  wij  in  de  vol- 
gende §  terug.  Tevens  zullen  wij  aldaar  gelegenheid  heb- 
ben het  verband  te  leeren  kennen,  dat  er  bestaat  tusschen 
goniometrische ,    exponentiale  en  logarithmische  functiën. 


§  83.   Goniometrische  functiën, 

1.     Stelling.     De  limiet  van  sin  d:  d  voor  lim  ó  =  0  is  één. 
Bew\J8.    Indien  d  een  boog  voorstelt  <L\n,  dan  is  J> sin d 
en  d<^  tango,  derhalve  beeft  men: 

sin  J 


ê 

derhalve : 


<1      en 


sin  d    ^  smÓ       - 
tang  o  ^     o 

M  ^sin  d 
cos  °<-j -» 

^  sin  d  ^         M 

(1) 


De  waarde  van  sin  S:d  ligt  dus  tusschen  1  en  cos  S ;  maar 
cos  d  nadert  voor  afnemende  waarden  van  d  tot  1 ,  derhalve: 

Um  ü^-  =  1  voor  afnemende  waarden  van  d  [lim  d  z=:  0] . 
o 

Omdat  verder: 
lm^=  Um$tW*Xcos  dl ,  en  lim  cos  *=1,  voor  lim  fc=0 ,. 
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heeft  men  ook: 

lm  tSÜ%l  =  1 .   (2) 

Stelt  men  in  de  vergelijkingen  (1)  en  (2) : 
*m  dzrzd\  dus  J  =  boog  sin  d';  tang  J=  d' ,  dus  ê  zzzboog  tang  9% 
dan  is  nog  : 

lm  b00<>  «*  *'  =  lm  h00<>  *""  *■  =  1 .    Voor  lim  »  =  0. 

Aanmerking.    Deze  fraaie  bewijzen  komen  voor  in  Oscar 

Schlömtlcr's  Handbuch  der  Diff.  u.  Int.  Rechn. 

%     Men  vraagt  de  Jvnctie  q>(x)  zoo  te  bepalen ,  dat  zij  tus- 

êchen  twee  willekeurige  reëele  grenzen  van  x  continue  blijft  en 

voor  alle  reëele  waarden  tan  x  en  y  voldoet  aan  de  vergelijking : 

<p(» +  y) +  <*(*— y)=W*)<i>(y) (K) 

Schrijft  men  in  de  vergelijking  (K)#=y=0,  dan  vindt  men 
onmiddellijk  g>(0)  =  1 ,   schrijft  men  a?  =  0,   dan   vindt   men 

1>{ — y)==^(y)«  dus  °°k  9>(*):z=9)( — *)•  Omdat  de  functie 
tusschen  alle  reëele  grenzen  continue  is ,  kunnen  wij  a  zoodanig 
kiezen,  dat  <p[x)  tusschen  0  en  a  steeds  positief  blijft,  waarbij 
a  kleiner  of  grooter  kan  zijn  dan  ééo. 

I.  Indien  men  heeft  a  <  1 ,  dan  kan  men  stellen  y(a)=cos  a , 
waai  in  o  een  hoek  is  tusschen  Oen^t.  Schrijft  men  nu  voor  de 
vergelijking  ,'K): 

y(z+y)  =  2g>(*)  <p(y)  —  ?>(#— y), 

en  substitueert  men  daarin  achtereenvolgens : 

j?  =  j/  =  a;a?=2a,y  =  a;a?  =  3a,y=a;  ff--=4a,  y  =  a;. . . 

dan  vindt  men: 

q>(2a)  =  ïq>[a) .  <p(a)  —  g>(0)  =  cos  2a  *) 
g>(Sa)  =z  %q(%a)  q>[a)  —  q>(a)    =  co*  3  a 
9>(4a)  =  2<p(3a)<p(a)  —  9>(2a)  =  cos  4« 

enz. 


*)    Men  vergelijke  hiermede  o.  a.  Badgn  Gbyben's  Bègimel** 
der  Meetkunst,  pag.  260,  van  den  5den  druk. 
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zoodat  voor  elke  geheele  positieve  waarde  van  n  gevonden  zal 
worden : 

<p(na)  =•  cos  na (1) 

Schrift  men  de  vergelijking  (K)  onder  de  gedaante: 

en  substitueert  men  daarin  achtereenvolgens  : 

a?  =  y  =  |«;  x  =y  =  {u  ;  x  =.y  =  %a , 

dan  vindt  men : 

(  y(^)| «  =  ^0)  +  »(*«)  =  *  +  ™  I"  =  cos*  \  a , 

^ia)y=W  +  W  =  l±%Lte=  cc»*  ia, 

enz. 
Voor  elke  positieve  geheele  waarde  van  k  is  dus : 

*(i*fl)=cwpe (2) 

en  in  verband  met  de  relatie  (1) 

9(t*a)-eot!?a (3) 

Is  nu  (a  een  willekeurig  positief  getal ,  dan  kan  men  de  ge- 
tallen n  en  k  altijd  zoodanig  kiezen ,  dat  -    de  waarde  van  p 

2* 

zoo  dicht  mogelijk  nadert. 

Zij  bijv.  v  een  willekeurig  positief  klein  getal ,  dan  kan  men 

h  zoo  bepalen,  dat  2  >  — ;  zij  verder  p  een  geheel  positief  getal 

zoodanig,  dat  2*(/k— i-p)  gelijk  is  aan  p9  indien  2*(/u — v)  een 
geheel  getal  is,  of  dat  p  het  naast  kleinere  geheele  getal  is, 

hetwelk  in  2  (p— ?)  begrepen  is ;  dan  zal ,  omdat  men  v  altijd 
kleiner  kan  nemen  dan  /* , 
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Want  p  <  2*  (/*-*),  j>  +  i  >  2 fy— r) , 

en  1<2*"; 

dus  :       ^>  + 1<.  2  p  of        ^    $  '  <  p« 


P+Au-*>u        of  u_£±J 


Maar      £-X J-  y  ^>  p       of         p  — *   \    <  v. 

Mm 

Neemt  men  dus  »  -f-  1  =  n .  dan  ziet  men ,  dat  men  — r  zoo 

2* 

na  mogelijk  kan  brengen  aan  p ;  zoodat  men  heeft  Urn  —  =  ƒ*• 

2* 

Daardoor  verandert  de  vergelijking  (3)  in 

q*(pa)  =  cos  pa  ; 
maar  er  is  reeds  aangetoond ,  dat  q(x)  =  <p( — x) ,  dus  ook 

en  omdat  co*  ( — pa)  =  co*  (juo)  , 

is  voor  alle  positieve  en  negatieve  waarden  van  p : 

<p(pa)  ^eospa, 
of  wat  hetzelfde  is: 

<p(ax)  =  co9  ax. 

Schrijven  wij  hierin  —  voor  «,  dan  heeft  men: 

9(a?)  =  co*(— a?j  =  cojf —  -#)> 

zoodat  men  eindelijk  heeft: 

<p(x)  =  co8Jx,    •    ••••.     (4) 

waarin  ^  eene  willekeurige  standvastige  is. 

II.    Is  de  positieve  grootheid  <p(a)  grooter  dan  één  f  dan  kan 
men  stellen : 

waarin  r  =  a{a)  +  V  S  tq>(a)\*  —  11,  mits  de  wortelgrootheid 
positief  genomen  worde. 
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Substitueert  men  nu  even  als  vroeger  achtereenvolgens: 

x  =  y^=a\  m  =  2*,  y  =  a,  x  =  3a,  y  =  a,  enz. 

en  daarna 

*=y  =  |a;  x=y  =  ^a;  *  =  y  =  {a$  enz., 

dan  zal  men  na  behoorlijke  herleiding  vinden : 

»(2«)=i(r*+l)  f(W=*('*+-\) 

«te)  =  i  (r  •  -H-L)  9(|a)  =  |  (r*+^) 

r 

44.)  =  f  (r*  +£\  tff»)  =  i  (r*+-L) 

r 


•     •     •     •     •     • 


derhalve  voor  alle  positieve  geheele  waarden  van  n  en  positieve 
waarden  van  k : 

,(»"g =»(,<»*> +>-*>) ....«, 

Door  eene  zelfde  redeaeering  als  in  het  eerste  gedeelte  vindt 
men  hiervoor : 


X  X 

;.)=*(/+V) 


*0 

of  indien  menra  sazJ  neemt,  waarin  A  eene  willekeurige  posi- 
tieve constante  is, 

<p(x)=zl(A'  +  J*) (6) 

Aanmerking.  Om  de  behandeling  der  gonio metrische 
fnnctiën  niet  door  verschillende  hoofdstukken  te  verspreiden, 
hebben  wij  de  behandeling  van  dit  karakter  niet  opgeno- 
men in  §  20,  maar  eerst  hier  voorgedragen.  Het  bewys 
is  van  Cauchy.  [Zie  zijne  Cours  d*  Analyse  de  Vécole  royale 
polyt.  I,  1821.]  Hetzelfde  bewijs  komt  ook  voor  in 
Grunert's  &  auf  El.  W. 
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3'     De  reeks 

9W-i  -^-f-j-^  -  |;23456  +  j— 1  —  enz. 

is  convergent  voor  alle  eindige  waarden  van  x,  evenzeer  is  zulks 
het  geval  met 

«y^l-g  +  ^-^+^-en^S:*,  21); 

derhalve  [zie  §23:14,  24]: 

1 


9WX9»»= 


"■"rro^*4"6*^1"1"^  •  •  •  •  (A) 


+ 

De  reeksen 


en 


**™  1.2     T  1.2.3.4        1....6+       ' 

9,»— v;  12    t  1134      ï7^7ë  +  enz" 


xjjn  ook  convergent  voor  alle  eindige   waarden  van   «  en  * ; 
derhalve  (§23:13,  23): 
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Zoodat  men  voor  alle  waarden  van  x  en  y  heeft : 

<p[x+y)  +  <p[*—y)  =  2y(*)  ^(y). 

Voor  x  =  0  en  y  =*  0 ,  vindt  men  g>(0)  =  1 ;  voor  x  =  0 
Vi^*lf)  =  9>(y)  J  voor  waarden  van  x  dicht  bij  0  is  dus  <f(x) 
positief;  zij  a  eene  zoodanige  waarde  van  (C,  dan  is: 

*»-l-(n-a)-<CT-o)— 

¥(a)  li&k  derhalve  tusschen  0  en  1  en  men  heeft ,  omdat  in  dat 
geval  <p(x)  =  cos  Ax: 

cosA*—\—H?L  H — ï! \-  enz....(C) 

1.2  T  1.2.3.4         1.8.8.4.5.6  T  u 

Stelt  men  verder : 

dan  volgt  uit  (C): 

1 

Vl.2  ^1.2/ 

,AH+-1iro+mj+iisl   •••<*> 

«  /j_  ,     i     ,     i    , i\ 

VI..  6  "*"  i ...4.1.2 "*" i;2.1...4 "*"  1....6/ 
-f- enz. 

en  uit  (D) : 


cos 


x 


s 


$   (*U»=:J  VI. 2.3^  1.2.3J 

*        *  Vr'f       *        -4-         1  +        l       \    (¥) 

"*"      U.2.3.4.5"^  1.2.3.1.2.3  "^  1.2.3.4.5/'* l   ' 


+  enz.; 
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derhalve : 

f      l 

""*  \T1     l.i  "^W 

p      11.2  3.4      1.2.3.1      1.2.1.2      1.1.2.3  ^\ 

(O       1  ...8.1   M... 4.4. 2      1...31...3 

^  1.2.1...4       1...8        IJ 
V-f-enz. 

Maar(l-l)^0=l-^  +  !^^-^-1^V)+-~l; 

voor  alle  willekeurige  positieve  geheele  waarden  van  n ,   dus 
na  deeling  door  1.2.3....2» 

0  =  — —  — 1 — r 1 , — L__  —  enz» 

1...2»        1...(2»— 1).1        l...(2a— 2).1.2 

Zoodat  uit  (G)  volgt: 

cos*  Ax  -f-  Sy{x)y  =  1 , (H) 

derhalve  voor  alle  waarden  van  x : 

w*=±*Tno  ±  oSïts  T  ro  ±  enz-  •;  ■ (1) 

Omdat  verder  (zie  N°.  1)  *™-él  —  A  ^^  =  A  (voor 

x  -  Ax 

oneindig  kleine  x) ,  volgt  uit  (I) : 

sin  Ax        j        ,    ,  _-    x*      .     x%    -T-  ^  ,   , 
=  il  =  -4-  17  . -4-  7  enz =  4-1. 

x  ^_  1.2.3  ^  1...5  ^  ^ 

Hieruit  volgt  onmiddellijk,  dat  de  vergelijkingen  (C)en(I) 
overgaan  in  : 
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co9x  =  i  —  _-  + . — z u  enz. 

4.2  T  1.2.3.4         1.2.3.4.5.6  ^  .         ,._- 

*t»  x  =  X  —  — —  -f-  ,  ^  .  m  .  —  - — -  -+-  enz. 

1.2.3        1.2.3.4.5        l.  .7 

indien  men  namelijk  nog  in  het  oog  houdt,  dat 

sin  ziz  &  =  dz  **n  x    en    c°*  ±  ®  =  wi  # , 

zijnde  nu  door  de  reeksen  (M)  de    sinus  en  cosinus   van   een 

bepaalden  boog  uitgedrukt. 

Aanmerking*  Men  houde  hierbij  in  het  oog ,  dat  hier 
geen  sprake  is  van  de  lengte  van  een  boog,  uitgedrukt 
in  graden ,  minuten  enz.  //Men  is  gewoon  de  lengten  der 
cirkelbogen  in  getallen  uit  te  drukken  door  hen ,  even  als 
de  goniometrische  lijnen  met  hunnen  straal  te  meten." 
Badon  Ghyben,  Meeth.  §  280.  Vergelyk  ook  Badon 
Ghyben:  heg.  der  diff.  en  int.  rek.,  §  20.  en  90. 

4.    In  de  meetkunde  wordt  algemeen  bewezen,  dat 
cos  (x  db  y)  =  cos  x  cosy^p  sin  x  sin  y 
sin  (x  -£-  y)  =  sin  x  cosy±  *«•  V  cos  r. 

Deze  twee  theorema's,  waarvan  in  alle  werken,  die  over  de 
goniometrie  en  trigonometrie  handelen,  een  meer  of  minder 
nauwkeurig  algemeen  bewijs  voorkomt,  tot  grondslag  nemende 
onzer  verdere  beschouwingen ,  heeft  men : 

(cos  a  +  isin  a)  (cos  at  +  *  sin  ax)  = 
=zcosacosat  -|- i*  sin  a sin  at  +  *(C08 a  9inat  -f- sin  a  cosat)=z 

=  cos  (a  -f-  at)  -f-  i sin  (a  -{-  at). 

Op  dergelijke  wijze  handelende ,  zal  men  vinden : 
(cos a  -}-  t  sin  a) {cos at  -f- 1 sin  at) (cos a%  -\-  isin  a%)  = 

=  co*  («  +  «i  +  *j)  •+-  i  9in  («  +  «i  +  «i). 

enz. 

Stelt  men  hierin  a  =  at  =  «,  = en  zij »  een  willekeu- 
rig geheel  positief  getal ,  dan  is : 

(cosa  -f-  isin  af  =  cos  na  -\-  isin  na     .     .     .     .     (1) 
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Men  heeft: 

(cos  na  -f-  t  sin  na)  (cos  ( — na)  -}-  i  sin  (— »a)  = 

=zcos  »a  co*  (— »a)  + 1*  sin  na  sin  ( — na)  -f- 

+  t  J  sin  na  cos  ( — na)  -f-  co*  »a  *t«  (— »a)  j  = 

=  co«  (na — na)  -f-  *  sin  (na — na)  =  cos  0  =.  1. 

Ook  is : 

(co*  na  -|-  t  sin  na)  (cos  na  -f- ***»  ««)~!  =  1 , 
derhalve 

(cos  na  -f- 1  sin  na)"1  =  co*  ( — na)  -f-  *  *s7»  (— na) 

of  (co*  a  -|-  *  *$'»  a)~*  =  (cos  na  -|-  * ***  aa)"1  =  co*  ( — na)  -J" 

+  ***»( — »«) (2) 

Zoodat  de  formule  (1)  ook  doorgaat,  indien»  een  geheel  nega- 
tief getal  is. 

Wanneer  m  een  geheel  positief  getal  voorstelt ,  is  volgens  (l) : 

(co*  —  a  •+•  i  sin  —  a)m  =  cos  a  ■+-  i  sin  a ; 
m  m 

en  volgens  (1)  en  (2)  is  voor  alle  positieve  en  negatieve  waar- 
den van  n: 

(cos  —  a  +  i  sin  —  a)m  =  (cos  a  +  i  sin  af ; 
tn  m 

trekt  men  uit  de  beide  leden  der  laatste  vergelijking  den  »de- 
machtswortel ,  dan  vindt  men  : 

(cos  a  -f-  isin a)«  =  cos  —  a  +  i  sin  —  a ,   .   •     •     •    (8) 

m  m 

zoodat  nu  de  formule  (1 )  doorgaat  voor  alle  reëele  waarden  van 

den  exponent. 

Aanmerking.  De  bovenstaande  formules  zijn  bekend 
onder  den  naam  van  Theorema  van  Moivbe.  Deze  schrij- 
ver heeft  ze  in  1730  bekend  gemaakt  (MiscelL  anal. 
Vergel.  Baltzer  Elem.)  Intusschen  is  hij  de  eerste  vin- 
der niet  geweest  De  prioriteit  daarvan  komt  toe  aan  Vieta 
(vergelijk  Eiti'Eb's  vertaling  van  Viëta's  Logistique  spé- 
cieuse ,  voorkomende  in  de  Aug.  aflevering  van  het  Bullet- 
tino  di  bibliografia  e  di  storia  delle  sciense  matemaiicke 
e  piche  1868.) 
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5*    Ingevolge  het  vorige  N°.is: 

cos  mx  +  i  sin  mx  =  (cosx  +  « *«• #)" , 
cö*  wa?  —  t  sin  mx  =  (co*a?  — s sin  x)m , 

derhalve  heeft  men: 

eosmx^z  (°°*  *  +  i  sin  x)m  -f-  (cos  x  — ■  i  sin  x)m 

%  * 

sin  mx  =:  (CQg  x  +  *  ***  g)*  — ■  (CQ*  **  —  *  ***  *)" 

2» 

Ontwikkelt  men  deze  beide  formulen  volgens  het  binomium 
van  Newton,  dan  vindt  men: 

cosmxz=z(cos  *)*  —  (m)  (cos x)m~tsinix+(m)  (c0*a?)*~**Mi*a?  — 

—  (»Xc<waOa>~0«»6# + enz. 

sin  mx—(m)(cos  *)m~tsin  a?  —  (f»)(ow  s)*~s(*mi  o-)»  + 

s 
-f-  (m)(ca*  *)*"'(«»  a?)5  +  enz. 

Stelt  men  hierin  mxz=zy ,  derhalve  t»  nu  a?  = y ,  dan  is 

x 

in  de  veronderstelling ,  dat  *  klein  genoeg  is : 

_  m     sinx     y        smx 


/~\.»    „_  «»        mme       v    m_mm9*nu;    ^ 

[mysin xzzz—.  .  .  .£- — . « 

1         a?        «i  ar 


t 


V         »/  V.         i»  /  (nn  x     y 

ï: — w. — sr~  v~i~,y/  * 

v   '  1.    2.     3.     4.        V  *   /    \m/ 

tU-±)(i-*)(i-±)   .    . 

—    V         m'  \  w/\         m  j  (svnxy    4 

i.         2.         3.  4.    \~r)  V 
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(m)  dn**  =  ^-i)(^)(^-3X^74)  ssinj  #  y  V 
x  '  I.      2.      3.      4.      8      V  #       *' 

-l.     2.  £ 4! S \T"f)  ' 

waaruit  voor  mz=z oo ,  omdat——  =  ]  (N°.  1)  en  cos  x  =  cos£ 

o  m 

meer  en  meer  tot  de  eenheid   nadert,  onmiddellijk  volgt: 


y*  _l_    y*        y'  _u        '    "*(M) 

Om  de  convergentie  van  deze  reeksen  te  bepalen ,  heeft  men 
voor  de  eerste 


t^t  __  1   2 2ft  _y* 

t%      ~     y*(»— 1)      —  2» 

1.2....(2h— 2) 

en  daar  deze  waarde  voor  toenemende  waarden  van  n  steeds 
kleiner  blijft  dan  1 ,  is  de  reeks  voor  alle  positieve  en  negatieve 
waarden  van  y  convergent. 

Voor  de  tweede  reeks  vindt  men  eene  dergelijke  uitkomst. 
Aanmerking,  Wij  hebben  in  dit  N°.  de  formules  ge- 
vonden, die  dezelfde  zijn,  als  die  welke  wjj  in  N°.  3 
gevonden  hebben ,  en  waardoor  cos  y  en  sin  y  uitgedrukt 
zijn  in  functie  van  den  boog.  Deze  afleiding  uit  het  the- 
orema van  Yiëta  schijnt  het  eerst  door  Euleb  gevon- 
den te  zijn. 

6.     Wanneer  gegeven  is  : 

x  =  ay  +  6y*  +  cy*  +  dy*  +  ey*  -f- (1) 

wazrin  a,  b,  c,  d,  e, ......  constant  zijn,  vraagt  men  de 

waarde  van  y  uit  te  drukken  in  x. 
Veronderstellen  wrj,  dat 

y  =  Jx  +  Bx*  +  Cx*  +  Dx*  -f» , 
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waarin  A,  B ,  C,  D , onbepaalde  coëfficiënten  zijn ,  die 

nog  nader  moeten  bepaald  worden,  dan  is  ook 

y*  =       A*x*  +  %ABx*  +  %ACx*  +    %Al)x*  + 

+     £***.+     2J?C*«  + 

y*=  A*x*  +  ZA*Bx*  +  3^*Cfe«  + 

-f  3^£**«  4- 


y%  = 


4*s*  +  4^»  ft**  + 


Deze  waarden  overbrengende  in  (i)  vinden  wij: 

aAx~\-  aBx*  -f       aCx*  +      aDx*  +        AEc*  + 
+M***+  2$itftr*  +  IbACx*  +     2^2)a?«  + 

+     55*a*  -f     MBCx*  + 
ar=  <  +  cA*x*  -f  3c^B**  +   ScA*  Cx*  + 

+  3<?ilfl**'  + 
+  dA*x*+4dA*Bx*  + 


Brengt  men  nu  nog  het  eerste  lid  der  vergelijking  over  in 
het  tweede  ,  dan  heeft  men  : 

0  =  x{aA  —  \)+x*(oB+bA*)+x*(aC-i-2bAB+cA*)+... 

welke  vergelijking  waar  moetende  zijn  voor  alle  waarden  van  a?, 
aanleiding  geeft  tot  de  vergelijkingen : 

aA — 1  =  0,  aJ7-t-&4»3s0,  aC+2bAB  +  cA*  =  0, ... . 

waaruit  na  behoorlijke  herleiding  gevonden  wordt : 


=  — x 
a 


& 


4-  JL(2&*_ ac)*5 

+  *-(—  5$$-f-6afc  —  a*d)x* 

+  i  (146*  —  2\ab*c  -f-  §a*bd  +  3a»c*  —  a»e)  #* 

-|--4r(— 4Sis+84a»se  —  28a*5*<?  —  28a*fcJ  +  7a,te+ 

+  7a8aZ-— a*/)#6+enz. 
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Aanmerking.  De  bewerking,  die  wij  in  dit  N*.  verricht 
hebben,  is  bekend  onder  den  naam  van  omkeer  en  eener 
reeks.  De  door  ons  gevondene  formule  is  algemeen  en 
voor  het  eerst  nauwkeurig  berekend  tot  in  9  termen  door 
Philtppüs  Rubbianï,  die  zich  door  herhaalde  proeven  van 
de  juistheid  zijner  berekeningen  overtuigd  heeft.  —  Een 
en  ander  is  te  vinden  in  de  Trigonometrie  reciïKgne  et 
êphérique ,  par  Antoinb  Cagnoli,  f  rad.  de  Vitalien  par 
N.  M.  Chompbe,  p.  44  sqq. 

7.     Laat  op  eene  of  andere  wijze  gevonden  zt}a:  *). 

,    sin3x    .    3sin*x    ,    S.bsin7x  .  3.5:7*i»9#   . 

•=«■*+  TT  +  Tïï  +  lX6T+lA6l^-+-eDZ- 

dan  heeft  men,  indien  deze  reeks  met  de  reeks 

x  =  ay  -f-  by*  -f-  cy*  -f-  dy*  +ey*  +  enz. 
vergeleken  wordt  i 

a 
Bz=z maar  omdat  &=:0,  ook  B=sO 


a 


s 


f?=.M>7<0  maar  b  =  0,     C  =  -4 
a*  a* 

D  = 5 — _ ,  maar  ö  =  a  =  0,  dus  2>  =  0 


*)    Eene  zeer  eenvoudige  berekening  van  de  opgegeven  reeks  is 
de  volgende: 

In  elk  werk  over  de  differentiaalrekening  vindt  men : 

dsinx  =  cosx  dx9 

derhalve : 

j        d  sin  x       3  •      /i       '  9_a"ï 
dx  = =  dsm  x(l — «mt*)  8  = 

cosx 
dsinx{l  +  W#+  t£«V#  +  i|4«»s*  +  . . .) 

«  4  <©.4.0 

Wanneer  men  nu  deze  reeks  term  voor  term  integreert,  vindt 
men  onmiddellijk : 

,  «Va?  •   Ssi**%  .  3.5  «Va:  . 

*  =  nnx  +  TT  +  TÏT  +  TOT  +  eaz- 
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en  zoo  voortgaande : 


i              '1                    3                     3.6 
maar  a=l.  czzz         . .  g=  ,  #  = ,  enz.» 

2.3  2.4.5     y       2.4.6.7 

zoodat ,  omdat  y  =  *m  x  en  <r  =  #00^  *t»  y : 

6ii»  #  =  #  —  —  «+■  ■  — ■»  ■  -4-  — — enz,  •  i  M  • 

2.8^2.3.4,5       2.3.4.5.6.7       1....9  K} 

zoodat   wij  wederom  op  de  reeds  gevondene  reeks  teruggeko- 
men zijn. 

Aanmerking.  De  boven  gevonden  reeks  kan  nog  op  ver- 
scheidene andere  wijzen  gevonden  worden:  bijv.  door  de 
reeks  van  Mac  Laurin  ;  door  de  stelling  van  Pythagoras 
tot  punt  van  uitgang  te  nemen,  enz.  Ik  acht  intusschen 
het  boven  aangehaalde  voldoende  en  verwijs  voor  het  overige 
naar  de  meeste  werken  over  de  diff.  en  int.  rek.  en  naar 
Baltzer's  El.  148. 
8.     In  N°.  4  is  bewezen,  dat 

(cos  x  +  i  sin  x)m  =  cos  mx  -f-  %  sin  mx. 
Derhalve  is 

cos  mx  -f- 1  sin  mx  =  (cos  x  -f-  i  sin  x)m  = 


coêmx  —  (m)  cohm^1x  sin%x  -f-  (m)  co***-*a?  sink  x  — 


+  i\(m)cosm~ixsin ar— {m)cosm^sx sinsx+(m)cosm^ixsin$X''.,. 5  ; 

en  omdat  de  imaginaire  en  de  reëele  gedeelten   respectievelijk 
aau  elkander  gelijk,  moeten  zijn: 

co9»ix=cosmx — (ta)cosm~%xsin1X'-\'(m)co6m'hxsinkx — .  ...  (1) 

1  s  .  5 

sin  mxz=(m)cosm~1xsin  x-(m)co(km~3x8inzx-\-(m)cosm~sX8in*x-..(2) 

zijnde  dit  dezelfde  uitkomsten  ,  die  wij  in  N°.  5  eenigszins  anders 
hebben  afgeleid. 

Na  deeling  door  cosmx  vindt  men: 

009 mx  =  1  -  (m)  tang*x  +  (m)  tang*x  — (3) 

COêm  9 

1  t  s 

z=.{tn)iangx — (m)tang*x  +  (m)iatrg*x —  ....  (4) 


cos"  x 

Th.  d.  Alg.  II. 
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Verder  is  in  N°.  4  bewezen,  dat 

(x    .    •   •    x  Y*  ■    •  • 

cos  ■-.  +  1 sin  —  )  =  cos  x -f-  %  sin* 
m  m  9 


derhalve : 


coam 


~  .  f  1  -f-  i  tang—)    —  cos x  -+- * «Ti  * 
m     V  J»/ 


en  indien  wij  —  vervangen  door  p,  waarin  p  eene  breuk  is, 

welke  de  eenheid  tot  teller  en  een  willekeurigen  noemer  heeft 

cosP i*x .  (1-f-J  fa»^ f*a?y* zscosx  +  isinm»  %  .  .  .  .  (5) 
Wanneer  in  deze  vergelijking  m  voortdurend  aangroeit ,  dan 
neemt  p  af;  voor  t»=oo  is  p  =  Q.    Nu  is: 

1  Ir  1     ")  j»>/»j? .  x  *i*t*x 

{cospxf  =(1  —  •»»;»*)**=  ([l— if«tfw]l&,'|rJ  "ï1*"       2     . 

en  volgens  §23,N°.1,A*),  voor  toenemende  waarden  van 
m ,  dus  voor  afnemende  waarden  van  f*: 

1 

•  2ax         l 
lim{\—  *»»>*)"*  **  ==— , 

U»  !ï£ï=  1. 
Volgens  N°.  1: 

2 

derhalve    Urn  (cos n^)^  =( — J    =1  voor  toenemende  waar- 
den van  i». 


*)    Voor  hen,  die  dit  niet  onmiddellijk  inzien,  diene  de  vol- 
gende herleiding.    Stel  sin1  fis  voor  afnemende  waarden  van  /*  «=  ê 

en  d  «  — ,  waarin  y  steeds  toeneemt ,  dan  heeft  men : 

y 


o~*#*?- (.-f)'  -  (ei)' -  &*ƒ}- 


.-.  - 1. 

4 
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Verder  is: 

L         C  1        -\  tang  PX       . 

(l+itangtixf  =z{(l +  i  tang  f**)' '"*(>*$    ** 

en  voor  toenemende  waarden  van  m  : 

l 

«ra  (l  -f-  •  tang  (ixf  tmffP*  =  e , 

derhalve : 

Ju»  (1  +  Hang  (ixy  =  ***, 
waaruit  eindelijk  volgt: 

cos  x  +  i  sin  x  =  e*1 (6) 

Deze  formule  geldt  voor  alle  waarden  van  #,  evenzeer  als  de 
formules,  waaruit  zij  is  afgeleid;  derhalve  heeft  men  nog,  omdat 
cos  ( —  *)  =  cos  x  en  si»  ( — x)  =  —  sinx: 

cos  x  —  i  sin  x  =  é~~ (7) 

waaruit  door  optelling  en  aftrekking  volgt: 

x%    t^  —  xi 
cosz  =  e—2^. (8) 

xi  — xi 

"»«  =  *    ~lt         .......    (9) 

Aanmerking.  Het  is  van  belang  op  te  merken ,  hoe  door 
de  laatste  formules,  door  middel  der  imaginaire  getallen 
het  verband  wordt  aangewezen  tusschen  de  goniometrische 
en  exponentiale  functiën.  Men  kan  overigens  de  formules 
(8)  en  (9)  vergelijken  met  de  formules  (C)  en  (D) ,  voorko- 
mende in  N°.  40  der  vorige  §. 
9,     Uit  de  formules  (M)  van  N°.  3  volgt  onmiddellijk: 

J  *'      i        x* 

COSX  .  X1         ,  X*  • 

1_T  +   2^1  ~enz- 

en  dewijl  de  reeks,  die  door  deeling  dezer  beide  reeksen  ont- 

5* 
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staan  zal ,  slechts  oneven  machten   van  x  bevatten  kan ,  stel- 
len wij  : 

tang  x  ==  *  +  Ax*  +  Bx*  -+"  Cx7  +  enz.; 
derhalve  na  ontwikkeling : 
x  +  Jx*  -f-  Bx*  -f-  Cx7  + 

— .  x!  —  éal  —  ?^L  f  xt        x* 

»       *       *  (=*™3+ro:6 

"*"  2.3.4  "*"  2.3.4 1      —  ^— =  —  enz. 

ar* 
2.3.4.5.6 
Hieruit  volgt : 

-*"""  *  =  — 23 
B—t*-*-  2^4  — 2.3.4.5 

C~  ^+231^~23~        2.3.4.5.6.7' 

enz. 
waaruit  na  behoorlijke  herleiding  wordt  afgeleid  : 

9  M 

A  —  i    J5  =  — ,  C  =  -S--4-»  >  enz.; 
A_t,  ^  —  35»  v      3^577 

zoodat  men  eindelijk  heeft: 

tangx  =  x  +  ix*+^**  +  g^*7+e™-   .  .  .  (10) 

Op  dergelijke  wijze  handelende,  kan  men  nog  gemakkelijk  vinden: 
cotx  =  ^=L-ix^^-1^1^-.  .(14) 

_1  ,    ,    •'    ,    fe'    I       6*»*     h- (42ï 

„«,.  =  4-  =  i  +^*  +  54rB*,+ C*3) 

8inx         x         2.ö  ^.o*.£.0 

Aanmerking.  Met  het  bovenstaande  kan  men  vergeleken 
de  toepassing  van  de  reeks  van  Mac  Laurin.  Zie  o.  a. 
Badon  Ghybbn  Diff.  en  int.  p.  188.  Grünert  Suppl.  i.  v. 

Oyclomctrie  e.  a. 
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10.  Het  theorema  van  Viëta  (zie  N°.  4)  vindt  eene  groote 
toepassing  bij  *t  oplossen  van  zuivere  vergelijkingen.  Wij  heb- 
ben reeds  vroeger  gezien  ,  dat  elke  vergelijking  van  de  gedaante 

^r»qp  B=0, 
door  x  =  W—z  te  stellen ,  overgaat  in 

y»qFi=0, 

en  dat  de  oplossing  van  zoodanige  vergelijking  zich  bepaalt  tot 
het  trekken  van  de  n  «de-machts wortels  uit  de  eenheid. 

Om  hiervoor  eene  algemeene  methode  op  te  sporen ,  stellen 
wij  in  de  vergelijking 

(cos  <p±i sin  <p)n  —  cos n  g>  =p  $  sin  n  <p  =  0, 

n<p  =  %kn,  waarin  k  een  willekeurig  geheel  positief  getal  voor- 
stelt, dan  is 

<p  = ,  cosn<pz=2\t  mnnqizziO, 

n 

zoodat  men  heeft : 

( cos  —  ±  t  sin I    —1=0, 

V        »  n  / 

of  V  4  =  cos ±  i  sin  _ (A) 

n  n 

Boor  in  deze  formule  k  achtereenvolgens  gelijk  te  stellen  aan 
0,  4,  2 ,  3, -5.  of  -~  .  f  naar  gelang  n  even  of  oneven 

is,  vindt  men  de  n  waarden,  die  de  n  ifde.machtswortels  uit  de 
eenheid  voorstellen,  te  weten: 

cos  0±ïé0  =  l, 

cos  . —  4-  mn  — , 
n  n 

~*.  kit  _•     .  .    kn 
cos  —  -fc  1  sin  — , 

n  n 


cos7f±^isinn=z  —  1 voor  n  even ; 

(n — 1W    .     .  .    (»—!)« 

cos  i L.  -*-  tsin  K -£-» voor  n  oneven. 

n  n 
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11     Wij  hebben  in  het  vorige  nummer  k  als  een  willekeurig 

geheel  positief  getal  aangenomen  en  daarna  aan  k  slechts  -  of  -— 

j»      z 

waarden  toegekend ,  om  de  n  wortels  der  vergelijking  te  vin- 
den; het  blijft  ons  nu  nog  over  te  betoogen,  dat  wanneer  men 

aan  k  waarden  toekent,  grooter  dan  -  of  —5—»  de  reeds  ge- 

vondene  wortels  weder  zullen  terug  keeren.  Ia  de  eerste  plaats 
volgt  uit  het  algemeen  betoogde  theorema  (§5,  N°.  8),  dat 
eene  vergelijking  van  den  »den  graad  slechts  n  wortels  kan 
hebben ,  zoodat  men  na  n  verschillende  waarden  gevonden  te 
hebben  ,  noodzakelijk  weder  op  reeds  gevondene  waarden  moet 
terug  komen;  in  de  tweede  plaats  kan  het  nog  rechtstreeks 
bewezen  worden  op  de  volgende  wijze. 

Zij  k'  een  geheel  positief  getal  en  nemen  wij  k  voor  't  geval, 

dat  n  even  is,  gelijk  aan  -^  -f-  k\  dan  heeft  men  : 

S  fer  _  «-f-2*' 2* — (n— 2*')  ~         n—W  _ 

n  n  n  n 

Voor  't  geval ,  dat  n  oneven  is ,  nemen  wy  k  =       ■■  +  A\ 

dan  is: 

jkn  _  n—i  +2*'  ^  _  2*-tt-1  +2*'  tf  _  a<t  _  n+i— W  m 
n  n  n  n 

Neemt  men  nu  nog  in  aanmerking,  dat  co«(2* — a)=zco8* 
en  «tt(2fr— a)  =  —  sin  a ,  dan  heeft  men  : 

cos — ! it   zht8tn  — - n    =  00*  —  n      -f-t««    ir 

n  n  n  n 

n-l+S*1     ,   .  .  *-1-f-2*'  «-H-2*'    —..  .  n-H-a^'P 

cos  ■         — rt±»«t« — — nrzzzco*  — i n^pmn— - n 

n  n  n  n 

neemt  men  dus  k  >™  of  Ar  >  ü^-  ,  dan  komt  men  op  reeds 

vroeger  gevonden  wortels  terug  en  wel  zoodanig ,  dat  door  k' 
achtereenvolgens  gelijk  te  stellen  aan  1 ,  2 ,  3 , de  wor- 
tels in  eene  orde  terug  keeren ,  die  juist  de  omgekeerde  is  van 
de  volgorde,  welke  wij  in  N°.  10  gevonden  hebben. 
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Opmerking  verdient  ook  nog  de  volgende 

Stelling.  Wanneer  r  een  wortel  is  van  de  vergelijking 
y*  — 1=0,  dan  is  elke  willekeurige  positieve  of  negatieve 
gekeele  macht  van  r  een  wortel  van  die  vergelijking. 

Bewijs.  Alle  wortels  van  de  opgegeven  vergelijking  zijn 
volgens  het  voorafgaande  begrepen  in  den  vorm 

2kn    ,    .  .   2kn 

cos -4-»*t« . 

n  n 

Nu  is 

(2krt    .    .   .    2A*\*              %kmn    .    .    .   %kmn 
cos ±  * 8ln J    ==  co* dz  *  *w ; 
n                  n  /                   %                     n 

(Ikn   .    .   .    2£*r\~*                 %kmn  .    .   .         2kmn 
cos ±  i s%n  —  J      =  cos  — +««mi— = 
n                  n  /                        n                          n 

2kmn  -—  .    .     %kmn 
—   cos    -F  t  sin 


n 


Is  nu  km  <  — — —  of  -~* ,  dan  vindt  men   een   wortel  der 

vergelijking,  volgens  N°.  10,  en  is  km  >  — — -  of  -g.  ,  dan 

vindt  men  een  wortel  volgens  N°.  11 ;  de  stelling  is  hiermede 
dus  bewezen. 

12.  Om  de  wortels  op  te  sporen  van  de  vergelijking  y*-+-l=0, 
nemen  wij  wederom 

cos  n<p  Ht:  *  sin  n  <pz=z  (cos  q>±*  **w  9Y 
eu  stellen  daarin  n<p  =  (%k-\-i)jt ,  dan  is: 

q> =?*+**,  cos  (2*+l  )n  =  —  1  en  sin  (2*+!)*  ss  0  ; 
n 

derhalve : 

—  1  =  {cos  <p-3zisinq>Y »  waarin  q>  =  — S-»r , 

n 

en 

1/ — 1  =  cos  —-!— n  ±  %  *%n — -L-t*. 

»  n 

Hierin  &  achtereenvolgens  gelijk  stellende  aan  0,  1,2,  3 . . .  ♦, 
vindt  men  voor  de  wortels  der  vergelijking : 


^  33—13,  14.  104 


ft    .    •   •     tt 
cos  —  ±isin  —  , 

n  n 

öft      .       •      .        Oft 

cos —  -4-  tsin  — ., 

n  n 


cos  n  -±^i sin  ffzz—  \  ,  voor  n  oneven  ; 
— ■ — rt±isin  — ï — ft,  voor  n  even. 


cos 

n  n 


Zoodra  wij  k  grooter  nemen  dan  '-- —  of  _  keeren ,  gelyk 

wij  in  N*.  11  gezien  hebben,  ook  de  wortels  dezer  vergelijking 
ia  omgekeerde  volgorde  terug. 

13»  Stelling.  Indien  r  een  wortel  is  tan  de  vergelijking 
y  -f-  1  =  0 ,  dan  zal  elke  oneven  positieve  of  negatieve  macht 
van  dien  wortel  ook  een  wortel  zijn  van  de  opgegeven  vergelijking* 

Bewijs.  Alle  wortels  van  de  opgegeven  vergelijking  zijn  be- 
grepen in  den  vorm 

cos   — ~ rt  4-  %  s%n  — —  ft, 
n  n 

waarin  voor  k  alle  mogelijke  geheele  positieve  waarden  voldoen  , 

zoodat  2£-}-l  immer  oneven  blijft. 

Nu  is 

/      2*+l       ,    .   .    2#+1     \%**1 
I  cos  — -3—  n  -f- 1  sin        '     ft )  =: 

\  n  n        / 

=  co,  (2*+4)(2*+l)ff±.,t.,  frn+Wi+l)^ 

n  n 

en     (cos  2±ti „  ±  iiin  2i±l„)~W  = 
\  n  n        J 

_  „  V»+i)(ik+i )        .,.„  (a»+i)(2*+i) 

»  rt 

«n  dewyl  het  product  van  twee  oneven  getallen  2w-}-4  en  2^+4 
weder  oneven  is ,  is  hierdoor  het  gestelde  bewezen. 

14*  Het  is  hier  de  plaats  om  terug  te  komen  op  de  ontwik- 
keling van  een  rationeel  gebroken  in  eene  wederkeerige  reeks  • 
in  geval  de  noemer  van  dat  gebroken  niet  ontbonden  kan  wor- 
den in  reëele  eerste-machtsfactoren. 
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De  gebrokens  hebben  in  dat  geval  de  gedaante 

J+Bx     _        A'  +  Bx 

a+bx+cx*        !L  +  Lx  +  x* 

c         e 
Stellen  wij  nu  verder: 

ÜL  -f-  —  x  +  x*  =©*+2^  X  C08<p-\-8l, 
cc 

dan  is  p  =  ±  1/ —    en     cos  g>  =  s— • 

e  *pc 

Dewijl  a  -f-  bx  +  ex*  niet  in  reëele  factoren  ontbonden  kan 
worden ,  is  b*  <  4ac  ,  zoodat 

=  (_-)  steeds  kleiner  is  dan  één. 


éac        I  t 


Stelt  men  nu  verder 

xl  -|-  2px  cos  g>  +  p%  =s  0 , 

dan  vindt  men : 

a?=—  pco8<p  ±Kj3*(co»49— 1)  =  —  pcw^ijwawy, 

zoodat  men  eindelijk  heeft: 

^'  +  £'* P 2___ 

a     ,     b      ,      .      pcosqp—pisinq>-i-x     pcosg>+pisin<p+x 


^ — y  [p  CQ8  g>  —pi  sin  <p)      A ' — B'(p  cos  g>  +  pi  sin  g>) 

2  pi  sin  q>  2  pi  sin  g> 

pcosqt  — pi  sin  <p  +  x  """"  p  cos  g>  +  pi  sin  q>  -f-  x 

=  I\ p cos q>  —  pi  sin  9  +  x)"1  —  Q^pcosy  -\-pi sin g>  -f-  »)"*- 

Ontwikkelt  men  de  hier  uitgedrukte  machten  volgens  het 
binomium  van  Newton,  dan  vindt  men  voor  den  (»-|-i)den  term 
dezer  ontwikkeling : 

±  [~ï£ï  \co8(n  +  i)g>  +  isin{n  +  i)g>>  — 
£1  )co8(n  +  \)<p  —  •«n(H  +  l)g>>J  = 
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waarin  plus  of  min  gebruikt  moet  worden ,  naar  gelang  n  even 
of  oneven  is. 
Nu  is  verder: 

p—  q  =  ff 

ptêin  g> 

zoodat  de  »de  term  der  ontwikkeling  reëel  is. 

Stelt  men  in  dezen  algemeenen  term  n  achtereenvolgens  gelijk 

aan  1  ,  2,  3 ,  dan  vindt  men  de  begeerde  wederkeerige 

reeks. 

15.  In  §  3  hebben  wij  eenige  eigenschappen  der  imaginaire 
getallen  leeren  kennen.  In  het  vierde  N°.  dier  paragraaf  komt 
eene  stelling  voor ,  luidende  :  alle  sommen  ,  verschillen  ,  pro- 
ducten, machten  en  quotiënten  van  imaginaire  vormen  van  de 
gedaante  a  -\-ib  hunnen  weder  tot  de  gedaante  A  -f-  iB  herleid 
worden.  Wij  willen  aan  deze  stelling  thans  nog  eene  aanzien- 
lijke uitbreiding  geven. 

De  vorm  a  -\-  ib  kan  altijd  herleid  worden  tot  de  gedaante 
q(cosq>  -}-  i*in  9>)  »  daartoe  heeft  men  volgens  §3,  3: 

QC08<p  —  a    en     q  sin  g>  =s  b , 

dus         taigcp— — ,  q*(\ — $^#1g>)r=:a,,  p'*tJi*9=&* 

en  ? = y^(a%+b *) ,  q>  —boog sin  A>  ■■■- — ~-  en  q>—hoog  tang — 

v  \a  +0  )  « 

Volgens  %  8 ,  2  is  p  dus  de  modulus  van  den  imaginairen 

Torm  a  -}-  ib* 

Volgens  No.  8,  (6)  en  (7)  is 

dbP*  ,    .   . 

e       —  cos  x  -f-  i  sin  x  t 

of  wat  hetzelfde  is : 

e~~~V  z^cos  g>  Jh  i  sin  q> ; 
derhalve : 

Hog[cos  <p±:isinq>)=z±<pi    .     .     .     #    (1) 

Nu  is       elog  (a  ±  i ')  =  eloj  g  (cos  g>±i  sin  <p) 

==  Hog  o  -f-  eloj  (cos  q>±i  sin  <p)  = 

=  elogV(a*  +  b*)±q>i  =  J±iB  />     .    (2) 
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Door  van  de  beide  leden  den   logarithmus   ie  nemen,  ziet 
men  de  juistheid  van  de  vergelijking 

{a  +  ibf+ib  =  e{a+ib)  el°f(a+ib). 
Hiervoor  kan  men  schrijven: 

ta+Of***  =  e{a+ib)  ^log  9  +  9>i)  — 

—  eaelWQ-b9>Scos(aq>  +  b'loffg)  +  isin(aq>+belogA=: 

=  A  +  iB (3) 

Gaat  men  over  tot  de  goniometrische  formulen ,  dan  vindt  men : 

sin  (a  +  ^0  =  «wi «  cos  (bt)  +  sin  (bi)  cos  a ; 
maar 


cot  («)  =  ï±£,      (No.  8  s  (8),  (9)) 


derhalve : 


m(a+3t)  =  m a  X  —^ —  4-  cosa 


2        '                9 
=:A  +  iB (4) 

Op  dergelijke  wijze  handelende ,  vindt  men  de  waarde  van 
cos(a-j-bi)f  waaruit  de  waarden  van  tang  («+$*),  cot(a-\-bi)+ 
sec(a^bi)  en  cosec  (a-\-bï)  zeer  gemakkelijk  worden  afgeleid. 
Dit  wordt  aan  den  Lezer  overgelaten* 

"Wij   hebben  gevonden : 

* 

e^  z=cosg>  +  i  sin  q>. 
Stellen  wij  hierin  x=zcosg>  of  q>  =  boog  cos  w    en 
sin  q>  =  V{\ — x%) ,  dan  is : 

eib00*C0'*  =  x  +  iV(l-x*); 
van  de  beide  leden  dezer  vergelijking  den  elog  nemende : 
%  boog  cosx  =  eUg  Sx  +  if  (1 — »*)l. 
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Stellen  wij  verder  x  =  a-\-bi3  dan  heeft  men : 
%  boog  cos  (a-\-bi)  =  *foyf  fr-f-M-j-fl^i — a* — 2aflt-}-51U  . .  (a) 

=  eloffU  +  bi  +  i  (A'  +  B'i)\ 

=  elog  j  A"  +  B'i  l  =  A'"  +  B'"i ; 

derhalve: 

boog  cos  (a+U)  =  B"'  +  f—  =  A  +  %B  .     .    .     .     (5) 

Door  de  vorenstaande  herleidingen ,  die  men  gemakkelijk  nog 
met  een  aantal  andere  herleidingen,  vermeerderen  kan ,  ziet  men 
ten  duidelijkste,  dat  de  herleiding  van  eenige  imaginaire  uit- 
drukking tot  den  grondvorm  A  -f-  %B  algemeen  is.  Ik  twijfel 
niet ,  of  de  Lezer  zal  door  het  voorgaande  in  staat  gesteld  zijn , 
in  alle  gevallen  den  juisten  weg  te  volgen.  *)  Bovendien  blijkt 
ook  wederom  uit  dit  N°.  het  verband  tusschen  goniometrische, 
logarithmische  en  cyciometrische  functiën. 

16.  Nemen  wij  thans  weder  de  formule  (5)  van  het  vorige 
N°.  en  daaruit  de  vergelijking  (a). 

i boog cos(a  +  bi)  =  elog  Ua-\-bi  +  iV(l—a*  —  2abi  +  b*)l 

en  stellen  wij  daarin  b  =  0  ,  dan  gaat  deze  vergelijking  over  in: 
i  boog  cos  a  =  elog  fa  -f-  i  ^(1— a*)l . 

Stellen  wij  hierin  a  =  -{-l  eQ  fl  =  — 1,  dan  volgt  daaruit: 
i  boog  cos  (-f-  1)  =  Hog  (-|~  1) 
%  boog  cos  ( —  1)  =  elog  (—  1) . 


*)    Wij  hebben  vroeger  gevonden : 


%x    ,     -ix  J9         -13 

cosx  = i en  tsin  x  = 


2  2 

derhalve : 

•   •  ■  i'x  -is 

cos 9 -\-i sin x  =  e     en  cosx  — iswx  —  e      ; 

dewijl  au  altijd  gesteld  kan  worden  : 

A  -\-iB  =  q  (cos x-\-i  sin  x)  =  ^  X  etx  , 
en  q  eene  positieve  reëele  waarde  heeft ,  kan  men  eiken  vorm  van 
de  gedaante  A  +  iB  herleiden  tot  het  product  van   een  reëelen 
factor  met  eene  imaginaire  macht  van  e. 
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Indien  nu  k  een  geheel  positief  getal  is ,  is 
cos  (±  %krt)  =  1 ,  derhalve  ±  %kn  =  boog  (cos  +  i ) 

cos  ±  (2*-j-i)*  =  —  i  ,  derhalve  ± (2^+l)3t=ioöy cos{ — 1) ; 
zoodat : 

'%(+*)  =  ±  8*w*  ï  '%(—*)  =  ±  (2*+!)**. 
En  omdat  in  het  algemeen  €log  a  =  elog  a  -{-  elog  \  : 

*%  a  =  *%  a  ±  2  to' 
elog  —  a  =  elog  a  ±  (Zk  +  i)  m  , 

waaruit  men  ziet ,  dat  ieder  logarithmus  oneindig  vele  waarden 
heeft,  die  allen  van  de  gedaante  A  ±  %B  zijn,  uitgezonderd één , 
namelijk  log  a9  in  het  geval  dat  k  =  0  is. 

Een  ander  bewijs  voor  deze  belangrijke  stelling  is  het  volgende : 
Volgens  N°.  45  (2)  heeft  men: 

elog(a  +  bi)  —  telog(a*+b*)-hi boog  cos  a 

V(a%+b%) 

y{a*-\-b%) 
waarin  y(a*+b*)  altijd  positief  genomen  wordt,  zoodat  de 
teekens  van  den  cosinus  en  sinus  van  a  en  b  afhangen.  Nemen 
wij  nu  verder  voor  de  bogen  de  absoluut  kleinsten,  dan  is, 
indien  a  positief  is ,  zulks  ook  het  geval  met  den  cosinus,  zoodat 
het  teeken  van  den  tangens  afhangt  van  den  sinus  en  men  heeft : 

loog  C08  i/{J+b*)  =  ho°9  to'  T- 

Is  echter  a,  en  dus  ook  de  cosinus ,  negatief,  dan  heeft  de 
tangens  het  tegengestelde  teeken  van  den  sinus  en  bijgevolg : 

h°°9  °°*  lS(a?+b*)  =7t  +  bo°9  tan9  4' 
Maar ,  omdat  men  ook  heeft : ' 

i»  voor  positieve  waarden  van  a: 

'log  (a+ib)  =  i  elog  (a*+l*)+ i  boog  tang  L±  2**j (0) 


1 
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en  voor  negatieve  waarden  van  a: 

'log  (a-+ib)  =  {  'log  (a*  +  b*)+iboog  tang  —  ±  (2*-(-  1)  m° , 

waarin  k  alle  mogelijke  geheele  positieve  waarden  kan  verkrijgen. 
Stelt  men  hierin  nu  5  =  0,  dan  vindt  men  voor  a  positief: 

elog  a  -=*  elog  a  ±  2kni ; 

en  voor  a  negatief: 

'log  a  =  'log  (—a)  ±  (2*  +  l)xi , 
omdat  £  elog  ( — a) J  =  'log  —  a ;  zoodat  men  nu  dezelfde  stelling 
van  zooeven  bewezen  heeft. 

17.     Stelt  men  in  de  vergelijking  {(l)  a  =  0    en    b  ==  1 , 
dan  heeft  men: 

'log  *  =  £  elog  1  -f-  i  boog  tang  co  ±  2*tt. 
Neemt  men  vérder  k  =  0 ,  dan  is  omdat  foo^  fo»y  oo  =  \n 
en  tf/ö^  4=0, 

^o^  «  =  -J-  m  en  n  =  — ^-. 

Uit  deze  laatste  formule  volgt  nog : 

1  1 

i„=eJ?li='logiT  of   e**  =  ï7    d.i.  •-**■=!* 

Met  behulp  van  de  formule  van  N°.  7  der  vorige  §  heeft  men: 

•      -il*    j     i    ■   "*        **s    i      _j_      ** 


4.2.4     1.2.3.8  -i.2...*x2* 

waaruitgevonden  wordt  %  =  0,207879...  en  t~*  =  4,81049 

Aanmerkingen,  Het  eerste  bewijs  van  de  stelling,  dat 
de  logarithmen  van  eenig  getal  een  oneindig  aantal  waarden 
hebben,  is  van  Grunert;  het  tweede  van  Caucht,  Cours 
Ay Analyse  de  Vécole  polyt.  T.  I.  Vergelijk  ook  Késumés 
Analytiques  par  M.  Augustin  Louis  Catjchy,  6  me  Livr. 
Tnrin  1833.  De  reëele  waarden  voor  de  imaginaire  machten 
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van  imaginaire  getallen  zijn  gevonden  door  Jules  Chables 

be  Fagnano  en  zijn'  zoon  Jean  Fbancois  de  Fagnano  en 
medegedeeld  in  het  Journal  de  Utiérature  helvétique.  (Zie 
Historie  der  Wiskunde  door  den  Heere  Montucla  III. 
Amsterdam  1790.) 

18.     Wanneer        p9  ,  px ,  pt ,  jt?8 (1) 

9o  t  9t  >  U  >  U (2) 

twee  willekeurige  reëele  reeksen  zijn ,  dan  zullen  wij  in  't  alge- 
meen de  reeks 

^+^o.^+  ki »  Pt  +  W*  •  Pt  +  k*  ...  (3) 
eene  imaginaire  reeks  noemen,  welker  termen  wij  willen  voor* 
stellen  door 

zoodat  in  het  algemeen 

u%  =  p%  -f  iqu% 
Zy  verder 

*»  =  «o  +  *i  +  u\  + w»-i  =* 

^Po  +Pt  +  Pt  +P*  + P*-x 

4-(?o+Sri  +?i+?j +----?«-i)*\ 
de  som  der  eerste  n  termen  van  de  reeks ,  dan  wordt  de  reeks 
gezegd  convergent  te  zijn ,  indien  voor  toenemende  waarden 
van  n ,  sn  meer  en  meer  nadert  tot  eene  limiet  s ;  nadert  zij  tot 
geene  limiet ,  dan  is  zij  divergent*  Het  eerste  heeft  klaarblij- 
kelijk plaats ,  wanneer  de  reeksen 

Po  +  Pi  +Pt  +P»  4- .... . 

?o+?i+y»+?»  + 

voor  toenemende  waarden  van  n  convergeeren  naar  bepaalde 
limieten.  Indien  deze  beide  reeksen,  of  eene  van  beiden ,  diver- 
geeren,  zal  zulks  met  de  geheele  reeks  het  geval  zijn. 
Wanneer  men   voor  't  geval ,  dat  de  reeks  convergeert , 

*  =  *n  +  r% 
stelt ,  dan  is  rn  de  sluitterm ,  terwijl  men  den  algemeenen  term 

Pn  +  H%  kan  voorstellen  door  q%  [cos  q>n  +  i  sin  q>n) , 
waarin  ?»  een  positief  getal  en  q>%  een  reëele  boog  is. 
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De  reeksen  (1),  (2),  (3)  gaan  nu  over  in 

9oco*9o*  9tc089>i>    9iC0*9*>   9*00*9* W 

9o  **n  Vo  »  9i  *in  ?i  »    9*  *in  9>t  t   9*  ««  9>s (5) 

Q0{cosq>0+i<p0),  ^(cM^^tmyJ^jfctw^+Jmg),)..  (6) 

Dewijl  nu  de  getallenwaarde  van  een  sinus  of  van  een  cosinus 
van  een  reëelen  boog  nooit  grooter  kunnen  zijn  dan  1 ,  zullen  de 
reeksen  (4)  en  (5)  convergeeren ,  indien  zulks  het  geval  is  met 
de  reek»  der  moduli.    Daaruit  volgt  onmiddellijk  deze 

Stelling.  Bene  imaginaire  reeks  zal  convergeeren ,  indien 
de  moduli  harer  termen  eene  convergente  reeks  uitmaken, 

19.  Stelling.  Zij  L  de  limiet  of  de  grootste  der  limieten , 
waartoe  de  n^-machtswortel  uit  den  modulus  q%  van  den  »den 
term  u%  voor  toenemende  waarden  van  n  convergeert,  of  waartoe 

de  waarde  van  £±£*    nadert ,    dan   zal  de   reeks  convergeeren 

voor  X  <C  1  en  divergeer  en  voor  1/  >  1. 

Bewijs.    Is  L  <  1 ,  dan  zal  volgens  §  23  ,  N°.  5  sqq  de  reeks 

9o  *  9%  *  9%  9  9* 

convergeeren ;  zulks  zal  dan  volgens  het  vorig  N°.  ook  het 
geval  zijn  met  de  reeksen 

?o  co*  ?o  >  9t  c0*  9>i '  9%  C08  <P%>  9*c089* 

0o  *in  9>o  >  9i  *in  9>i  »  9*  **n  9*  >  9*^tt(P* 

dus  ook  met  de  reeks: 

«o»  wi>  «s»  u*>  ** 

Is  JL  >  1 ,  dan  zal  de  waarde  van  den  modulus 

!>*=|/(**+fc») 

voortdurend  toenemen  en  elke  limiet  overschrijden;  de  beide 
waarden  pn>  of  q* ,  of  een  van  beide  worden  grooter  dan  elk 
te  bepalen  getal ;  eene  der  reeksen  zal  dus  zeker  divergeeren , 
waardoor  de  geheele  reeks  divergent  wordt 

20*  Wanneer  wij  thans  eene  reeks  beschouwen ,  gerangschikt 
volgens  de  opklimmende  machten  van  w,  bijv.: 

«o  »  atw ^  atx% >  a**%  >  a**fc » 
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waarvan  a  en  x  beiden  imaginair  zijn ,  dan  kan  men  voo   - 
algemeenen  term  schrijven : 

a%£*-=ZQn(coèq>*-\-i9in  q>n)  X  {r(cos  yt  +  i  sin  y*)\* 
=  9„X  f"  (cos  <pn  +  isin  <pn)  (cos  ny-\-isinn  \p). 

Stelling.  Indien  (?,)»  de  modulus  is  van  an  en  voor  toene- 
mende waarden  van  n  eene  limiet  A  nadert ,  dan  zal  de  reeks 
■eonvergeeren  of  divergeeren ,  naar  gelang  men  heeft : 

"<4   of  ->:r 

Want  voor  de  convergentie  wordt  vereischt:  (§  23,  N°.  5  sqq.) 
kV<l,  of  ?S±iü_<l; 

1  1 

-dus  r<"i — »  of  r  < 


Vï* 


■d.  i. :  r  <  _-  ,  enz. 

21.  Eene  der  eenvoudigste  imaginaire  reeksen  is  de  meet- 
kundige 

1  ,  xy  ar*  ,  x*  , 

waarin  o?  imaginair  is  en  bepaald  wordt  door  de  vergelijking 

X  ~  Q  (COS  <p  +  t  «Ml  <p). 

Neemt  men  de  som  van  de  eerste  n  termen,  dan  vindt  men 

1  «» 

Sm    _  mmmm      -.         '    '■■■■» 

1—0?  1—0 

Maar  dewijl  de  modulus  van  **  niets  anders  is ,  dan  de  «de 
macht  van  den  modulus  van  »,  zal  af  voor  a?<l  tot  0,  en 
voor  *  >  1  tot  co  naderen ;  is  dus  o  <  1 ,  dan  is 

8  =        d    ,. 
1 «' 

voor  ?>1  wordt  de  reeks  divergent. 
Indien  men  in  de  reeks 

1 '  #'  Ï3'  TM9  IS3T (A' 


1 
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veronderstelt,  dat  x  imaginair  wordt,  en  wel  dat  men  heeft: 

x  ^=  g  {cos  g>  +  i  sin  9), 
dan  gaat  de  reeks  over  in : 

1  +  ^9-^-^-+     lAfi    +t__4- I 

+<f**+££L+i£»r+£«f) '" 

dewijl  nu  de  reeks  (A)  voor  alle  mogelijke  eindige  reëele  waar- 
den van  x  convergeert ,  volgt  daaruit ,  dat  de  reeksen  van  de 
reeks  (B)  ook  convergeeren  en  dat  dus  ook  de  reeks  (B)  con- 
vergent is  voor  imaginaire  maar  eindige  waarden  van  x. 

22-  Wij  willen  ons  thans  bezig  houden  met  het  sommeeren 
van  eenige  goniometrische  reeksen  en  vragen  in  de  eerste  plaats, 
de  waarde  van  8  in  de  vergelijking 

waarin  n  een  positief  geheel  getal  beteékent. 
Het  is  eene  bekende  eigenschap  der  goniometrie ,  dat 

cos  (»-|-l)r  -f-  cos  (n — i)x  =  2  cos  nx  cos  x  *) , 

Passen  wij  deze  eigenschap  toe  op  de  termen  der  opgegeven 
reeks,  dan  vinden  wij  achtereenvolgens: 


*)    Bovenstaande  eigenschap  wordt  op  de  volgende  wijze  afgeleid : 

cos  (a-^-b)  =  cos  a  C08b  —  sin  asinb, 
cos(a — b)  =  cos  a  cos  b  -f-  sin  a  sin  b  ; 

door  optelling: 

cos  (a-j-3)  -j-  cos  {a — b)  =  2cos  a  cos  b. 

Zij  hierin  a-{-b  =  x  en  a  —  b=yt  dan  is: 

cos  x~{-  cosy  =  %cos% (x-{-y)  cos  -J (#— ; y) , 

en ,  indien  men  px  voor  x  en  qx  voor  y  stelt : 

cos  px  -f-  cos  qx  =  2  cos  J  (p  •+■  q)x  cos  $  (p — q)x  ; 

en  wanneer  men  verder  p  door  *+l  en  q  door  »— -1  vervangt: 

cos{n-\-\)x  -j-  «>*(»  —  l)x  =  %cosnx  cosx , 

of  cos  (n  -f  1)  x  s=  2  «m  »#  iw  a?  «— '  cos  (« — 1)  x. 
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n  n 

coa= — :— -.•  =  cos 


2«+l  2»-fl 

-  «S^I  =  -  9~^~sïi +  4 

4*  o  2*r  *  n 

CM2TfT  =      2  CM2l+ïCM2TR  "  *"  2^+1 

4rt  a  8rt  n         ,   "  2* 

~  CM2S+ï  "  _2™!S+ïCM2^+ï  +  "•«Ti 

co*.  rs  -f- 2  co^v.  .  f.  cog- .  +  co%  — A  , 

2«+l        ^         2»+l      2»+l  ^        2»+l ' 

waaruit  door  optelling  volgt: 

*=CM2^-2cM5TP  {"M2^T~  ^2-^fT4- 

,  3*r  ._      (i-I)*) 

+CM2-q^ TCMkri} 

5=CM2^-2cM2^(5Tc0423ri)+1 

V  ^       2»+l  ^      2*+l/ 
Derhalve: 

K1  +  *"•  2^)=CM2^±2oM2-5lCM24T+4 

-— (» — 1W  ,     ^      «ir 


2»+l  ^      2»+l  * 
en  omdat: 

ziz  2  co*  nxco8x  =  ±;  |  co»  («4-1)  #  -+-  co*  («—1)  *)  : 

V  2»+l/         2»-fl  2»-fl  -11      2*4-1 

^       2»+l  ^      2*+l 

=1+0,      *      ±cotigltL±cos  JOL- ; 
2»+l  —       2»+l  -1-      2«-f-l 
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waaruit ,  omdat  cos  (n-\-\)x  -+-  cos  nxz=z%cos 1 (2*+l)a? cos  \  *  *) 

maar  co*  —.  ==  0 , 
derhalve : 

23.    Laat  nog  gevraagd  zijn  de  som  der  reeks: 

waarin    n  een  geheel   eindig  getal   worstelt;  dan  heeft  men 
analoog  met  de  handelwijze,  die  wij  in  het  vorige  N°.  volgden: 
n  n 

2#+l  2n-{-l 

™    Sn  a         2n  n  n 

_  (2«— 1)      a      (2«— 2)*         *  (2«— 3>* 

waaruit  door  optelling : 

5=^2^+T+2rM2^FT+cM2i+ï+--"cMiW'r  ^^ 

f         *  3*      .  (2»— 3W) 

-  fS^i  +  cot  2TTl+  •-  ""  Sb+TJ' 

*)    Vervangt  men  in  de  vergelijking: 

eos  px  -f"  cos  qx=z9>  cos\  (p-\-q)s  cos  \  (/>— q)x 
/?door»-f  1  en  q  door  #,  dan  vindt  men: 

cos  (n + 1)*  +  cos  ns  =  2  cos  £  (2«  +1)*  eos  J  ar. 
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en  indien  wij  stellen: 

Maar  omdat  men   heeft: 

cos  (n — a)  =  —  cosa ,  *) 
is  ook: 

2* 


cos 


COS 


(  2*    \  (2*— IV* 
.  =  —  COS  I  7t x — r-r  I  =  —  cos  \£- — /— 

2»+l  V        2»+l/  2»+l 

kn  (  kn    \  (2«— 3)n 

_ -.  =  — -  cos  I  n  —  - — —  l  =  —  cos*-- — --J— 

2»+l  ^        2»+!/  2»+l 


2»tf  /  2«7T  \  n 

cosx 3-=  —  cosKn*—  a — r-r)  =  —  cos?? — — r 

2»+l  V        2»+l/  2»+l 

waaruit  door  optelling  onmiddellijk  volgt: 

St^  —  S, 
zoodat  de  reeks  overgaat  in : 

2»+l        (.  2»+l)     2»+l     [  2»+l  J' 

If 

\    (  n     1  n  ~         2nn  n       .        (2« — Ito 

\    T      2«-fl)  2»-fl  2»+l       2»-fl  2»4-l 

*  (2H-1V  (2«— 1W  ,       (2«— 1> 

=  cos  — — .  —  cos  K".AJ    —  cos*"         ƒ-  +  cos  v0       / 
2w+l  2>H-1  2»+l.  2»+l 

Derhalve  #  =  4. 


*)    Omdat  men  heeft: 

008  (£—£)=;  cojfl  cos  k— sin a  sin  b , 

heeft  men  ook  voor  0  =  180°:  <*>**  =  — 1  en  sina  =  Q: 

co8(rt*-è)  =  ~cos?'* 
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Hieruit  volgt  nog  St  =  —  1  en  S  +  Sl  =  0,  ' 

weshalve  men  nog  heeft: 
«  2rt     .         3*  (2»-2to  ,      (2»-4)* ,  ^e  2**  _* 

24.     Z>w*£  rf//a»«  de  waarde  van  S  berekend  worden  uit  de  reeks: 
S=sina  +  sin{a+b)  -+-  sin(a+2b)  +  sin(a+3b)  +  ....  sin(a+nb), 
waarin  n  dezelfde  beteekenis  heeft  ah  boren. 

Omdat  sin  (a+5)  =  2  *iw  «  cos  b  —  sin  {a — b)  *) 
heeft  men  achtereenvolgens : 

sin  (a  +  b)  =  2  *ï»  a  co*  5  —  **»  (« — b) 

sin  (a  -f-  2b)  =  2*w  (a  +  b) cos  b  —  sin  a 

sin  (a  +  35)  =  2  sin  (a  +  2b)  cos  b  —  sin  {a  -f  b) 

sin  (a  +  nl)  =2  sin  U-t-(»—  4)5}  cos  b  —  sint  a+  (n  —  2)5  J 

en  door  optelling : 
S=sina+ZUina  +  sin{a+b)+sin(a  +  2b)  +  ....idn{a+{n— 4)5}  }co«6 

—ain(a  —  b)—Ssina+sitt{a+b)+....si*Sa+(n>--  2)5*}. 

Sz=zsin  a  +  2  f  £— **«  (a-f  »5)lco*  5  —  m  (« — 5) 

—  <S—sinSa+(n—l)bl~sin(a  +  nb)l 

2£(4 — cosbl  zzzsiaa — %sin(a  +  nb)cosb  —  sin(a — 5)-+- 

+**«*«  +  (» — i)bl+sin(a+nb).  f) 

=sina — 2w»(a  +  »5)cos5 — sin  (a — b)  -f- 
+  cos  b  sin  (a + bn)  —  co*  (a  -f  nb)  sin  b -f. mm  (a  -f-  »5) = 
=  sin  a(l  —  cos  b)-\-cos  a  sin  b  -(- 
•4-  sin  (a  +  nb)  (1  —  cos  b) ,—  cos  (a  -f  nb)  sin  5. 


*)    Uit  sin  (« + 0 = 5I*  «  00*  5  +  *w  5  co*  0 

*t *  (a —  5) = sin  a  cosb  —  sin  bcosa, 

volgt  door  optelling : 

sin  (a + b)  +  *i»  (0 — 5)  =  2  *t*  0  co*  5 
of    sin  (a  -j-  5) = 2  **»  aeosb—  *w  (a — 5). 

t)  «*  [«  +  (»— 1)5}  =  «»  [(«-f  »5)  —  bl  = 

=  *m  {a-\-nb)  cos  b  —  */»  b  cos  (a  -f*  *5). 
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Omdat  nu  verder :  sinbzzz 2*i« £-3  co*  }  3, 

4  — ~co*6  =  2*»7is  lb$ 
heeft  men  ook: 
Sri»1  ± b  =  2 sin a sin1  \ 0+2008(1  sin \  bcos\b  +  2sin(a-{-nb)sin1  j£— 

—  2cos(a  +  nb)sin±bcos\b; 
of  na  deeling  door  %sin\b: 
8  sin  £  b=sin  a  sin  \b-\-cosacos\b  +  sin  (a-\-nb)  sin  J  3  —  cos(a-\-nl)co8  \  b 

=  cos  (a  — i  b)—cos(a  -f-  nb  -f-  i  3). 
Derhalve : 

„ cos(a  —  ±b)  —  cos\a  -f-  (»  +  4)^ ) sin(a-\-^nó)sin^  (»+l)3 

—  2rin\b  *7»|3  ' 

Stelt  men  in  de  opgegeven  reeks  a  =  0  ,  dan  vindt  men  : 

i*zi*nriaozt*jiii             i     •     i       sin  i  nb  sin  \  (n -\- i)b 
\  êtn  o  -\-8tn2  b  -{-sinSb  -\-stn  4b+ -f  8tn  n  *  =  — 2 ?— ^ — ■ — — • 

25.     ^/i?»  vraagt  da  waarde  van  8  te  bepalen  in  de  reeks  : 

S—cosa-\-co8  (a  +  3)  -f-co*(«+ 23)  + -+•  ccs(a  -f-  nb) , 

waarin  n  dezelfde  beteehenis  heeft  als  boven* 

Om   de  som  dezer  reeks  te  bepalen,  schrijven  wij  achtereenvolgens: 

I  co8a=cos  a 

cos(a  -f-  b)  =  2  cosacos  b — cos  [a  —  b) 

cos  [a  +  2b)  =  2  cos  (a  -j-3)  cos  5 —cos  a 

cos  (a  -|-  33)  =  2  cos  (a  -f-  23)  cos  b  —  cos  [a  -f  b 


co*(a+w3)  =  2co*(a+(» —  l)3)co*3  — costa-{-(n  —  2)b\  , 
waaruit  door  optelling  volgt: 
|=  cos  a  +  2  cos  3  i  cos  a + cos  {a  -t-  3)  -f-  oo*(a+  23)  -{-  ...•  cos  (a + (*— 1  ))3  \ 

— cos{a — b) — Scosa  +  cos(a+ïï)-\- +  cos(a+(n — 2)5)1 

=  co*  a  -f  2  co*  3  (S —  cos  (a  +  nb)) — cos  (a— -3) 

—  f  £ — cos  (a  +  (» — i )  b)  —cos  (a  -f-  «3)  ï 

2  #(1 — cosb)  =  cos  a  (1  —  co*  3) — sin  a  sin  b  -f-  cos  (a + »3) 
-I-  co*  (a  -f  »3)  co*  3-f  $m  (a+ «3)  **'»  3 — 2  co*  3  co*  (a + nb) 
=cosa(i.  — co*3)— #»«**'»  3+ co*  (a-|-  »3)(1 — co*  3)  +  *t»(a+w3)*t«  3. 
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48tin1\b  =  2cosasin%{b —  2  sinasin\bcos^b  ji_2cos(a-\-nb)dn%  ^H 

-f  2  sin  (a  -\-  nb)  sin \h co*\{ 
2Ssin\b=cosasin\b —  tinacos\b+cos{a+nb)sin\b+sin{a-\-nb)cQS§ 

f  Q _  8in(j h—a) -f sin { a  +  (n  +  ±)b $ sin  \a+(n+\]b  \  -sin(a-±h)  J 

cos  (a-\-j  nb)  sin  \(n  +1)6 

sin  \b 

8telt  men  in  de  opgegeven  reeks  wederom  a  =  O ,  dan  vindt  men : 

1 4-  co*/?  +  C082B  4-c08Ób+ +  cosnb=  — 3 J_i — ï — £_, 

1  sm\b 

26.     Wanneer  a,  b,  c,  dt  e,  f,*.  . ..»,  willekeurige  hoe- 
ken of  bogen  zijn ,  dan  is  : 

8in(b— a)         sin  b  cosa  —  sin  acosb  .  .  r 

.   \    .     <   =  r— r-: =  COta  —  Cötf  £ 

sin  b  sin  a  sin  b  sin  a 

**fi-*)  _  cotb-cotc 

sin  c  sin  b 

«*(ƒ-<,)=  cote-cotd 

sin  d  sin  c 

— ^ 1  -=.  cotn  —  coi  a. 

sin  a  sin  n 

Waaruit  door  optelling  volgt: 

sinib — a)     ,    sin(c — b)    isin(d — c)   ,  ,  m(a —  n) A 

sin  b  sin  a        sin  c  sm  b       sin  a  sin  c  sin  a  sin  n 

Op  dergelijke  wijze  vindt  men  : 

sin  (b — a)    ,    sin  (c — b)    .  ,    sin  (a — n) Q 

cos  b  cosa        cos  e  cos  b       **  "        cosa  cos  n 

Door  verder  op  te  merken  dat: 

sin(b-{~a)  X  sin (5 — a)  =  ktin\ {b-\-a) cos\(b*\-a)  X 

X  sin  \  (b — a)  cos  \  {b — a) = (tin  5  -f-  sin  a)  (sin  b — sin  a)  — 

•zzisinih  —  sin1  a, 

vindt  men  nog : 

tin(b -f-  a)tin  (b — a)  -+-  sin (c+b)sin(c — J)+ .. . . sin(a -\-n)sin(a — »)=0 ; 
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en  omdat: 

C08{x  -\-y)sin{x — y)=z(co8  x  co&y — sin  x  tin  y)(tin  x  cosysiny  cos  x) 

—tinxco8x(9in*y-\-cos*y)  —  sin  y  cos  y  {tin1  x  +  co8*x) 

=sin  x  co8x  — «  tin  ycosy, 

heeft  men  nog  : 

co*(5-f-0)«»(#-a)  -\-co8{c-\-b)tin(c-b)  *\- . .  t  co8(a-\-n)sin(a-ri)  =  0. 

Aanmerking.  De  goniometrische  reeksen,  die  wij  in  de 
laatste  N°s.  behandeld  hebben ,  zijn ,  zooals  men  in  den  loop 
der  bewerking  gezien  zal  hebben,  van  een  bepaald  aantal 
termen.  Wij  willen  nu  nog  eenige  reeksen  sommeeren , 
waarin  n  oneindig  groot  wordt  genomen.  —  Voor  het  ge- 
mak van  den  Lezer  zijn  eenige  formules,  waarvan  ik  mij 
bediend  heb,  aan  den  voet  der  bladz»  opgegeven.  De 
meeste  daarvan  vindt  men  in  elke  handleiding  over  de 
goniometrie  en  trigonometrie. 
27*    Men  vraagt  naar  de  waarde  van  S  in  de  vergelijking 

fe=l+^r  co8ip+  ?fe=^  «»<?o*2y+  »(»-*  X»-2)  xiC083q>+znz. 
1  1*2  1*2*3 

Wij  hebben  gezien  in  N°.  8 ,  dat 

cosq>  = -X- . 

door  daarin  voor  g>  achtereenvolgens  2q> ,  3<p ,  éq>  enz.  te  sub- 
stitueeren  ,  vinden  wy : 

1.   2.        8                         2 
+ 

a&=i+2L./»+ïfc2)#«  ,8«>+>«(«-i)(»-2)g,  ,3«>+ 

1  1.  2  i»  2.     3. 

Th.d.Alg.  II.  6 


•  •  •  • 


•  *  •  • 
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dat  is :  M  _  (1  +  J<P)»  +  (  !  +  „-/»)« 

en  op  grond  van  N°.  8  ,  (6)  en  (7) 

2S^=.  (1  -\- x  cos  <p  -\-  ixbin  q>)%  -\-  {l  -\-  xcos  q>  —  i»  sin  q>)\ 

Stelt  men  hierin   l  -\~  x  cos  q>  =  at  cos  ift  en  x  sin  g>z=zasin\p, 
dan  verandert  de  vergelijking  in  : 

28=  a*(cos  ip  -f"  *  **n  V)"  4"  a*(C08  V  —  *  **n  V)* 

dus  eindelijk : 

in\p_J_  -inip 

£=a«\f — ±f =za*cosnip (P) 

2 

Maar  a  wi  y .  xsin  g> 

acosip  l  -(-  x  cos  q> ' 

dus  ook :  ,        ,  xsin  q> 

w=z  boog  tang  — . - — . 

I  -\-  xcos  q> 

Verder  is : 
a*(coé%ip  +  ***  %  V)  =  (l  +  2a?  cos  y  -f-  **  co*1  y  -f"  a;1  ****g>) 

a*  =  1  -J-  2x  cos  g>  -f"  x1 , 
zoodat  de  vergelijking  (P)  overgaat  in: 

>$:=(l  +  2a?cosa>-r-#*)ï  cohin  boog  tang  ^- ? — ). 

\  1  -f-  a?  cos  <p/ 

28.     Zj/'  wo^  gevraagd  de  waarde  van  S  te  vinden  uit  de  ver- 
gelijkittg : 

S  =  x sin  <p  -f- ±  x%  sin  2g>  ■+•  •$•«'  sin  3  y -{- \  x*  sin  é  <p  -f-enz.; 

dan  beeft  men  onmiddellijk  : 

*'?>-*>              2ty      -2i>                 3f>      -3f9 
S=sL—l — +  fpi J — ZZ 1-  i  x*  e     ~f h  enz. 

of    2a=M,^+i«»^+t*,«8l'9+*«*«4/9+ 

-  xe^- *  «*  r21'»-^»  ra,>-i«*  r4,>  _....< 

bijgevolg  :  2iS=  —  elog (1  —  «**)  +  'log  (1  —  aa* '*)  j 

l-xe'* 


=       '% 


1 — xe 


- —  » 
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of 

waaruit 


2iS_  1  —  xe~t(p 


1  —  xe 


-      > 

lip 


e2iS_  j  _       <eiq>  _  e-i<p) 


«.««+1)       ,     ,    /v+e-t* 


Nu  is  :         tm>g  <p=z*J!Ll  _J?—Z2± bJL 

coa  q>      (J<P  +  e-i9)  .  2 

m 

of  na  vermenigvuldiging  met  2e1^ : 


tang  <p  = — !. 

Derhalve : 

1 XC08  <p 

en  dientengevolge : 

B  — boog  tang  j^J^^ 


X  cos  <p 


29.     ^y  gegeten  8  =  l  +  x  cos  q>  +        ,  cc*  2a>  -4- 

1.2 


o?» 


+  1 — ö— 3  coaSy+enz. 
1  •  «  •  o 


1    Hieruit  voJgt  onmiddellijk: 

2        "I~1.2*  2  "*"  1.8.3 2 

1.2         ^i.2.3         ^ 


+  1-M»      +r-e        +  ,        + 


6* 
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« 

dus 

iq>  -iq> 

28=exe     +  exe 

xcos<p  -\-ixsin q>   ,     xcoscp  —-ix  dn  <p 

xcosq>  i  Jx8tnq>   .     -ixsinq>\      ajecotip^,    .     , 
=  0       *\e        *  +  e  v  =  2e        *cos{x8tnq>\ 

waaruit  ten  laatste  volgt: 

tf  — e        *  cos  \jb  8in  q>). 
30.    Nemen  wij  de  formule  (vergel.  N°.  5) 

co*  flitf  =  (cos  x)m  —  (tnftcos  x)m^i6tntx  +  (taYjcos  ar)"1"*  «»*  a?— 

6 

— (*»)(co*#),,,~6  **«*  a?    .     •     .     .     .     (A) 

en  stellen  wij  hierin  *wi*=y,  dan  is  co8x~(l — y1)   ,  en 
wij  vinden: 

—  (»)(1— y*)i(W"6V+enz (B) 

Hierbij  doen  zich  twee  gevallen  voor.     Is  m  even ,  dan  worden 

l  m%  \{m — 2) geheele  positieve  getallen  en  het  binomium- 

theorema  geeft  eindige  reeksen;  is  m  daarentegen  oneven ,  dan 
vindt  men  oneindige  reeksen. 

Nemen  wij  nu  m  even ,  dan  vinden  wij : 

en  door  vereeniging  van  de  gelijknamige  machten  van  y: 

coamxz=l—  Aty*  +^4y*—  A%y*-)r    .    .    .    (C) 
waarin  de  2/He-macht  van  y  tot  coëfficiënt  heeft : 

(-i)ix{(|)+(4)(^)+(4)(^)+...+(ï)}, 
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welke  gelyk  is  aan : 

(—1)* .  ^(«^^«^^«^^■-«{««M»^)»}^  32>  (A)) 

Substitueeren  wy  nu  de  analoge  waarden  van  A%9  Ak , . . . . 
in  de  vergelijking  (C)  en  vervangen  wij  y  door  sin  x ,  dan  heeft 
men  eindelijk: 

4.2  1.  2.  3.  4 

~  i.  2.  3.  4.   B.   * '"••  +  — 09 

Is  f»  oneven,  dan  deelen  wy  de  vergelijking  (B)  door 
C08  x=:  1/(1 — y*)  en  hebben  dan  : 


cos  m» 

C08X 


=  (l— y1)9        —  («»)  (i— yJ)         y*  + 

+  (m)  (l-y«)*(w""5)  y*  _  enz. 


Dewijl  de  exponenten  van(i  — y*)  geheele  positieve  getallen 
zijn,  kan  men  de  machten  van  (1 — yJ)  ontwikkelen  in  eindige 
reeksen,  waardoor  men  vindt: 


cosmx 


=  1  —  A\i*  +  A\i*—A\i*  + 


C08X 

Hierin  nu  is : 

h  *_l  k— 2 

waarvoor  men  (§  32 ,  2  (C))  ook  schnjjven  kan : 

(^t— j  >)(»&>— 3»)(ra«—S») {  m%  _  (2^ — 1)> } 

4.      2.      3.      4 2k 

zoodat  voor  m  oneven  gevonden  wordt : 

cos  nor  =  co* a?  ^1 — ^-  w»2  a?  +4 — 9      q — t—'w»** 
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31*    Nemen  wij  thans  in  de  formule  (vergel.  N°.  5) : 
sin  mx  =  («*)  cos9"  ixsinx  —  (  «)  cos*~*xsin  *x  -f- 

(m)  co**"8*  *i»sa? (F) 

sinx=y   en  dus  costtssj/'fl — yJ),    dan  gaat  zij   over  in: 

1  «— i  s  »—  i  «  «— s 

«»0Mr  =  (»j)(l— y»)   *  y_(W)(l-y»)   s  y*-r-(*w)(l-#)    i    y*.~ 

Is  i«  oneven,  dan  zijn  — - — ,     ~     geheele  positieve 

getallen ,  zoodat  men  na  ontwikkeling  der  machten  van  (1—  y*) 
vindt: 

sinmx  =4ty  —  Aty*  +  A^t/*  —  ...., 
waarin 

^+i=(«)(4i)-,-<")(:^)+ 

=rr'l:::i"'4r),!.{^8''B»i| 

zoodat  men  eindelijk  vindt: 

m    .  m(/n* — 4*)   .  a       ,  m(m* — PV»1 — 3*)   .  K     lf\ 

1  4.  2.  3  4.  2.  3.  4.  5 

Is  m  even,   dan  deelt  men   (F)  door  cosx  .-==  1^(4— y*)  en    , 
vindt  dan  gemakkelijk  :  | 

(  m    .  w(/»* — 2')   .  •       . 

(  i  4.  2.  3 

+    4.    2.     3.    4.     5  #  + J---W 


32      Substitueeren  wij  in  de  formule  (D)  van  N°.  30  j 
voor ^,  dan  gaat  zij  over  in: 

/     ,x-  a      w*  ~    «     •   0**("»a—  24)      4  i 

(— l)i    cosmx=ï— -  — -CMa.c-h  .  v.    _    -  *  cos* x  -—  enz. 

'  1.2  1.  2.  3   4 


(—1)?  W*(W2—  2») f  w*—  (/»— 2)«  I 

+  4 ö ~CM"jf, 

1.2 ftg 

en  na  vermenigvuldiging  met  ( — \)\  ,  omdat  in  (D)  veronder- 
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steld  wordt ,   dat  m  even  is ,    en    tegengestelde    volgorde  der 
termen : 

cos  mx  ~  Am  co8mx  —  Am^t  cosmr"i  *  -j- 

+  (— l)!T3^acM*a?+(— 1)1  ,  .  .  .  (I) 
zijnde  hier  de  coëfficiënt  van  den  al  genieenen  term : 

A          _  m*(m>—  a*X»*— *')■  -4  »*—  (m~ 2*— 2)'1 
«-2*  —      1.     2.     3 .  (w— 2*) 

Maar  omdat : 

2 


m 


uj.  =!.(-+!)(-_!) 


wi  —  (w_2*— 2)*  =  2»  (*»— *— i)(*+l) 
is  ook 

*»-2* ~T. 2: 3: ^=2*  X 

welke,  nadat  men  teller  en  noemer  met  k9  #— 1  • . .  3.  2.  i  ver- 
menigvuldigd heeft ,  overgaat  in : 

-  _  m(m—k—.\ )(»»«— £— 2),..(*«— 2*+l )  2«-2*-l 

w— 2*  ï;       2 k 

Is  h  =  0 ,  dan  levert  deze  formule 

Am  =  2*"1. 
In  alle  gevallen  vinden  wij  voor  de  formule  (I): 

co«»i#=:2,,,"Icoamar— 2mw-3coa"l-2iP-r-3«2m~5  —5—  co*","*a?...(K) 

Substitueeren   we  nu  in  de  formule  (G)  van  N°.  31  £*r — x 
in  de  plaats  van  xt  dan  vindt  men ,  omdat  m  hier  oneven  is : 

cos  mx  =  JmCP8mX — dm_tC081*~%X  -f-  ^«-.^cos"*"*^ — . . . ., 

I     waarin  wy  de  termen  van  het  tweede  lid  in  tegenovergestelde 
volgorde  hebben  genomen. 
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De  algemeene  term  dezer  reeks  is 

A         _*»(»»>— l*)(w>— 3»)...  |>»— (*»— 2*--2)»1 
»_«*  —     j  2         3 (m—M) 

Indien  men  thans  in  het  oog  houdt,  dat 

„._*>= 2.(f+!)p=!) 


♦ 


mt  _ (m—2k— 2j*  =  2*  (ra— #  -l)(#-f  l), 

en  men  teller  en  noemer  met  de  reeks  kt  Je — 1 ....  3,  2,  1 

vermenigvuldigt,  dan  vindt  men: 

_  m[mr-k—\)(m--1c—<i) (ra— 2*+l)  ^m-U-l 

m~u ï:       2 k  A 

welke  voor  k  =  0  ,  even  als  bij  de  vorige  reeks , 

^»  =  2-i 

doet  vinden.  —  Hieruit  volgt,  dat  de  reeks  (K)  geldt,  hetzij  m 
even  of  oneven  is.  Vermenigvuldigen  wij  de  beide  leden  met  2, 
dan  vinden  wij  nog: 

icoa  mx  =  (Zcos  xf  —  %  (ïcos  *jT%  +  ^~~8)  {Zeosxf*-*  — 

K«-*XM-B)  (aw»r- (L) 

1.  A»         O 

Door  soortgelgke  bewerking  vindt  men  uit  de  formulen  (E) 
van  N°.  30  en  (H)  van  N°.  31  voor  m  even  en  oneven: 


+ 


+ 


sinmx=.  sin  x  [fócosx)1""1  —  —  —  (icos  ar)*"8 

(^(ito.r  -  ^^T*h*«"*Y~' (M) 

Aanmerking.  De  formulen  van  (D)  tot  (M)  zqn  gevon- 
den door  Jacob  Bernoüllt  en  komen  voor  in  de  Mémoires 
de  V  Académie  des  Science»  van  1702. 
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33.    Wjj  vonden  in  de  formule  (C)  van  N°.  30 : 

cosmx  =  l  —A$*  +  Afl*  _....  +  (— l)*-,4tf-,f  .  .  (d) 
waarin  y  =  sin  x,  m  even  en  Au  =  2*"*1  is. 
Voor  (a)  kan  men  ook  schrijven : 

cos «»*=  (— l)f  X  2— *  iym  +  B—tf*-*  +. . .  5ay*  +5,  J 

en  stellen  hierin  y, ,  y% ,  y,  .....  de  wortels  voor  van  de  ver- 
gelijking 

r+**-,r-a  + 5^  +  ^=0, 

dan  heeft  men  eindelijk  (verg.  §  5 ,  N°.  9  en  10) 

coëmx=(—l)ï  x  2*~*  (y— yt){y— y4) (y— ?•)» 

zijnde  hierin  y  t ,  yt ym  de  waarden ,  waarvoor  co8mx  =  0 

wordt.  Dewijl  y  hierin  den  sinus  van  een  zekeren  hoek  x  voor- 
stelt, kunnen  y19  y%  de  sinussen  voorstellen  van  de  hoeken 
fp  «? 2  ,  o?$ , zoodat 

M 

fot«i#  =  ( — l)r  x  2*"1  (sinx — sinx^sinx— sinx  t)  „.(sinx— êinxm). 
De  waarden  van  xt  ,  a?t....,  waarvoor  co*  »m?  =  0  wordt,  zijn 

,     n         ,    3*        ,    5*  .    (»t— l>t 

^^T'    ^2^*    ^S?' x      2w      ' 

derhalve  is: 
B»flw?=:( — i)I   X  2—  *( sin  o>— sin  IL)( sinx — sin  J^\l  sinx — ««*-  J.M 

X  («»#-+-«»  «-*) |mff+n»-^A\ 

of ,  indien  men  de  factoren  twee  aan  twee  met  elkander  vermenig- 
vuldigt en  het  product  het  tegengestelde  teeken  geeft: 

eMws=2—  *  (m^-w»1!) ....  (m*  55=1*  —  «»*  *)...(*) 

Neemt  men  hierin  *  =  0,  dan  is  : 

l==2^i«if»im»^w»»|?....wV^=l*. 

2m         2x»         2m  2m 
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en  deze  vergelijking  deelende  in   de  vergel.  (#) ,  vindt  men : 

l.       timxx  \  u       wn>x\  (A         sin%x      i  /^ 


*>j    -j«i?^r""r  ™*^*lï  * 


2a»!  j  S^J  f  2>»       1 

84.     Wij  vonden  in  de  formule  (H)  van  N°.  31 ,  door  *i»a?  =y 
te  nemen : 

Mn  mx  =  co*x{Aty—J%y*  +  Atf*  ....  +  (— «^"-^«-iST"1)-  -G* 

waarin  m  even,  en 

A        _  m(m*  -2»)(wa—  4*)  . . .  1^*—  («— 2)*]         g—j 
""-1 4.     2 ■(»— 1) 

Voor  (0)  kan  men  ook  schrijven  : 

sin  rnx_  _  ^      ^yi+^.yi  . . .  +  (-l)*»"1  X2""V~2 


cos  x  sin  x 
en  door  soortgelijke  redeneering  als  boven: 


?-l 


sm  mx    —  (— \  )2       2™      («i»  a?-M»  # t  \sin  «-si»  #a )  .•.  (»i«  *-»»  #m  J 
C<>*  #  sin  x 

Nu  wordt  4t»  mx  gelijk  aan  nul  voor  de  (m — 4)  bogen , 
±£,     H-t. ±f^)«- 

^  a«     —  2>*  V  2w  / 

sin  x  cos  x  2w  *n 

ut*  { n  —  8inx]  •••••••(/. 

\  2a*  / 

Neemt  men  hierin  »  =  0  ea  merkt  men  op  f  dat 

7i    sinmx        ,.    m($inmx:mx)         m 
sinx  sinx-.x  1 

dan  heeft  men : 

j»=:2         «»*  =—  sm*—- 8inx  — — ft 


sin 
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en  na  deeling  dezer  laatste  vergelijking  op  de  verg.  (J7) 
sinmx  f.     ëin*  x  -\  r. sinlx    -) 

7=7     i  _g^  _^ 

Uit  de  fornrolen  (E)  van  N°.  30  en  (G)  van  N°.  31 ,  kan  voor 
m  oneven  op  analoge  wijze  gevonden  worden: 


cos  mx 


(       «»*—  J   (.       «»*x_\  (        tin*- — n\ 


tw  war  =  «i  «t  *t  x  \  i  — 

.  .  2tt 


2« ;  ^  2j»  2i» 

Het  opsporen  dezer  formnlen  evenzeer  als  die  van  tangmx, 
cot  mx ,  sec  mx ,  cosec  mx  laten  wij  aan  den  Lezer ,  die  daarmede 
na  het  behandelde  weinig  moeite  zal  hebben. 


35.     Voor  de  formule  (M)  van  N°.  32  kan  men  ook  schrijven 

*  '  ■  »     »     , 

t^L  =  2W~~  (eoèx — co8xx)(co9x — C0«#s).M«(6o* av- *co% *w__i)« 


stnx 


Neemt  men  nu  achtereenvolgens  xt ,  a?j  . . .  xm_i  gelijk  aan 

*      2*r     3nr             (m — \)n 
—~  ,  —  ,  —  ,  .  . . .  1— , 


f»       w       i»  w 

dan  vindt  men: 


!5f  =  2w~Yco*  «--**!)(<»»  *- eM^)....(«M  g-cJOT~*K/«). 

wna?  \  w/V  j«/     ^  m      /  ^ 
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Omdat  verder 


cos 
m 


ü-  =  —  cosirt 1= —  C08K l— 

m  \         m/  m 


m — , 

C08  - 


sin 
sin 


1  n  =  —  cos  (n  —  ^—irt)  =  —  C08- 

volgt  uit   de  vergelijking  (a),  indien   men  de  termen  van  het 
tweede  lid  in  tegengestelde  volgorde  neemt: 

lnmx  —  8*-VcMa?+CM— )(cosx+cog^.Jcosx+(^s^^rt\jifl 
unx  V  ™7V  m/     \  m     / 

en  door  vermenigvuldiging  van  de  vergelijkingen  (a)  en  ($: 
sw*rnx_  tf™-*(cos*x—co8*-  \» /*»»0-^£=i*) (y)     . 

Maar  omdat  cö$*# — c<wly  ==  «»(^  +  v)*^(y— *)  >  is  ook : 
/sinmxy  _ 2^-l  ^(ü+ x\  sin  fil-\- «).... sin(?^n+x) 

en  omdat 

mh  ^  Jl  +  «J  =  ai»  (^~  *— «) 


stnmx 


^±2m-l8in(^  +  x)....8in(^^n+x)..(d) 


sinx 
Neemt  men  hierin  #  =  0»  ^an  18: 

m  _  +  2™     A  «iw  —  *;«  — 


Deze  bogen  liggen  tusschen  0  en  180° ;  hunne  sinussen  zqn 
dus  positief  en  men  heeft  eindelijk : 

*MSB*«  X  2-1«»g-HB)«»(|-^)....«»(^»-Hr)..^ 

welke  formule  doorgaat  voor  m  even  en  oneven. 
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Aanmerking.    De  formules  van  N°.  88 ,  34  en  85 ,  waar- 
door de  waarden  van  sin  ma  en  ce«  mx  in  eindige  pro- 
ducten worden  uitgedrukt,  zijn  gevonden  door  Eulek, 
Intr.  in  Anal.  in  fin. 
86.    Wij  vonden  in  N°.  84  formule  (T) : 


2**y  v      ""  2»r 
waarin  m  een  willekeurig  oneven  getal  is. 

Stellen  wij  hierin  w  ■==  —  en  — -—  =  n ,  dan  is: 

*  m  z 


mz^m*in—J{ — 
m 


*** — 
m 


sin- 


m 


4— 


.    z 
s%n — 

m 

.  2* 
«mi  — 


4— 


smi. 


.  nit 
sin — 


—mnn — (f— 
m 


i- 


z 

sin  — 

m 


«» — ! 7T 


I— 


.    z 

SM— 

m 

.    n 

8%n—  n 

m 


w. 


waarin  k  een  geheel  positief  getal  kleiner  dan  n  is. 
De  noemers,  die  in  het  tweede  product  voorkomen,  zijn  allen 

kleiner  dan  sin  \n ;  in  den  teller  heeft  men  steeds  den  boog-1 
die  kleiner  zal  zijn  dan  al  de  bogen : 


m 


*+l       *+«. 


-7t 


n     m— 1 


n 


m 


m 


m 


m 


zoodra  men  heeft 


of 


«  =  i(«-l)>*>-L    .    t 

n 

n m — 1    ^    £^^  * 

m  2m      ^  m         « 


(«) 
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Onder  deze  veronderstelling  zijn 


z 
sin    — 

m 

.  #-}-l 
sin — ! — n 

m 


•    z 
sin  _ 

m 


•    n  - 

m 


echte  breuken ;  derhalve  is  het  tweede  product  kleiner  dan  1. 

En  omdat  (1 — «i)(l — 0j)(l — «j)«  •  ••>  1 — «i  ^  «j 

is  het    tweede   product,    dat  wij  voortaan  P  zullen  noemen, 
grooter  dan 


1— 


.    z 

sin  — 

m 

nn ! — n 

_    w 


+  ....+ 


m 


L. 


(ö) 


Wanneer  a  een  boog  van  't  eerste  quadrant  is ,  dan  zijn 
i  —  sin  a  ,  tang  a — a  ,  (j-  n — a)- —  sin  (^  it — a) 
positief,  terwijl  dan  uit  de  identieke  vergelijking: 

\it  sin  a  — c  =  a'1  —  sin  a)  sin  a  -f-  {tang  a  —  a)  cos9  a 

"f"  Kt  * — a)  —  ***  (ï  * — °0  ?  *ïw  ^ 


volgt : 


4-  ft  sin  a  ^>  a     en     - —  <^  —- . 

9  sin  a       2« 


Neemt  men  verder  a  =  —  ,  zoodat  ook  —  een  boog  van  't 

m  m 


eerste  kwadrant  is,  dan  is 

1 


< 


m 


M* 


en  na  vermenigvuldiging  met  [sin—]    <* — -  , 


•    z 

sin  — 

m 

.  hft 

sin — ■ 
m 


4  '  k* 


(*) 


Neemt  men  in  deze  uitdrukking  h  achtereenvolgens  gelijk  aan 
k  +  1 ,  k  +  2 ,....» ,  dan  vindt  men  onmiddellijk : 
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p>  1  ~T  ((k+ïy  +  (i+aji ^); W 

maar  omdat 

1         ^   1 1_  1  ^     1 1 

(H-l)1  ^   *         <M-1 '  (M-2)2         *+l        *+2  ' 
is  zooveel  te  meer 


enz., 


of  P  >  1  —  — - (or) 

Uit  een  en  ander  volgt ,  dat  men  heeft : 

1>'>1-£ 

of  P=\—  ££,  waarin  0<<><1. 

Laat  men  nu  in  de  vergelijking  (y)  m  tot  in  het  oneindige 
toenemen ,  en  blijft  h  constant ,  dan  vindt  men  omdat : 


m  sin—\  =  z ,  Um  — 
mw 


z  z 

sin —  m  sin — 

m  m  z 

hn  .  hn       hn 

sin —  m  sin — 

m  m 


stn  z 


-(■-S)(«-s-Sï)--0-jfe)('-^)-w 

Schrijft  men  in  de  formule  (t)  %k  in  de  plaats  van  Je  en  daarna 
\z  in  plaats  van  z  en  vermenigvuldigt  men  de  laatste  vergelij- 
king met  2,  dan  vindt  men: 

*— («-S)(«-K.)-(«-nfc.)0-©- « 

2,i.1=<,-24,X«-t4,)...(.-!J^,)(.-g>) 

en  na  deeling: 

iók 
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Schrijft  men  de  formule  (t)  onder  de  gedaante : 

«*»«  —  f(\— **\  (\ *—\      .  U—JU\ 

\         '        r,  mm 

4k 
en  laat  men  k  tot  in  het  oneindige  toenemen ,  dan  wordt  het 
aantal  factoren  oneindig  en  men  heeft: 

*— (*-»)(*T&)(«-|&)  ■••■<*> 

De  formule  [(#)  eveneens  behandelende ,  vindt  men  door  Wz  te 
schrijven  in  de  plaats  van  z, 

~.-(«-S)  («-&)(«-£) « 

Neemt  men  in  (T)  z  —  \rtm  dan  vindt  men: 

4  —  _ÜL      18      3'8       5*7 

2  '   2.2  '  4.4   '  6.6 

,  w_2*        4'        6*  ,. 

of  "2—  O  •  ÏÏ3  '  O W 

Door  *  =  •£*  te  nemen ,  vindt  men  nog : 

n_  i        4*       8*         12»  ,n. 

T-j72  •  ö\»  •  73  •  ais: w 

Aanmerking.  Over  de  convergentie  dezer  merkwaardige 
producten  kan  men  onmiddellijk  uitspraak  doen.  De  vorm 
^oMi— •  convergeert  namelijk ,  indien  zulks  het  geval  is 
met  log tf0  +  log  t1+logt%  + ,  welke  reeks  onder- 
worpen is  aan  onze  vorige  stellingen  (§  23  enz.). 
37'  Substitueeren  wij  in  de  reeksen,  die  w$  in  N°.  5  ge« 
yonden  hebben 

cos  »  =  (!  —  iinx)   , 
dan  vinden  wij: 

*i*  mx = (w)  (1  — sin  'a?)"T"*t«  ar — (w)  (1  — -m*  ,a?)~T"m  *a? + . . . , , 

welke,  indien  wij  de  machten  van  (1 — rin*x)  volgens  betbino- 
mium  van  Newton  ontwikkelen  en  de  termen  zooveel  mogelijk 
vereenigen,  overgaan  in: 
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MMS|-  T"*'^TW ""** <.2.3.4.B.6    "">iH-(g) 

1 

Hadden  wij,  alvorens  (1  — at»*#)a  =  cosx  te  substitueeren, 
cosx  in  beide  reeksen  buiten  haakjes  gebracht,  dan  hadden  wij 
gevonden : 

1  1.  2  1.  2.  3.  4 

i.    2.    3.    4.    8.    6    m  *+ *  '  *  (" 

c  1.  2.  o  4.  2.  o.  4.  5  ' 

Voor  de  formule  (f?)  kan  men  ook  schreven: 

4.  2.  3.  4.  5.  6.  7. 


Voor  afnemende  waarden  van  m  gaat  deze  reeks ,  omdat 


stnmx 


m 


-(voor  m  =  0)  =f ar ,  over  in 


1.2.0  1.2.4.5  1.2.4.6.7 

Zy  verder  tinx^rzy,  dus  a?  =  5oo^  («j»  y),  dan  heeft  men  eindelijk 

**(*»=*+£  +  |f-5  +  |S  +  .   .   .  (A), 

welke  reeks  convergeert  voor  y  =  ±l  en  voor  alle  waarden 
tusschen  +  1  en  —  1. 

Stellen  wij  y  =  1 ,  dan  is  doe^r  (*i«  y)  =  -— ; 

Jt 

y  =  |,  dan  is  boog  («»y)=~; 
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alsdan  vindt  men : 

n  .     ,     4      ,      3      ,      3.5       .      3.5.7      .       /«* 

T  ~*~  33  "*"  2X5  "*"  2  4.6.7  "*"  2.4  6.8.9  "^  *"v  ' 

6~  ~  *  +  23  *  2*  +2Tö  *  2^+2"X67  *  F  ~t~'"i  j 

Door  de  reeks  (6)  te  verminderen  met  de  reeks  (a)  vindt 
men  nog 

boog(co*y)=z~.—  boog(%iny)=(\^y)  +  "i^+  T&TB    + 

Aanmerking.  Eene  zeer  fraaie  maar  meer  omslachtige 
wijze ,  om  de  formule  (A)  af  te  leiden ,  vindt  men  in 
Schlömilch's  Alg.  Anal.  pag.  2 17-—  De  ontwikkeling 
van  de  formules  (a),  (0),  (y)  en  (d)  vindt  men  by  vele 
schrijvers.  //Ces  formules  sont  ex  traites  du  tome  X  des 
séances  des  Ecoles  normales,  seul  ouvrage  dans  lequel 
elles  se  trouvent  réunies."     Garnier  ,  An.  Alg.  II ,  p.  258. 

38.     "Wij  vonden  vroeger  (N°.  3) : 

«..=•(1  -  0  +  g^  ___+....) 

Stellen  wq  hierin      * 


.  •  •  . 


2.3        234.5    '    2,3..7 

dan  is :  sin  x  —  X  (\ — y) 

en  log  sin  x=log  x+log(i — y)=logx — M  'iy+\y%+$y%+...\ 

substitueert  men  hierin  de  waarde  van  y ,  dan  vindt  men  na 
behoorlijke  herleiding : 

Op  soortgelijke  wijze  zal  men  vinden: 


Io9co»x  =  —  m\xI  +  fi  +  £l  +....1  .    . 
y  ]2    ^  34^  5.9  ^"•■l       '    ' 


(2) 
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Het  zal  nu  verder  niet  moeilijk  vallen  ,  reeksen  te  vinden  voor 
log tang  x,  logcotx,  log  sec  xt  logcosecx,  indien  men  slechts 
in  het  oog  houdt ,  dat 

log  tang  x  =  log  s  'n  x  —  log  cm  x  t 
log  cot  x    =  log  cos  x  —  log  sin  x , 

enz. 

39.     Wij  hebben  vroeger  gevonden  (zie  N\  8) 

etx  =i  cos  x  -}-  i  sin  x  en  e    %x  mcosx  —  i  sin  x  ; 

derhalve  is  ook : 

ix  =  elog  (1  -f-  i  tang  x)  -f-  elog  cos  x 
— ix  =  elog  (1  —  i  tang  x)  -{-  elog  cos  x 

en  na  aftrekking 

*=*<logl+itan9x, 
2*         1  —  %  tang  x 

en  omdat  (§  32,  9)  elog  i±?  =  2  {x  -f-ïl  +  ïi+  •  •  .)• is 

1— <o  3  5 

x  =  tang x  —  \tang*x  -f-  \  tang%x  —  \ tang7x  + . .. 

Stelt  men  hierin  tangx  =  y  en  x  =•  boog  tang y ,  dan  is 

boogtangy  =  y  —  |y*-|-|yS  —  Jy7+     ...     (E) 

Stelt  men  hierin  focyr  /a«y  y  =-— ,  dus  y==l ; 

4 

en     5o<#  fa^  y  =  i«,  dus  y=  _. ; 
dan  vindt  men  : 

■£=«-*+*-♦+*- (p) 

»  =  6^3(l_±+gLï-^i+...)...(G) 

Aangezien  deze  formules  slechts  langzaam  convergeeren , 
stelt  men : 

000^  tang  x  +  000^  /awy  y  =r  fooy  fa»^  *  , 

f  — — #y 

welke  altijd  doorgaat;  indien  men  dus  voor  x  en  y  eene  echte 
breuk  neemt,  en  xeny  zoodanig  kiest ,  dat  men  heeft: 
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dan  gaat  de  vorige  vergelijking  over  in : 

4  —••  x         ft 
boog  tang  x  -f-  boog  tang  M    t      =  -^. 

Het  eerste  lid  dezer  vergelijking ,  volgens  de  formule  (E)  ont- 
wikkelende ,  vindt  men : 

-j-  =  #  —  \x*  +  i&*  —  t^7  "I" •• 

\  •  •  •  (H) 

Neemt  men  nu  hierin  #  =  {-,  dan  heeft  men  eindelijk: 

+  4-*.(«,  +  t(i)8- 

Door  de  waarde  van  boog  tang  x  te  substitueeren  in  de  formule 

boog  {cot  x)  =-s"  — loog  tang  x9 

wordt  ook  boog  cot  x  in  eene  reeks  uitgedrukt. 

Aanmerking.  De  formules  in  dit  en  het  vorig  N°.  be« 
handeld  en  gewoonlijk  cyclometrische  reeksen  genoemd, 
zyn  bijna  tegelijker  tijd  gevonden  door  Fac.  Gregoby, 
Leibnitz  en  Newton,  1675  en  1676.  De  formule  (H) 
is  van  Etjler  en  komt  voor  in  zijne  Introd.  in  Jnal.  inf. 
Lobatto  (Lmen  over  de  Hoogere  Alg.)  geeft  nog  eenige 
conveTgeerende  reeksen  voor  de  berekening  van  n. 

Aan  Bertrand  van  Genève  danken  wij  nog  de  volgende : 

_M i      _,_     1      _     1 .        \ 

l239      3(239)»  "*"  5(239)'      *(239)^""* 

Men  vergelijke   hiermede  Gabnier  ,  Anal.  alg.  U ,  pag. 
243  sqq. 
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40.    In  N°.  8  hebben  wg  gevonden: 


,«#       ,       „— IX  _ix  -~iz 


coêxzz: 21-X —  en  sin*=z  f —      e 

2  2i 

Schrijven  wij  hierin  iy  voor  a? ,  dan  heeft  men : 

cos  iy  =  — 21 en     sin  iy  =  i  e        e 

a  2 

Schryft  men  u  +  iy  voor  x,  dan  heeft  men  algemeener: 

cotfu+w)  =  e^+V  +  e-*"^)  __  ^-y  +  ^^+y 
K^9i  2 2 

2  '  2  » 

of  wanneer  etu  en  *"~**  uitgedrukt  worden  door  cosu  en  «u»*: 

co* {u+ty)  =  co* m — 21 ~ismu!L 1 ,  .  (a) 

*  hl 

sin  (u+ty)  =  «»  u  — 21 |-*co*«* f .  .  (0) 

*  2 

welke  formules  door  substitutie  van  de  waarden  voor  co*  ey  en 
sin  iy  overgaan  in  : 

cos(u-\-iy)  =  cosucosiy —  sinusiniy    .     .     .     (A) 
sin  (u  -f-  iy)  —  sin  u  cos  iy  +  cos  u  sin  iy   .     .    .     (B) 

door  welke  formulen  wij  zien,  dat  de grondformulen ,  waarvan 

wjj  b\j  onze  beschouwingen   zyn  uitgegaan ,  ook  waar  blijven 

voor  complexe  vormen. 

Op  soortgelijke  wijze  kan  men  de  overige  goniometrieche  func- 

tiën  voor  complexe  vormen  afleiden. — Zoo  zal  men  vinden: 

c*<  (•  +  iy)  =  co*  fr+fr)  =  **■*»-««»-«-»)  . .  (D) 

wc  (« +  iy)  =         *__  =      »«*—»?     .....  (E) 

co»(»+*y)         co*2«-j-co«(a»y)  v   ' 

mee  («-**)  =        1  aii^^^cM^^U 

«*(•+*)       —  2co*2«-|-(«2y+e-2y) 


5  83  —  41.  142 

Aanmerking.  Op  het  voetspoor  van  vele  buitenlandsche 
schrijvers  heb  ik  hier  den  naam  complex  ingevoerd  voor 
vormen ,  die  uit  de  som  of  het  verschil  van  een  reëel  en 
een  imaginair  getal  bestaan.  —  De  aangewezen  herleidingen 
blijven  tot  oefening  aan  den  Lezer. 
41.  Door  boog  sin  (*#-|-m?)  verstaan  wij  dien  boog,  die  voor 
u  -J-  iv  sa  0  verdwijnt  en  wiens  sinus  gelijk  is  aan  «,-f-  iv. 

Stellen  wij  dus   boog  sin  (u  +  «0  =  &-\-iy,  dan  moet  men 
omgekeerd  hebben: 

sin  {x  -{-  iy)  =  u  -f-  iv 
en  wel  zoodanig»  dat  voor  u  =  0  en  t>= 0 ,  tegelijkertijd  x  =  0 
en  y  =  0  wordt. 

Op  grond  van  het  vorige  N°.  hebben  wij  nu: 

ey  +  e~~V    ,    .  e&  —  e~y .    . 

sin  x !- h  i  cos  x =  u  -f-  m>  , 

2  2 

en  door  vereeniging  der  reëele  en  der  imaginaire  gedeelten : 

sm  x  — -L =  u    en     cosx  =  v 

2  2 

«y  +  éf-y         u      A      e*  — e"9         v 

of  L- =  - —    en =  , 

2  smx  2  cosx 

waaruit 

„   =- en    6   *  =  — ...(•) 

$m  x        cosx  sinx        cosx 

en  door  vermenigvuldiging: 

i  =  Ji! *» 

52»  *a?        cos*x' 

en  na  substitutie  van  sj»,a?rn=  1  —  cos%x: 

coskx  -f-  (w*  -f-  v%  — i)cos*x  —  v*  =  0 
cos*x  =  {  [l  — 1>»— «^±^[(1^0*— w*)*-Mt>*]}  .  •  (t) 

Dewijl  cos*x  niet  negatief  kan  zijn ,  heeft  men  slechts  het 
bovenste  teeken  in  aanmerking  te  nemen ,  omdat  verder  co$%x 
•+-&in%x  =  1  is  volgt  uit  (f): 
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co$*x~t  [l—  r*~  u*  +  l/[(l—  t>*  —  «*)«  +  4tj*]|  , 
81***  =  $  {l  +  »*+tt»— ^/[(1— t?*— «l)l+4t»]}  , 

en 
mx—±y[{{\— t>«— «»  -f-^[(i— t?*— «*)*+4rl]}]=±Z^ 

Hieruit  volgt  onmiddellijk: 

x  =  ^ööj^  sin  zh  F—  dz  b°°9  w*  Y% 
waarin  x  verdwijnt ,  indien  uenp  =  nul  worden. 

Neemt  men  v  =  0  en  beschouwt  men  u  als  eene  positieve 
echte  breuk,  dan  is  x  =  -f-  ^ooyy  sin  i\/u%>)\  dewijl  echter 
X  =  boog  sm  u  tusschen  0  en  { 7t  ligt ,  geldt  hier  slechts  het 
bovenste  ieeken.  Is  daarentegen  u  eene  negatieve  echte  breuk, 
dan  ligt  x  tusschen  0  en  —  {■  n ;  in  beide  gevallen  blijft  de 
cosinus  van  x  steeds  positief. 

Uit  de  eerste  der  formules  (0)  volgt : 

\8W  X  C08  Xf 

derhalve  vinden  wij  eindelijk : 

boog  sin  (u-\-iv)  =  boog  sin  (±  Y)  -f-  i  elog  |±  T*  "^""Y  i ' '  ^ 

waarin  de  bovenste  of  onderste  teekens  genomen  worden,  naar 
gelang  u  grooter  of  kleiner  dan  0  is. 
Verder  heeft  men : 

boog  cos  (v-\-iv)  =  ~s  — boog  sin  (u-\-iv) 
—  —  —  boog  sin  (±  F)  —  1  elog  \±  --p  +  jf  5 

=  boog  cos  (rfc  T)  —  ielog  |±  y  -f-  y)    •'•(**) 

Op  soortgelijke  wijze  kan  men  eene  uitdrukking  vinden  voor 
den  boog,  welks  tangens  complex  is.     Verstaan  wij. namelijk 
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onder  boog  tang  (u  +  iv)  dien  boog  ,  welke  voor  u  +  u?  =  0 
verdwijnt,  en  welks  tangens  de  waarde»  -f-  ir  heeft,  en  stellen 
wij  dus  : 

boog  tang[u  -|-  iv)  ==«-{-  iy 
en  te»^  (*  -f-  iy)  =  «  +  zt>, 

dan  wordt: 


♦™„  im  jl  m — *»  (* + fr) . 


er  —  e-* 


indien  wij  in  deze  ontwikkeling door  Q  vervangen, 

dan  vindt  men: 

stelt  men  verder: 

*  =  |/{(1  +  w*  +  t>*)>  —  4t>*}  , 
dan  heeft  men  eindelijk : 

hoog  tang  (u  +  iv)  =  8oey  tang  ——1^—^ 

+  iVlogul+?+°r-*....(C) 
a         s  —  «*  —  (1  —  v)1  ' 

Aanmerking»  Deze  herleidingen  zijn  grootendeels  over- 
genomen uit  Schlömilcr's  Alg.  An,  Ik  meende  daarover 
niet  uitvoeriger  te  moeten  zijn ,  omdat  de  Lezer  later  t>q 
de  DifF.  en  Integr.  rekening  middelen  zal  leeren  kennen  om 
deze  reeksen  gemakkelijker  te  vinden. 
42.  Aan  het  einde  van  $23  verwezen  wij  naar  deze  §,  om 
de  dubbele  reeksen  te  behandelen.    Laat  gegeven  zijn : 

*0,0 »  *0,1 '  *0,2  •  *0,8  > \m 

*1,0  »  'l,l »  *1,2'  '1,8 » Km 

*2,0  »  *2,1 »  *2,2  »  *2,8 Htm )     •  •  •  •(*) 


*«,0»  '»,1'  *»,2'  *»,8» *„,« 


zoodanig  in  horizontale  en  vertioale  rjjen  gerangschikt,  dat  ieder 
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dezer  rijen  een  oneindig  aantal  termen  bevat,  dan  noemt  men 
zoodanige  reeks,  waarvan  de  algemeene  term 

ntm 
is ,  eene  dubbele  reeks.  Even  eens  kan  men  zich  eene  reeks  voor- 
stellen ,  wier  algemeene  term  wordt  aangeduid  door 

zoodanige  reeks  noemt  men  eene  drievoudige  reeks,  enz. 

Indien  de  som  van  een  eindig  of  oneindig  aantal  termen 
voorgesteld  wordt  door  Snnf  en  deze  som  alle  termen  bevat, 
die  aangewezen  worden ,  door  aan  n  alle  waarden  toe  te  kennen 
van  0  af  tot  n  toe ;  indien  verder  deze  som  convergeert  tot  eene 
limiet  S,  dan  zegt  men,  dat  de  dubbele  reeks  convergent  is; 
in  bet  tegengestelde  geval  is  zij  divergent.  Stelt  men  in  het 
eerste  geval 

S=Stttn  +  rn>n> (2) 

dan  zal ,  indien  de  reeks  convergent  is,  de  limiet  van  rmm  voor 

toenemende  waarden  van  n  meer  en  meer  tot  0  moeten  naderen. 
Stelt  men  verder 


*»    =  #«+1:11+1  ^ 

dan  zal  de  enkele  reeks  v0  ,  vt ,  r,  .....  t>, 

eene  convergente  reeks  zijn ,  wier  limiet  S,  wier  algemeene  term 

v%  en  wier  rest  rKU  zal  zijn. 

Is  de  reeks  convergent,  dan  blijft  zij  zulks,  al  veranderen 
alle  positieve  termen  of  eenige  daarvan  in  negatieve;  zoodat 
eene  dubbele  reeks  convergeeren  zal ,  indien  zulks  het  geval  is 
met  de  absolute  waarde  harer  termen» 

Dewijl  verder  de  geheele  reeks  verondersteld  wordt  conver- 
gent te  zijn ,  moet  zulks  ook  het  geval  zijn  met  elk  der  hori- 
zontale en  elk  der  verticale  reeksen : 


*0,0  9  *0,1  >  *0,2 » 


*1,0>  *1,1>  *l,2 


*2,0>  *2,1>  *2,2 


Th.  d.  Alg.  IL 
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en 

*0,0  >  *1,0  '^2,0 

*0,1 »  *1,1 »  *2,1 

*0,2 »  *1,2 »  *2,2 

omdat  zij  een  bestanddeel  zijn  van  de  dubbele  reeks.  Is  namelijk 
Sm  de  som  van  de  m  eerste  horizontale  rijen ,  dan  is  Sm  de  limiet 

van  Sm  n  voor  oneindige  waarden  van  n  ;  laten  wij  nu  nog  m 

tot  in  het  oneindige  toenemen ,  dan  is  Urn.  8m^=zS;  enz. 

43.  Stelling.  Wanneer  de  absolute  waarden  van  de  ter- 
men eener  dubbele  reeks ,  in  horizontale  reeksen  samengenomen  9 
convsrgeerende  reeksen  vormen  en  de  eenvoudige  resks,  die  men 
uit  de  afzonderlijke  horizontale  rijen  kan  vormen,  ook  convergeert, 
dan  is  ook  de  dubbele  reeks  convergent,  en  het  is  dan  hetzelfde 
of  men  hare  termen  in  horizontale  of  verticale  reeksen  vereenigt. 

Bewijs.    Zij  gegeven  de  dubbele  reeks  : 

*0,0>  'o,!'  *0,2>  *0,3 \m 


*1,0  »  *1, 1  '  *1,2  >    *1,3 h,m 


(I) 


*»,0  •  K>\  »  K32 '  *»,3 'i 


ftjtn 


dan  zullen  voor  oneind  is:    toenemende   waarden  van  m  en  n 


lo 


r09m  —  *0,w  +  l  +  t0,m+2  + 


r\,m  —  h,m+\  +  h,m+2  "*" Vt   •  •  •(*) 


en 


— —  t  t  -4- 


r»,l=:^+U  +  ^+2»1 V  ...  (3) 

r       —- *  £               i    ^ 
*,« —  «+l.ï«   •"  »4-2,mï •  •  • 

volgens  de  veronderstelling  en   vroeger  aangenomen  notatiën 
(r  toch  stelt  den  sluitterm  voor  van  convergente  reeksen)  meer 
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en  meer  tot  nul  naderen ,  en  dus  kleiner  gemaakt  kunnen  worden 
dan  de  kleinste  willekeurige  grootheid. 

Beschouwt  men  dus  de  reeks : 

*Otm  +  l  >    ^4-2  ••  •   •   • 

htnt+l'     'l,m+2 


«   •  • 


/  /  /  ^    •    •  '  (4) 

f«— 1,»  +  1»  *»— 1,»«+2  •    [ 

'»,0>   '*,l      •     •      •      •    *n,m-{-l  »     fn,m  +  2  •  •  •  • 
'«+.1,0»   '«4-1,1      •      *  '«4-l,*4-l»    '«4-1,jw4-2  • 

waaruit  een  eindig  aantal  termen  =  0  weggevallen  is,  dan  kan 
men  haar  ook  aanmerken  als  ecne  dubbele  reeks ;  terwijl  boven- 
dien door  m  en  n  groot  genoeg  te  nemen  hare  som  zoo  klein 
gemaakt  kan   worden,  ais  men  verkiest. 

Voegen  wij  nu  bij  de  oneindige  dubbele  reeks  (4)  de  eindige 
reeks  (1),   dan  zal  deze  som  blijven  convergeeren. 

44*  Zij  z  eene  functie  van  #,  y.  Opdat  deze  functie  ont- 
wikkeld kunne  worden  in  eene  convergeerende  reeks,  gerang- 
schikt volgens  de  gehcele  positieve  machten  van  a?eny,  wier 
som  gelijk  zij,  aan  z ,  is  het  niet  voldoende ,  dat  z  ontwikkeld 
wordt  in  eene  convergente  reeks,  gerangschikt  volgens  de  op- 
klimmende machten  van  x ,  terwijl  'de  coëfficiënten  van  x  ont- 
wikkeld kunnen  worden  in  convergeerende  reeksen ,  volgens  de 
opklimmende  machten  van  y ,  zoodat  men  heeft : 

Z  —  tQ  +  t\X  +  t%x*  -|-  t^x*  -|- (I) 

waarin 

i0=u0fi  +  *09iy  +  "0,2*%  J 

h  =  «i,o  +  «i.i*  +  %29%       )  ;  •  •  .(2) 


h= 


\ 


maar  z  zal  ook  ontwikkeld  moeten  kunnen  worden  in  eene  con- 
vergeerende reeks ,  gerangschikt  volgens  de  geheele  positieve 
machten  van  x  en  y  : 

7* 
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«0,0  «0,1»      wo,2y*    

«1,0*  «1,1^        «1,2^* [  •  •  •  (3) 

V*  «2,1*V    «2,s*V 


Wij  willen  dit  door  voorbeelden  ophelderen. 

Zij  gevraagd  z  =- . te  ontwikkelen  volgen*  de  potir 

1 — x     1 — y 

tieve  opfdirni.iende  machten  van  x  en  y. 

Voor  alle  waarden  van  m  en  y  zoodanig,   dat  x%  <1  en 
y*<l,is: 

Z -.  . '— "= ~T~ï ~1~  i "T"  •  •  • 

ar— 1      l— y      1— y      1— y      \—y  ? 

verder  is  - =  1  +  y  +  y*  +y8  -f- 

1— y 

bijgevolg 
1 — *     i — y 

=  i  +  y  +  v*+y*+ 

*  +  *V  +  ^*  +  *?*  + [      m  #  /6\ 

x%  +  arly  -|-  a?*y*  -f"  x%y*  -f-  .  • 


van  welke  dubbele  reeks  de  horizontale  en  verticale  rijen  voor 
de  opgegeven  waarden  convergeeren ,  terwijl  zulks  ook  het  ge- 
val is  voor  de  eom  van  alle  termen ,  indien  men  ze  diagonaals* 
gewijze  in  ééne  horizontale  rij  schrijft: 

1,  #  +  y,  x*  +  xy  +  y*>  **+*%y  +  *y%+y*  >  enz.... (6) 
waarvan  de  aigemeene  term  wordt  voorgesteld  door 


*"— y 


m  —  y 

Op  soortgelijke   wijze  kan  men  in  eene  dubbele  reeks  ont- 
wikkelen : 


•     •     • 
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1        _     1      .        *        .        g'        .       «*         . 
l-*-y  -  1-y  "•"  <T=$ï  ~r  (1-jr)»  "*"  (l-y)*  "*" 

=  1    + 

#3  _j_  4a.sy  -|-  10#  V  +  20arsy3  -f- 


+      y+       ya-r-       #'+•••) 

4-    2a-y+      3ay* -f-      4a^s-f-...| 
J+  Sa?*y  +    6a?*y»  +  10a? V  +.../ 


welke  diagonaalsge wijze  de  soiu  is   vaa    de  eenvoudige  reeks 

i.  (»  +  »),  (•  +  »)*.  («  +  *)«.  (*+y)* (8) 

Opdat  nu  de  dubbele  reeks  convergeere ,  wordt  er  vereischt, 
dat  x  -{-  y  gelegen  zij  tusschen  +1  en  —  1 ,  hierdoor  zal  de 
reeks  (8)  convergent  zijn.  —  Bovendien  wordt  voor  de  conver- 
gentie der  horizontale  en  verticale  reeksen  nog  vereischt,  dat 
men  heeft : 

y%  <  1     en    x%  <.  (1 — y)1. 
45*     Wanneer  gegeven  is  de  dubbele  reeks: 

*(H)  -KM)  -H(«4)  -K*-t)  -H(«-Ö  -•■ 
i(i.})»_Ki.|).-H(1H)*-.1(i_i)»+l(1_l)»_. 

KH)»-4(K),-H(H),-l(H)'-H(*-t),-.-f 


dan  vindt  men  schijnbaar  voor  de  som  der  horizontale  reeksen 
achtereenvolgens : 

*{*+(!)• +(*)»  + (*)*  +  •  •••}=!; W 

Voor  de  som  der  verticale  reeksen  vindt  men  : 

*-*+*-*+*- (3) 

Volgens  (2)  is  de  reeks  convergent,  volgens  (3)  is  zij  diver- 
gent, daar  zij  nooit  tot  een  bepaalden  limiet  nadert,  maar  zich 
altijd  heen  en  weer  beweegt  tusschen  —  £  en  -j-  I J. 

Deze  schijnbare  tegenstrijdigheid  ligt  daarin,  dat  ook  de 
horizontale  reeksen  niet  convergent  zijn ,  maar  even  als  de  som 
der  verticale  reeksen  eene  heen  en  weer  slingerende  waarde 
krijgen,  naar  gelang  men  meteen  positieven  of  negatieven  term 
eindigt. 
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Meu  ziet  hieruit ,  dat  men  de  stelling  van  N°.  42  met  zeer 
veel  omzichtigheid  moét  toepassen. 

Aanmerking,  De  reeks,  in  dit  N°. behandeld,  komt  voor 
in  Schlömilch's  Handb.  der  Alg.  Anal.,  pag.  140 — 143. 
Door  eene  geheel  andere  redeneering ,  komt  de  schrijver 
tot  hetzelfde  resultaat. 

46.     Veronderstellen  wij 

l                        ,        1 — e~*  /!% 

z  = en     y  =  1  — (1) 

1— : y  x 

derhalve : 

f=l+y  +  y»+y»+ (2) 

voor  y  <  1 ;  en 

X  X%      ,       X*  /q\ 

t/=r — — — -f-- enz (ö) 

y       2       2.3      2.3.4  x  ' 

voor  alle  waarden  van  x ,  dan  vindt  men  eindelijk : 
x  ,     ,    (x  #*     ,      x*  \    , 

,(x         **     ,      x*  \*\   W 

+  l~2   ~2l  +  m~*'7 


of 


^V2         6^24       120^  / 


£!_£!+ 

^8         8  T 

geldende  deze  ontwikkeling  voor  alle  waarden  van  x,  die  y* 
klemer  maken  dan  1 ,  derhalve  voor  alle  positieve  waarden 
van  x ,  en  voor  alle  negatieve  waarden  tusschen  0  en  —  1,250..m 
zijnde  hierin  1,250  de  eenige  positieve  wortel  der  vergelijking 

x    ,    x*    .     xs      ,        a>*       ,  ,      «  t* — 1 o 

— H H h -h . . .  •  =  1  of  van  ■  z=  2. 

2  ^  2.3  ^2.3.4^  2.3.4.5  x 
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Werkt  men  deze  reeks  verder  uit,  dan  vindt  men  : 

Het  is  gemakkelijk  aan  te  toonen,  dat  deze  reeks  geene  oneven 
machten  van  x  bevat  boven  de  eerste,  want  men  heeft: 

welke  vorm  niet  van  waarde  verandert ,  indien  men  het  teeken 
van  x  verandert.  Zulks  kan  dus  oök  niet  het  geval  zijn  met 
de  ontwikkeling,  van  het  tweede  lid  der  vergelijking  (6),  ver- 
minderd met  den  term  \x ,  derhalve  enz. 

De  getallen  |,  -^ ,  -fa  .  • . .  zijn  bekend  onder  den  naam  van 
getallen  van  Bernoulli. 

Aanmerking.  Het  bestek  van  dit  werk  gedoogt  niet 
uitvoeriger  te  handelen  over  de  getallen  van  Bernoulli  ; 
ik  bepaal  mij  dus  tot  het  geven  van  de  volgende  bepaling  : 

Indien  men  de  getallen  a,  ^,  y,  d,  s,  £ bepaalt 

uit  de  volgende  vergelijkingen: 

1 


0  =  cr  — 


2.12.3 ' 

3 


0  =  0 I . 

p      1.2  3^2.1.2.3.4.5' 

0-r 9    _.        «       -      » 

~~'      1.2.3      1.  2.3.4  5      2.1.2..7' 

ft » y      ,      0     «      .        7 

"""         1.2.3  "^1 5      1.2....7"1"  2.1.2 9  * 

enz. 

en  daarna  2?  =  1.2,«, 

£  =  1.2.3.4.0, 
£  =  1.2.3.4.5.6.y, 

i  =  1.2.3.4  5.6.7.8.^ 

enz. 
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^ 


1         3        5        7 

neemt ,  dan  zijn  B,  B9  B,   5 het  eerste ,  het  tweede, 

enz.  getal  van  Bernoulli. 

Deze  getallen  zijn  achtereenvolgens 

3  13 

Het  vijfentwintigste   getal  van  Bernoulli  is: 

M  _  495057205241079648212477525 
" 66 

Van  het  18^  tot  het  25ste  zijn  zij  berekend  door  Rothe. 
Bernoulli  heeft  er  slechts  vijf  medegedeeld ;  Euler  heeft 
er  17  berekend  en  bekend  gemaakt  in  de  Comm.  Petrop, 
novis.  T.  XIV.  Hen ,  die  nader  met  deze  getallen  en  hunne 
eigenschappen  bekend  willen  worden ,  verwijzen    wy  naar 
de  Ars  conjectandi  van  Jacob  Bernoulli.  Bas.  1713.  pag. 
97  sqq.  en  naar   Grunert's  S.  auf  KlügelI,  pag.  58; 
naar  Eüler's  lust.  Calc.  diff.  II,  §  122  e.  a. 
47.     Indien  de  termen  van    de  dubbele  reeks,    die  wij  in 
N°.  41  beschouwd  hebben  ,  allen   imaginaire  getallen  bevatten , 
dan  noemt  men  zoodanige  reeks  eene  imaginaire  dubbele  reeks. 
Zoodanige  reeks  zal  convergeeren  of  divergeeren ,   naar  gelang 
zulks  het  geval  is  met  den  modulus  der  termen.  Afzonderlijke 
gevallen  zal  het  wel  niet  noodig  zijn  hierbij  aan  te  voeren. 

Aanmerking.  Hetgeen  hier  medegedeeld  is  over  de  dub- 
bele reeksen  ,  is  grootendeels  ontleend  aan  Cauchy's  Cours 
(T analyse  algébriqut  en  aan  de  Résumés  andlytiques  van 
denzeifden  schrijver.  Voor  uitvoeriger  behandeling  moet 
ik  naar  die  werken  verwijzen. 
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§    34.    De  Kettingbreuken. 

1.  Indien  men  de  verhouding  wil  bepalen  tusschen  twee 
gelijksoortige  grootheden  of  twee  getallen  A  en  B ,  dan  zalmen 
voor  't  geval ,  dat  A  >  B  en  B  geen  deeler  van  A  is ,  kunnen 
stellen : 

A  ,    rt  .1 

B  l  ^  B  l^B 


f, 


Z\j  nu  —  =  at  -f-  r 


ri  ri 


dan  volgt  daaruit: 


__  at  H -r  — öi  -i j- 


Heeft  men  nu  verder 


dan  is  de  verhouding  tusschen  A  en  B : 

4=«,+-1 


enz. 


* —    «  j.1 


*,+— 


enz. 


Zoodanige  breuk  nu ,  wier  noemer  bestaat  uit  een  willekeurig 
getal  en  een  gebroken,  welks  noemer  wederom  uit  een  wille- 
keurig getal  en  eene  breuk  bestaat,  noemt  men  eene  hettingbreuh. 

Uit  de  wijze,  waarop  wij  de  getallen  ax  ,  a%  ,  a%  • .  • .  ver- 
kregen ,  blijkt  ons,  dat  zij  niets  anders  zijn,  dan  de  achtereen- 
volgende quotiënten,  die  men  verkrijgt,  door  den  grootsten 
gemeenen  deeler  van  twee  getallen  te  bepalen. 
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Ontwikkelt  men  dus  \\  in  eene  kettingbreuk,  dan  heeft  men: 


derhalve 


1 

73 

8 

3 

29 
5 

1 

T 

3 

112 

5]    Tl    "2]    * 

2/     «1        1 

37 
"29 

=  1  +  '       . 

3  +  i-y- 

Omdat  de  kettingbreuk  de  juiste  verhouding  tusdchen  twee 
getallen  uitdrukt,  zullen  de  breuken,  echt  of  onecht,  wier  teller 
en  noemer  relatieve  priemgetallen  zijn,  in  kettingbreuken  over- 
gebracht, dezelfde  quotiënten  opleveren,  als  hare  onvereen  vou- 
digdc  vormen. 

De  getallen  a  t ,  a% ,  oz  , . . . .  ak  noemt  men  de  wijzer  getallen 

der  kettingbreuk*  Omdat  men  uit  de  wijzergetallen  de  ketting- 
breuk kan  samenstellen ,  indien  namelijk  alle  tellers  =  l  zijn , 
schrijft  men  ook  : 


g={i.3.i.i.i.i}. 


29 


De  vormen  ,  tusschen  accoladen  geplaatst,  noemt  men  betrek- 
kingswijzer;  elk  getal  is  een  term  van  den  betrekkingswijzer. 
Dewijl  men  verder  bij  't  zoeken  van  den  grootsten  gemeenen 
deeler  steeds  op  cene  rest  ==  0  komt,  kan  de  verhouding  tus- 
schen twee  geheele  getallen  altijd  uitgedrukt  worden  door  eene 
eindige  kettingbreuk. 

Het  is  in  tusschen  niet  noodig ,  dat  de  tellers  altijd  gi  lijk 
zijn  aan  de  eenheid.  De  algemeene  gedaante  der  kettingbreu- 
ken  is: 


I 
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«t 


*,+^ 


_  (ci     "i     ai     a*  1 

«.   ~  \ii'  V  V  V 3' 


*,+a-ï 


»,+^ 


#4  +  enz. 

at     a*     a.  ak  j 

waarin  men  ~±  ,  -i ,  -*  • .  *  —  de    ^r»m    afer  kettingbreuk 

noemt.  Ook  zoodanige  kettingbreuk  wordt  gewoonlijk  verkort 
voorgesteld.  Veranderen  de  tellers  van  de  termen  der  kettin*- 
breuk  in  -|-  4  of  —  4  ,  dan  noemt  men  de  kettingbreuk  **»- 
voudig. 

Eene  zelfde  verhouding  wordt  niet  noodzakelijk  door  eene 
zelfde  kettingbreuk  uitgedrukt.  Door  de  absoluut  kleinste  resten 
te  nemen  volgens  zekeren  modulus,  heeft  men: 

V  ={1,  I,  1,  1,  2}  =  {2,-3,  3} 

«|=jl,  1,  4,  1,  1,  4,  4,  2,  4,  1,  1,  2} 

en  Ul=  {2,  -3,  3,  -2,  -3,  3,  -4}. 
Evenzoo  zal  men  vinden: 

Verder  valt  nog  op  te  merken ,  dat  de  waarde  eener  breuk  en 
harer  reciproke  waarde  door  den  zelfden  betrekkingswijzer  wordt 
aangewezen.  Om  nu  aan  te  duiden ,  dat  de  eerste  term  van  den 
wijzer  geheelen  zijn,  dat  dus  de  betrekkingswijzer  bij  eene 
onechte  breuk  behoort,  scheiden  wij  verder  den  eersten  term 
door  een  punt  komma  van  de  overige  termen ,  zoodat : 

V={4;1,4,2}     en    &=  {4,  4,4,2}. 

De  kettingbreuk  ,  die  uit  de  eerste  k  termen  der  geheele  ket« 
tingbreuk  bestaat ,  wordt  de  W*  naderende  breuk  genoemd  van 
de  volledige  kettingbreuk  van  n  termen.     Zoo  is 

4  i 

5  de  eerste ,  8  -f-  -r-  de  tweede,    8  + de  derde , 

"hr 
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5  -f- j-  de  vierde ,  5  H j-  de  vjjfde 

i  +  - T  i+* j- 

naderende  breuk  van  de  volledige  kettingbreuk 

W  =  {»;  *» <•  <>  3,  2}. 

Evenzoo  znn    -y! ,      -1 ,     -i ,  ent 

de  i  e ,  2  ,  3 ;  naderende  breuken  van  de  algemeene  kettingbreuk : 


A  wmmm  \ax     a%     ffj  1 

~B~  (V  V  *. J' 


Wij  zullen  thius  ovargaan  tot  het  bewijzen  van  eenige  stel- 
lingen ,  bij  welke  wij ,  zoo  zulks  niet  uitdrukkelijk  anders  wordt 
bepaald ,  steeds  de  algemeene  kettingbreuken  op  het  oog  hebben. 

2.  Stelling.  Eene  kettingbreuk  verandert  niet  y  wanneer 
men  teller  en  noemer  van  één  term  der  breuk  en  den  teller  van 
den  volgenden  term  met  hetzelfde  getal  vermenigvuldigt  of  daar* 
door  deelt. 

Bewj8.    ak  ak  X  n  nak 


Door  verplaatsing  van  de  leden  dezer  vergelijking  blgkt  het 
omgekeerde. 

3.    Stelling.     Vormt  men  de  beide  reeksen: 

«i=«i  fa—ht 

«i  =  ai'i  fa  —  fahi+ai 

a,  =  af8j  +  «!«j  Ps  =  fab%  +  fitaz 

«♦  =  «$'*  +  «1*4  fa  —  M*  +  fa"k 


ak  —  ak—\hk  +  a*—&è  fa  —  fa—\hk  +  fa— &k  » 


J 
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"*  ^    ^ ^.„^   *_,.  "« 


dan  is  f-de  kfo  naderende  breuk  en-—  de   volledige  waarde , 
°k  P» 

indien  de  kettingbreuk  uit  n  termen  bestaat. 

Betcijs.    De  (A-J- i) Ie  naderende  breuk  wordt  gevonden,  door 

ak  4-1 
bk  te  vervangen  door  bk  -+-      "*"   .     Is  dus  de  Arde  naderende 

breuk  —  ,  dan  heeft  de  (H-l)de  breuk  de  waarde  : 
h 

—  ?A+i + ^-i^+i —  fo+i * 

Is  de  stelling  dus   waar  voor  k  gevallen,  dan  is  zij  zulks 
ook  voor  één  geval  meer. 
Nu  is: 

— 1  =  .-1 ;     ! —  =  *   *       :=  x      *  .1—  =  5*  ; 

^1  *1         A    -i-?l         ¥l+«l         Pl6l+fli         P» 

1    h 


derhalve  enz. 

4-  Indien  men  in  aanmerking  neemt ,  dat  men  voor  a,  -=at 
ook  schrijven  kan  ai  =  0 .  bt  +a,  X  *  en  voor  0i  =*i  ook 
0t  =  bx  X  *  +  «i  X  0;  dat  verder 

«i  —  «A  +0    f 

0i        W»+flJxi 
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O 


dan  kan  men  uit  de  in  het  vorig  N°.  bewezen  stelling  een  een- 
voudig middel  afleiden,  om  eene  kettingbreuk  onmiddellijk 
samen  te  stellen  uit  haren  betrekkingswijzer.  Immer9  heeft  men : 


al 

*• 

*• 

*,XO+a,Xl o, 

êjdj+a,  .  0_ 

-«i 

*»  •  «,+«jXo, o, 

/^Xl+^XO    j?, 

M»,+«,xi 

fi> 

*»x/*,+«,x/»,     ^i 

1 

Vooreerst  hebben  wij  hier  de  oneigenlijke  breuken  ^  en  $ 
neergeschreven ,  om  daarachter  de  naderende  breuken  in  hare 
natuurlijke  volgorde  te  plaatsen.  Boven  de  doorloopende  hori- 
zontale lijn  zijn  de  achtereenvolgende  termen  van  den  betrek- 
kingswijzer geplaatst. 

Men  vermenigvuldigt  nu  teller  en  noemer  der  onmiddellijk 
voorgaande  breuk  £  met  den  noemer  bx  van  den  eersten  term 
des  betrekkingswijzers  en  vermeerdert  die  beide  producten ,  ieder 
in  't  bijzonder  met  de  producten ,  die  men  verkrijgt  door  den 
teller  van  den  eersten  term  der  betrekkingswijzers  met  teller  en 
noemer  der  laatst  voorgaande  breuk  ■$■  te  vermenigvuldigen. 
Zoodoende  vindt  men  de  eerste  naderende  breuk.  Door  nu 
met  de  eerste  naderende  breuk  en  de  breuk  £,  welke  haar 
onmiddellijk  voorafgaat,  opanalooge  wijze  te  handelen ,  vindt 
men  de  tweede  naderende  breuk ,  enz. 

Ter  toepassing  diene  het  volgende 

Vraagstuk.     Welke  breuk  heeft  tot  betrekkingswijzer 


enz. 


{ 


2 
5 


3 
6 


5 
8 


} 


2 
5 

i 

3 
6 

4 
7 

5 

8 

4     0 

0  +  2_  2 

12+0__  42 

84  +  8_  92 

736  +  60  _ 

.  796 

0'  4 

5  +  0  — 

5 

30+3    33 

234+20    254  2008+465 

2473 

Deze  handelwijze  wordt  veel  eenvoudiger,  zoodra  alle  tellers 
gelijk  zijn  aan  de  eenheid.  Men  ziet  aanstonds,  dat  in  zoodanig 
geval  de  kde  naderende  breuk  gevonden  zal  worden  door  teller 
en  noemer  der  k — lde  breuk  te  vermenigvuldigen  met  het  kde 
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wijzergetal  en  bij  die  producten  respectievelijk  teller  en  noemer 
van  de  k — 2de  naderende  breuk  op  te  tellen. 

Vraagstuk.     Welke  verhouding  heeft  tot  betrekking  swijzer 

{2;  3,  4,  1,  2,  4,  2}? 


JL   ° 
0'ï 


2 

3 

4 

i 

1 

3 

13 

16 

2 

7 

30 

37 

45 
104 


i 

61 
141 

2 

167 
386 

De  gevraagde  verhouding  is  derhalve   Ui. 

Mochten  onder  de  termen  van  den  betrek kings wijzer  sommigen 
negatief  zijn,  dan  ondergaat  de  bewerking  daardoor  hoegenaamd 
geene  verandering. 

Vraagstuk.  Welke  verhouding  behoort  bij  den  betrekkings- 
mjzer 

{2,  —1,  —2,  3,  —1,  — ö}? 


1    0 
0"'T 


2 

l-1 

—2 

3 

4 

—4 

3 

8 

2 

— 1 

4 

11 

— 1 

-7 


— 8 

~3L 
46 


5.     Stelling.     Wanneer  ^ ,    ^  ttcee  op  elkaar  volgende 

naderende  breuken  zijn  van  de  verhouding  ^  en   i.  de  rest  der 

8  r 

j 
keltingbreuk  voorstelt,    d.  i.  indien—  de  kettingbreuk  voorstelt, 

die  men  vormen  kan  uit  de  termen  ,  "*~  ,      J-dL- , . . .  Ü , 


dan 


heeft  men  : 


'k+l 


'#-f-2 


Bewijs.  Uit  de  kfo  naderende  breuk  kan  men  de  laatste 
vinden,  indien  men  den  noemer  $k  vervangt  door  /9,  -J — L. 
men  heeft  alzoo: 
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TT 


fo-i**  +  **--2g*) r  +  q*-i      V  +  tt*-i 

=  (iW*  4-  flfc-2**)  '  +  £fr-l  _  hr  +  &-1  * 

Uit  deze  stelling  zien  wij,  dat  men  den  betrekkin  gswijzer 
van  eenige  verhouding  in  twee  of  meer  deelen  splitsen  kan , 
om  zoodoende  eindelijk  de  geheele  verhouding  te  bepalen. 

Werd  bijv.  gevraagd  de  verhouding  te  vinden,  die  behoort 
bij  den  betrekkingswyzer 

{2;  —3,  i,  —2,  —5,  —3}, 

dan  splitsen  wij  dezen  betrekkingswijzer  en  stellen  daartoe 

i  =  {-!,- -5  ,-•}  . 


dan  is 


0 


0 

T 


—2 

— s 

—3 

1 

-2 

—5 

16 
—35 

Voor  de  kettingbreuk,  behoorende  bij  ^2;  — 3,  l}   vinden 

wy  f,  zoodat  de  waarde  van  de  geheele  breuk  overgaat  in||-, 
welke  waarde  wy  zonder  splitsing  onmiddellijk  zullen  vinden. 

6.  Stelling.  Het  versohil  tusschen  twee  op  eikair  vol- 
gende naderende  breuken  U  gelijk  aan  het  product  van  de  tellen 
van  alle  voorafgaande  termen  der  breuk  en  van  de  beids  termen , 
die  b'\j  de  naderende  breuken  bekoor  en ,  vermenigvuldigd  met  de 
negatieve  eenheid ,  verheven  tot  de  macht,  die  gelijk  is  aan  kef 
aantal  factoren  der  tellers,  terwijl  het  product  gedeeld  moet  wor- 
den door  het  product  van  de  noemers  der  tscee  op  elkander  vol- 
gende naderende  breuken,  d.  i. 

«*_!  _  «*  _  M)**igtgi ak 
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Eveneens 

is : 

A 
B  ' 

9k~ 

_(- 

»^*3  •  •  • 

-i) 

Bewijs* 
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^""AF^i^.A-H'i.A) —^-1(^-1**+ "a-2**) 

«A— 20*-l  ""  «*- A_2  =  a*-2(fifc— 2**^1  +  flt-8**— l)  ~ 

Daaruit  volgt  in  't  algemeen  : 

ak— 1  _  g*       q*- A  ~ ff/. fffc-l  *    gitf»*"g^ 

fo— i ~ h~        h-\h        —\~>%  h—\h 

Verder  is: 

A      ak      akrJr°k—\       ak       ak— \h~  *kh— 1 
^Ik-Pk'  +  h-^h-   Pjt{Pkr  +  Pk-l)   " 


*    «1*1*$ 


~M)      fc(^+fc-l)' 


Stelt  men  alle  tellers  gelijk  aan  de  positieve  eenheid,  dan 
vindt  men  voor  't  verschil  van  twee  op  elkaar  volgende  breuken : 

Pk—lPk' 
en  wel  -}""   of  —  naar  gelang  h  even  of  oneven  is. 
Eveneens  heeft  men  : 

B      h         h{fik'  +  k-i)' 

7.  Stelling.  Wanneer  de  getallen  at,  «j  , ..  ,bi9blt... 
allen  positief  zijn ,  dan  zijn  de  velschillen  beurtelings  positief  en 
negatief.     Elk  verschil  is  absoluut  kleiner  dan  het  voorgaande ; 
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de  naderende  breuken  van  oneven  rangorde  vormen  een  e  dalende 
reeks,  die  van  even  rangorde  eene  klimmende,  die  meer  en  meer 
tot  de  juiste  waarde  naderen. 

Bewijs.  Het  eerste  gedeelte  dezer  stelling  blijkt  onmiddellijk 
uit  het  voorgaande  N°.  Stelt  men  het  «de  verschil  voor  door  vn » 
dan  is: 


&—ifl*-f-i 

aus  ook :  r «.  =  —  r  *.    i  — o 

Verder  is: 

h  -1  a*+l  _  P/k—lak+l  _ * <j 

^+1  /V*+l+&-l**+-i       *4-J*A+l_ 

^1**4-1 
dus  absoluut  genomen 

vi  <vi<vt  <r* 

Hieruit  volgt  verder : 


«ïx  _  ?ü  >  ü!»  _  fi>ïi_ü*  ^ 

0i         I9!  P%         Pi  h  Pk 


dus  ook: 


Pi  P*  Ps 


^1  <r*  "*  ^  f»  -^ 

fit       fi.fi,       

Het  is  om  dezs  eigenschap ,  dat  men  de  achtereenvolgende 
breuken  naderende  Breuken  noemt. 

8-  Stelling.  Wanneer  alle  tellers  gebjk  zijn  aan  de  een- 
heid en  alle  termen  positief  zijn  ,  dan  zijn  de  naderende  breuken 
ontereenvoudigbaar ;  bovendien  drukken  zij  de  geheele  verhouding 
nauwkeuriger  uit  dan  kleinere  geheele  positieve  getallen. 

Bewijs.    4  °.  Indien  de  naderende  breuk  3-  vereenvoudigd  kan 
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ak         ak—\ 

worden ,  dan  is  ook  het  verschil  van  5-  en  -5 door  hetzelfde 

Pk       P*-l 

getal  deelbaar,  want^  —  -  ,  waarin  m,  p,  0,  r  en  8  relatief 

qm         s  r '  ï 

priem  zijn  ,  is  gelijk  aan  I^Z£!> 
Nu  is 

de  teller  heeft  intusschen  geen  enkelen  deeler ,  kan  dus  met  den 
noemer  geen  deeler  gemeen  hebben ,  enz. 

2°.     De  breuk  ligt  tusschen-g en/T;     kon     mea    hare 

waarde  nauwkeuriger  voorstellen  door-—  dan  door-sr,    terwijl 

b  PJc  J 

a*>a  en  /?£>#,  dan  zou: 

*±=L     ïl*^a±±      «     f      i      -^  bak-l~ ah-\ 
ft-i  ~  h  *  h-\  ~Tof  9k-\h  >       tf*-i 

of  *>fc(K-l-tf*-l)- 

Dewijl  nu  hak_±  —  a$k—\  n*e'  £e^Jk  kan  zijn  aan  0  en  alle 
daarin  voorkomende  getallen  geheele  getallen  zijn  ,  is  b  >  Qk 
{absoluut  genomen)   enz. 

9.     Indien  men  eene  naderende  breuk  -5-   schrijft    in  plaats 

van  de  volledige    waarde    der  kettingbreuk ,  dan  is  het  juiste 
verschil 

Worden  nu  alle  tellers  =  1  en  alle  termen  positief ,  dan   is 
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de  absolute  onnauwkeurigheid ,  wanneer  men  tt*  neemt  in  plaats 


a 


van  — -,    kleiner  dan  -,_  .  .. 
*  (SF 


Neemt  men  dus  in  plaats  van  eenige  verhouding  eene  of 
andere  naderende  breuk ,  dan  zal  men  kunnen  bepalen  welken 
graad  van  nauwkeurigheid  men  bereikt  heeft.  —  Voorbeelden 
hiervan  bij  te  brengen  zal  wel  onnoodig  zijn. 

10.  Tot  nog  toe  hebben  wij  gesproken  van  eindige  ketting- 
breuken.  Eene  oneindig  voortloopende  kettingbreuk  bestaat  uit 
een  oneindig  aantal  termen,  hetzij  deze  in  zekere  volgorde 
terugkeeren,  hetzij  allen  verschillend  zijn.  De  eerste  soort 
noemt  men  toederkeerende  of  periodieke  kettingbreuken.  Keeren 
een  zeker  aantal  wijzergetallen  in  bepaalde  volgorde  terug ,  dan 
zullen  wij ,  even  als  bij  de  tiendeelige  breuken ,  het  eerste  en 
laatste  wijzergetal  der  periode  doorstreepen.    Zoo  is: 

{4;$,  4,  8,9,  6,  $}  = 
=  {4;  3,1,8,9,6,5,  3,1,8,9,6,5,  3,1,8,9,6,5,  enz.] 

11.  Stelling.  Oneindig  voortloopende  kettingbreuken  met 
poèitieve    termen   convergeeren ,    indien    voor  elke   willekeurige 

hkhk-\ 
waarde  van  k  de  breuk  -— grooter  blijft  dan  0. 

Bewijs.  Stelt  men  voor  elke  willekeurige  waarde  van  kf  de 
waarde  der  opgegeven  breuk  ]>  c  en  c  >  0 ,  dan  heeft  men : 

fi*— la*+l  _  h-\ak+\ 4 

Pt+l       ~  PJk+i+(*jt--lak+l  ~  j  +  hbk+\     ~ 

£fr— lfl*+l 

_  4  4 


d  +èk+ltë*-lbk  +  ftfc-2g/)       1+è*+l*Vt+ft— g*j\* 
^-lö*4-l  ak+l  \      P*— lV 


Iö5  '34  —  U. 

Hieruit  volgt  onmiddellijk: 

Berekent  men  nu  op  grond  van  N°.  7  ,  de  achtereenvolgende 
verschillen  der  naderende  breuken ,  dan  vindt  men : 

P*  P*  P* 

vn  —  ^      ï;        vt  —g-s-  •  -q  * — -a , 

PS  P4  P"+l 

dus  op  grond  van  het  betoogde  en  absoluut  genomen 

Met  het   toenemen  van  n  verdwijnt   dus  de  waarde  van  de 

t- —  )       :  het  «de  verschil  nadert  dus  meer  en  meer  tot 
1+c/ 

nul ;  de  kettingbreuk  is  alzoo  convergent. 

12.    Stelling.     Wanneer  alt  at a%  positieve  getal' 

len  zijn  grooter  dan  één,  dan  is  de  eenheid  de  limiet  voor  de 
waarde  der  ketting breuk : 

ti 


a^  +  l  +  ^fl 


at+i+=lïs. 


Bewijs.  Door  k groot  genoeg  te  nemen,  wordende  getallen 
*k  en  @k  orooterc*an  een*S  aan  te  gcven  getel>  wan*  volge^8 
N°.  3  is : 

"k  ~  «k-l(ak  +  4)  —  ak-Wk 

omdat  hier  i^=zaA+l. 


j  34  — IS.  166 

Nu  is    verder  a,  —  ax  r=  atat  t  derhalve : 

ttj  —  a4  r=  a^a^a %  , . .  • .  enz. 

Verder  is  volgens  hetzelfde  N°. : 

Verder  is: 

0t  —  «i  =  «i  +  *  ~«i  =  i, 

enz. 

ak  i 

Men  heeft  dus  y  =  .       I     en    voor  toenemende    waarden 

van k ,  lim-5-  =  1. 

13.     Stelling.     Wanneer  ax>  at ^d^j /wm*- 

/i^tte  getallen  zijn  ,  grooter  dan  4  0»  6^  —  «^  ropr  alle  waarden 

van  k  grooter  is  dan  één ,  -dan  convergeert  de  kettingbrettk 

aJ 


hi  +  ~"  ** 


b%  +  enz. 

en  hare  waarde  zal  steeds  kleiner  blijven  dan  één. 

Bewijs.    De  getallen  at ,  os ^j ,  /?, zijn  steeds 

positief  en  vormen  klimmende  reeksen  ,  terwijl  ^— •  «^  op  grond 

van  de  vorige  stelling  grooter  moet  zijn  dan  één.     Verder  is  : 

ö.            a+b*                     a*a* 
waarin        c   =-1  —  — -LI— =  —  T-7r-l-ï 

negatief  is ;  behalve  den  factor  ( — 4  V1  heeft  men  nog  {n — 1) 
negatieve    factoren ;  rnmm{    is  dus   altijd   negatief ;    de  breuken 
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— 1,  ~*~ vormen  dus  eene  klimmende  reeks ;  elke  volgende 

Pi     P% 

breuk  is  grooter  dan  de  voorgaande. 

Maar  omdat 

!Ü=y-  = —,  waarin   P>4, 


heeft  men: 


Urn  q-  <  4. 


14.     Stelling.     Wanneer  aXi  a% bt  ,  b19 ge- 

heele  positieve  getallen  zijn  en  b^  —  o,  >  4   voor  elke  waarde 

van  k,  dan  zijn  de  oneindig  voorfloopende  kettingbreuken 

Oj en  at 


i,+2» i.-i-^i 


*t+fjL_ «,4-=^ 


bz  -f-  enz.  a  bz  +  enz. 

irrationeel. 

Bewijs,  Volgens  N°.  7  kan  de  eerste  kettingbreuk  nooit 
grooter  worden  dan  1 ,  volgens  het  vorige  N  °.  is  zulks  ook  het 
geval  met  de  tweede.  Nemen  wij  nu  aan ,  dat  de  opgegeven 
kettingbreuken  de  verhouding  aanwijzen  van  rationeele  getallen, 
dan  kunnen  wij  stellen ,  omdat  in  dat  geval  elke  rest  rationeel  is : 

C*        at  £•        a» 

_JL  =  -J ,      J.  =  -I 9  enz., 

cx  ct 

waarin  e  >  et  >  cx  >  c8  >  enz.  respectievelijk  de  twee  ratio- 
neele getallen  en  de  achtereenvolgende  resten  voorstellen. 

Verder  is  ct  =  -  ,   '  ,' — , 

Mi  +ct 


of       cüx  =clbt  +ct,  cial—c%bl  +  cs ; 
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c%  >  c3  >  ck » z*Jn  ^US  geneele  getallen,  welker  rij  af- 
neemt tot  nul  en  daar  dit  met  de  veronderstelling  strijdt,  dat 
iedere  rest  moet  liggen  tusschen  0  en  1 ,  kan  de  kettingbreuk 
niet  rationeel  zijn. 

15.  Om  een  willekeurig  gebroken,  welks  termen  oneindig 
voortloopende  reeksen  zijn,  tot  eene  kettingbreuk  te  herleiden, 
volgt  men  de  gewone  handel  wyze.  Wordt  bijv,  gevraagd  tot 
eene  kettingbreuk  te  herleiden 

b  +  b'  +  b'  +  V"  +  enz, 
U       a  +  a'  +  a"  +  ant  +  enz. ' 

dan  vindt  men : 

3  =  ï+  a'  +  a'  +  a"'  +  enz. 
b  +  b'  +  b"  +  b1"  -f-  enz. 

a  -f-  a'  +  *"  +  a'"  +  enz- 

en  b  +  b'  +  b"  +  V"  +  enz. — 

_.  .(•■-t)  +  ('--t)  +  (<"-%)+- 

Stelt  men  daarin: 

n,        ab' m       ab" ,        „, ah"' ,„ 

a  —  -—zzic,     a  -—_-__  c  ,     a        —i — —  c     enz., 
6  o  o 

dan  heeft  men: 

Q  = 


%  + 


b     '    b  +  y  +  b'  +  6'"  +  enz, 
e  4.  c'  _|_  e"  4-  c'"  +  enz. 

Stelt  men  in  deze  ontwikkeling 

b'-^.=  d,    b'  —  b-£=d',bl"—^  =  d",,eM., 
cc  c 

dan  heeft  men: 

4 


Q  = 


b   T       $    ,  d  +  d' +  d"-\-d'"  +  enz. 


o       c  +  c'  +  c"  +  c"  +  enz. 


\ 
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Op  analooge  wijze  voortgaande  vindt  men : 
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Q  = 


b  ^  b 


c         c 
d 


henz., 

e 


waarin: 


ab' 


b 

c      —a          h 

d     =V-*£ 
c 

c(*)==a(*+l)_a*(*+1) 

b 

e 

enz. 


Door  middel  van  deze  kettingbreuk  kunnen  alle  wortels  uit 
een*  en  veeltermige  vormen ,  zoowel  als  alle  oneindig  voort- 
loopende  reeksen  tot  eene  kettingbreuk  herleid  worden.  Laat  bijv. 
gevraagd  worden ,  tot  eene  kettingbreuk  te  herleiden  den  vorm 


x 


(**-!>* 


,  dan  kan  men  daarvoor  schrijven : 

ai  +  Q  +  0  +  0  +  0 

y — ir%  —  ir1  —  i\r ' — rhr7 — enz- 

Men  stelle  dus: 

b  =  x ,  V  =  V  n=  b'"  =  enz.  =*  0 
en    a=yta!  =  —  \y~i ,  a*  =  —  \y~*  ,  enz. 

Hierdoor  vindt  men : 

c=r  —  IjT1,  dz=z  —  \xy-%,  e=^5Ts,  enz.; 
zoodat  men  voor  den  opgegeven  vorm  eindelijk  schrijven  kan : 
x  1 


(,-_!)*       JL  + 


*  ■    1 

—ir1     —ir1  +     i 

—  i*y~*      —  j  xy~* 


\y 


^ — henz. 


Th.  d.  Alg.    II. 


8 
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welke  breuk  na  behoorlijke  herleiding  overgaat  in : 

x 
1 

y 


»       i 


2*-1 


2y  —  enz. 

Wy  hebben  vroeger  gevonden: 
boog  tang  xzzzx  —  j.  a?»  -|-  £  #*  —  \x1  +  ^  *•  —  enz. 

Stellen  wij  hierin: 

a  =  4  ,  a'  =  a*  =  a"  =  enz.  =  0 
bz=x$  b'  =  —  ^a?*  ,  ^  =  1**  ,  enz., 

dan  vindt  men  na  behoorlijke  herleiding: 


X 

+  - 

1 

ar 

+  - 

4 

+  - 

9 

x 

4-  enz. 

16.    Eene  andere  leerwijze  om  eene  reeks  tot  eene  ketting* 
breuk  te  herleiden  is  de  volgende: 

gegeven :  *  = — f-  -_  —  _  4-  —  —  enz., 


u0        ut         ut        «j         «% 


dan  is :  —  —  —  = 


*o        »i        «o«i— «o'  +  tffla       w    +      «Q% 


«1—  «0  7         *t 


1  11 

Vervangt  men  in  deze  vergelijking  —  door — — — ,  of  wat 


ut         ut      ut 


hetzelfde  is ,  substitueert  men  daarin  * ,  H i voor  ut , 


dan  zal  men  vinden: 


u%  —  ut 


1.1—1  _     1 

"+■ 


«.    «.    -»    «#+'k! — . «, 


«•  »i-».H — 2*- 
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Vervangt  men  hierin  — door-L—  ±,  dan  vindt  men  : 

u%         "x       «j 

1  -1.!.  l         l  _     1 


+ 


«•       *i       «*       «a       «0+_V 


wi— ^0  +  -^ 


u  * 

»,-»i-*-^- 


Nemen  wjj  ter  toepassing : 

'%2=1  — |  +  i—  fc  +  enz. 
dan  is:        *%  2  = — 


"a-»i 


1  +  1 


1+1 


1  +  " 


i  _i_i6   i 
!■+•-=-■+•  enz. 


Eveneens  verandert  de  reeks : 
n 


4  =1— |  +  i  — 7  +  enz. 


ff 

in 


4       i+i 


2    -   9 


2+2i 


2  +  *L 
~  2   -Henz. 

Aanmerkingen.  De  laatste  kettingbreuk  is  van  Mylord 
Beouncker,  die  door  deze  kettingbreuk  de  verhouding 
uitdrukte  van  den  cirkel  en  den  omgeschreven  vierhoek ; 
men  weet  intusschen  niet,  hoe  hij  aan  deze  verhouding 
gekomen  is.  Wallis  geeft  het  middel  aan  de  hand  om 
kettingbreukenHe  herleiden  tot  gewone  ;  maar  de  bijzondere 
eigenschappen  der  breuken  schijnen  onbekend  gebleven  te 
zijn,  totdat  Hüyghens  in  zijn  Automatum  planetarium  9 
de  eerste  theorie  der  kettingbrenken  schreef.  Eüleb  heeft 
den  naam  Jractio  continua  ingevoerd ;  de  naam  ketting» 
breuk  dagteekent  uit  het  laatst  der  voorgaande  eeuw.  Met 

8* 
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een  en  ander  kan  men  vergelijken:  Lag  rang  e's  Jddition* 
aux  ÊlémenU  $  AlgWre  par  M.  L.  Eüler  1774;  Gauss 
Düq.  circa  seriem  inf.  1812.  Klügel's  W.  III.  en  S.  II.; 
Baltzer's  Memente;  Vorselman  de  Heer's  De  f  roet. 
cont,  e.  a. 
17.    Om  de  reeks 

u^  — — .  —    -  "4-  -        ""—    '  "T"  •  •  •  • 


at        ata%       ata%a3       atata3ak 
tot  eene  kettingbreuk  te  herleiden  ,f  heeft  men  : 

11  1  _  1 


at         ata%        ata%  —at  +  at       fl    +_£a. 


9 


ax— 1                   *       at—  l 
Om  nu  de  som  van  drie  termen  tot  eene  kettingbreuk  te  ver- 
vormen ,  moet  men  vervangen  door ,    of 

atat  atat        atata9 

wat  het  zelfde  is : 

a    door- —=a%-\ *-=-; 

l  1  «$ — 1 

ai       a%a% 
waardoor  de  reeks  overgaat  in : 

1 


Gaat  men  op  deze  wjjze  voort ,  telkens  één'  term  der  reeks 
meer  gebruikende ,  dan  vindt  men : 
1 


S=z 


Q>\  +— - 


«,-i+ï» 


«,-!+•  "-1 


*  a, — 1  +  enz. 


Door  deze  ontwikkeling  toe  te  passen  op  de  reeks 

,       1  _,        1     .   _1 L_ 

7  1.3        1.8.8        1.2.8.4 ' 

vindt  men : 
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1— L=      > 


6        l+± 


1+1 


2+? 


3  +  .4 


4  -f-  enz. 

18.  Eene  andere  zeer  fraaie  ontwikkeling  eener  reeks  in 
eene  kettingbreuk  is  de  volgende.  Stellen  wij ,  dat  wij  hebben 
de  reeks : 

dan  is  ook : 

*H-1)  =  1  +  -f_  +  _L 2! l 

i 1_    g»  i 

"*"  1.2.3  "  (*+lX#+2X*+8)  "*"  CnZ' 

waaruit  door   aftrekking  volgt,    omdat  men  in  het  algemeen 
heeft , 

a%  1  o"  1 


1.2.3...»  '  a(*+l)..,(ar+a_i)       i.2..,„  (a? +!)...(*+») 


ö*  * 


1.2...»  '  «(»+l)...(0-HO ' 
i     1  a» , 

"*"  Ï3<k*+i>.-(*+3)  +  enz# 
T  <fl      /t  I  J ,_1_  g» I 

#(#+1)1         «+*"1"  l.a  •(a?+2X»+3)  "r 
Men  heeft  dus : 
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Stellen  wij  hierin : 

dan  yinden  wij  y{x)  =  — r — - — — • ; 
en  hiermede  analoog: 

tf*+2)  =  (-+2)  +  ^m+3) 


zoodat  men  eindelijk  kan  schrijven: 
y{x)  =     .     a.      ,.=z— =  — =  en*., 

waarin 

-f-enz. 


Nemen  wij  hierin  *  =  ^-  ,  dan  vindt  men  : 

*  +  ï+^  +  *™+enz-     4  +  7-4^ 


2        2.3.4         2.3.4.5  6 


4a 


7   -f-em. 

Wordt  in  de  formule 


►*       x*    ,     «4 


a?  gelijk  aan  2j/a  en  — 2|/d  gesteld ,  dan  vindt  men   door 

aftrekking   en  optelling,   deeling  en  eindelijk  vermenigvuldi- 
ging met  fa 
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«,4a.     10a*     , 
.  Va  =  2« 


8* 


l+*ï 


3  +  4* 


5  -f-  enz. 


Stellen  wij  hierin  wederom  2^  a  =  * ,  dan  gaat  de  formule 
over  in: 


f+e-       j   .** 


1-H- ï 


8  +  ib-ï 

7  + enz. 

Nemen  wij  eindelijk  nog  de  omgekeerde  waarde  van  de  breuk 
en  stellen  wij  daarna  x  =  \ ,  dan  vinden  wij : 


ei_,-*  •-!  6+! 


4(M  4 


44  +  enz. 


of  eindelijk : 


2         1+1 


6  + 


10  + enz. 


+ 


4»  +  2  +  . . . 


Aanmerking*  Deze  laatste  formule,  de  gemakkelijkste 
om  het  getal  e  te  berekenen,  is  van  Eüler.  De  ontwik- 
keling der  reeks  <p(x)  is  van  Legendbe. 
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19.     Laat  thans  gevraagd  worden 

te  ontwikkelen  in  een  e  kettingbreuk. 
Uit  (1)  volgt  aanstonds 

F(a  g+t  «+i  x)-!  ■  «jftjHlj  i  °(«+«Xft+iXft+2)T,  .i 

.  «fr+iX-UXft-HXft-HW+a) .,  +^.  .      ,,. 


(a-HX«+2Xft-r-Q(ft+3)  ., 

^"T       2.    (r+2)(y+3) 


(«-HX«-H(-H8Xft-HXft+aXft+8)  .,  +  „„. (3; 

+      I.      2.      3.      (r+2)(r+3Xr+4)      ^  u 

Vermindert  men  nu  de  vergelijking  (2)  met  (i)  ,  dan  bekomt  men  : 

Stelt  men  hierin 

■*(*»  P>  If*  x) 
dan  heeft  men  ook ,  door  verwisseling  van  «  met  /9 : 

Uit  (4)  volgt  na  deeling  door  JT(o,  0-\-l ,  y-{-i ,  *) : 
1  - öT-i V  =  ^feS*'  G(ft+*'  «•  H-*.  *) 

G(«,ft,  r.*)      r(r+i) 

of    0(«,  £,,,*)  = —  ■    *- 
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waaruit  door  verwisseling  van   letters  gemakkelijk    wordt  af- 
geleid : 

i 


G(P+i,a,Y+i,x)= 


i-W$jffie{m'*4'f+*-H*''/>' 


G(«-M,/5-M,H-2(*)=: 


*  -  ffi^V**06** g+i'  <■**'  *] ' 


enz. 
Stelt  men  das : 


ïir+i)~  '  (r+«KFFïJ         * 

(«+iXr+<-fl  _ c     ((9+2)(r+2-a)  _  . 
(y+2)(r+3)   ~  '      (r+3)(r+4)   ~  ' 

enz. 
dan  heeft  men  ten  slotte : 

*  r       "  *  .  n/K 


\—QX 


\—bl. 


-  cx 


i—d* 


4  —  enz. 


Memen  wy  hierin  verder  0  =  0,  dan  is: 
F{a,Q,y,x)        =  4, 
en  dus  Q(a ,  0  ,  y ,  x)        =  F(a ,  4  ,  y  +  *  >  •) » 
G(«,  0,  y— 4,  ar)  =  ^(«,  4,  y,  ar); 

\ 

d.L:  j?(cr,  4,y,a?)  = ~/~ (6) 

4 t — 


cx 

1— — 


rf'* 

4  — 


4  —enz. 
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waarin :     a'  =  —  o  —    ;    .  i» 


c 


,  -  ("+«)r  f-  Xr+t— ) 

~~  Cy+iXr+2)  (r+axr+3) 

enz. 

Stelt  men  in  (1)  a=  —  n9  0  =  1 ,  y=i  en  *  =  —  *, 
dan  vindt  men: 

*(— »,  1,1,— *)  =  (1-MP 

Neemt  meu  nu  in  (6)  «  a  —  » ,  y  =  1  en  s  =  —  * ,  dan 
heeft  men: 

1 


(!+*)•  = 


I n± 


i+^* 


T3" 


.    _2(*+2) 
1 ÏT-^ 


i  _  2(*-2) 
4.5    * 


1  —  enz. 
waarvoor  men  ook  schrijven  kan: 


a_!fc=ÜL 

o  .  2H-2)L 
^ ,      2(»-2> 

5  +  *^* 
6  —  eni. 

Schrijft  men  hierin  x=  —  en  laat  men  n  tot  in  oneindige 
toenemen  ,  dan  vindt  men  : 


* 
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1+- 


2— 1£ 


3  +  Bf 


4_?f 


8  ■  3* 


8  —  enz. 
Omdat  *^(1 ,1,2,  — x)=:x(i  —  f*  +  fr*  —{*»  +  ,..)  = 

=  '%(*+*) 
heeft  men : 


*y  (i-M)  =f  ^ 


1-4- f* 


1+i* 


N 


+ 


4»— 2' 


1+     "_» 


l  +  eni. 
Wordt  y  oneindig  groot ,  dan  heeft  men  nog : 

Wü,  i,  f,  — Wj/x)  =  1  —  mx  +  m (m  +  «)«*  — 

—  w(«4"w)  (w+2*)  #*  + enz. 

1 


1  + 


PIX 


4  + 


»AT 


1  +  2?* 


h  enz. 

Op   soortgelijke   wijze   kan   men    nog  verschillende  andere 
reeksen  in  kettinghreuken  veranderen, 

Aanmerking.    Deze  fraaie  ontwikkeling  danken  wij  aan 
Gauss.    Disquisüio   circa   seriem    infinxtam    (Abh.  Gött. 
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Ge8elsch.    der  Wiss.  1812)   —  Verder   ligt   het  voor  de 
hand ,  dat  eene  oneindige  kettingbreuk  zal  convergeeren , 
zoodra  zij  ontstaat  uit  eene  convergente  reeks. 
20.     Om  den  vierkants wortel  uit  eenig  getal  in  eene  ket- 
tingbreuk te  ontwikkelen ,  handele  men  op  de  volgende  wijze. 
Zij  A  een  getal,  welks  wortel  men  bepalen  wil,  a*  het  grootste 
vierkant,,  dat  daarin  begrepen  is  en  b  de  rest,  dan  heeft  men: 

x  =  k  A  =  a  +  — 3 =  a  -f-  — 


VA — a 


1  l/A+a 

«i  =  — r =  £ — -^  =  enz, 

1        J/il— a  b 

Indien  wij  op  deze  wijze  voortgaande,  eiudelijk  gekomen  zijn 
aan  het  quotiënt  xA-=z.yzz=Y^      »     ,  waarin  (i  de geheele  voor- 


stellen ,  die  in  y  begrepen  zijn ,  dan  is  de  rest 

\/A  -(-  »  —  mfi 


m 

j 

Stellen  wij  deze  rest  voor  door  — ,  dan  is  analoog  met  het 

V 

voorgaande 

/        t/A  -|-  n'            ,      ,                    m 
V  =  - — +—  en  ook  y  =  __ 

Door  gelijkstelling  van  deze  waarden  van  y'  vindt  men    de 
beide  vergelijkingen  : 

n  —  mp  -|-  »'  =  0     en     -</  -|-  »»'  —  mn'p  =  nm' 

n'  =  mj*  —  n  m'  =  ~ _  ; 

m 

hierdoor  is  de  wet  opgeapoord ,  volgens  welke  uit  het  quotiënt 

!— — i—  het  volgende  moet  worden  afgeleid. 
f» 

B/c i       «^ 

n  nu  g en  g-  twee  op  elkaar  volgende  naderende  breu- 


THEORIE 


DKK 


A   L   &   E   B   E,   A, 


POOK 


O.  A.  VORSTERMAN  VAN  01  JEN, 

Onderwijzer  ra  de  WU-  en  Natuurkunde. 


Tweede   Deel. 


SCHOONHOVEN, 

S.  E.   VAN   NOOTEN, 
1870. 


VOORBERICHT. 


Na  de  voltooiing  van  het  tweede  deel  mijner  Theorie  der 
Algebra  heb  ik  weinig  te  voegen  bij  hetgeen  door  mij  reeds 
gezegd  werd  in  de  opdracht  aan  den  Lezer,  welke  voor  de 
eerste  aflevering  geplaatst  is  geworden.  —  De  verschillende 
schrijvers,  die  door  mij  geraadpleegd,  somtijds  ook  gevolgd 
zijn ,  zjjn  in  aanmerkingen  bij  den  tekst  opgegeven.  — Aangaande 
het  laatste  hoofdstuk  Over  de  determinanten,  dien  ik  nog  mede 
te  deelen ,  dat  dit  gedeeltelijk  eene  vertaling  is  van  Baltzeb's 
meesterstuk  over  hetzelfde  onderwerp.  Ik  achtte  het  namelijk 
onmogelijk  om  op  een  dertigtal  bladzijden,  die  mij  nog  over* 
bleven,  een  eenigszins  duidelijk  begrip  van  dit  belangrijk  ge- 
deelte der  wiskunde  te  geven,  indien  ik  mij  niet  uitsluitend 
bepaalde  tot  eene  aaneengeschakelde  verhandeling  over  de  meest 
elementaire  gedeelten ,  welke  verhandeling  zich  aan  kon  sluiten 
bij  de  vele  werken  daarover  in  het  buitenland  verschenen.  — 
Mocht  dit  weinige  onze  jonge  beoefenaren  der  Wiskunde 
aansporen  die  grootere  en  meer  volledige  handleidingen  te 
bestudeeren ! 


IV  VOORBERICHT. 

Aang.mnde  de  vraagstukken ,  die  het  geheel  besluiten ,  zij 
opgemerkt,  dat  zij  deels  oorspronkelijk,  deels  ontleend  zijn  aan 
buitenlandsche  werken  en  tijdschriften.  Indien  mij  de  noodza- 
kelijkheid daarvan  mocht  blijken,  zal  ik  ze  later  afzonderlijk 
uitgeven  met  hunne  oplossingen. 

Voor  de  gebreken,  die  mijn  werk  aankleven,  roep  ik  ieders 
welwillende  beoordeeling  in;  opgaven  van  fouten  en  misstel- 
lingen zuilen  mij  aangenaam  zijn.  Later  zal  ik  een  errata  op 
het  tweede  deel  mededeelen.  De  meeste  misslagen  kunnen  in- 
tussen en  met  de  pen  verbeterd  worden. 

En  hiermede ,  heil  den  gebruiker ! 

Jardenbury,  De  Schrïjvfr. 

Kerstmis  '69. 
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ken  van  l/A  ,  en  — — —  het  volledig  quotiënt ,  dat  met  ^i  over- 

m  Pk 

eenkomt,  dan  is: 

(\/A-\-n\  , 

Hieruit  volgen  de  twee  vergelijkingen: 

V  +  *k-\m  =  hA 
hn  +  mh— 1  =  •*  • 

waaruit  men  vindt: 

(^_1-«^i^)«  =  V-^1  •   •   •   •  (O 
(«A-i  —  •a-A)»  =  *A-i  A— **é-i   •  (2) 

Omdat  van  de   termen  dezer  kettingbreuk  de  tellers   -f-  i 
zijn,  is 

« A_l  —  «k—\h  =  ±  * 

«^  «/. 

en  wel  -+-  i  ,  indien  -g-  >  J^.4  en  —1  indien  g-  <^  A;  zoodat 

steeds  hetzelfde  teeken  hebben ;  m  is  derhalve  positief. 
Uit  de  vergelijking  fi^t  -f-  fi^i  m  —  a^  volgt : 

-tr=(rrH):m 

en  omdat  fi^i  <  ^  moe*  m^>7T  —  n   °*  n  ^  ^ A  —  w* 

Verder  is 

*/A  +  n>ti  dus  m<VAn 
m 

't  geen  onmogelijk  zou  zijn  ,  indien  »  negatief  was  ;  n  is  dus 
ook  positief. 
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Uit  m'  =  A—n'%  volgt : 
m 

A  —  »'*  ~mm' 
of  in  't  algemeen: 

derhalve  n.^A  en  omdat 

n  -{-  »'  =  m/i 

ie  2a  de  limiet  van  j»  en  p. 

Ter  toepassing  herleiden  wy  1^28  tot  eene  kettingbreuk. 

Het  grootste  vierkant  in    28  begrepen  is  25,   wjj  schrijven 
derhalve : 


K^o       —  *-r         i 

— T    i 

1        _!/28-f-5. 

»/28— 8 
_3       1/28-4  _3           1 

1/28-8  ^~       3 

T       3               ^        3 

3       _*/28-f-4. 

»/28— 4 
_9+K28-4_«,           1 

f/28 — &-            4 

x-r       4       —.5-1-       4 

4       _  1/28-H, 

»/28— 4 
_3       1/28-8  _3           1 

1/28—4  ^~       3 

^       3       —     ■         3 

3       _^28+ö. 
|/28—5    ^       1 

K28— 8 
_10+l/28-8  =  10+      J 

1                                                   1 

1        _ 

>/28— 8 

1/28—5 

Wij  zien ,  dat  hier  de  bewerking  wederom  van  voren  aan 
begint,  dat  dus  de  kettingbreuk  periodiek  is,  en  schrijven 
daarom 

*/28={5;  3,  2,  3,  J0}. 
Om  zoodanige  periodieke  kettingbreuk  tot  eene  worteigroot- 
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heid  te  herleiden,  stellen  wij  de  periode  =  y,  dan  is,  de  ge- 
heele  waarde  door  x  voorstellende : 


*={»;  3,  2,  3,  10,  y] 
y={3,  2,  3,  10,  y}. 


3 

2 

3 

10 

y 

0  1 

T  0 

I  3 
1 

7 
2 

24 
7 

247 
72 

247y  +  24 
72y  +  7 

5 

3 

2 

3 

127 
24 

10 

y 

if 

16 
3 

37 
7 

1307 
247 

1307y  +  127 
247(/  +  24 

o  jl 
ï  o 


»"  >=%&&<*> 


of 


72y»—  240y  —  24=0 
y  =  |±||/'28. 

Nu  is   i  -  i307V  + 127  -  <«M6±1307^28  _  ■      «« 
*U  W   * _    247y+   24  ~  13Ö7±  247^28  _  ±K28' 

Op  soortgelijke  wijze  handelende,  zal  men  vinden: 


^19=  U 


{ 


Vï\  =  |4 
K  23  =  f4 


?,  1,  3,  1,  2,  $J 


t,  7,  2,  7,  l,$j 
J,  3,  1,  Je. 

Ook  de  derdemachtswortel  uit  eenig  getal,  kan  men  in  eene 
kettingbreuk  ontwikkelen;  de  berekeningen  en  herleidingen, 
die  hierbij  voorkomen ,  maken  zoodanige  ontwikkeling  nog  al 
omslachtig.  Trekt  men  den  derdemachtswortel  uit  19,  dan 
vindt  men  de  volgende  bewerking: 

*  =  ^19=2+.£*£=?  =  2  +  A. 

1  *, 

«_      1        —  1^361 +2M9+4_  A   .    1 

»  _  11  —  o_i_^361-f-3i^l9~18_ 

enz. 


*, 
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21.  Stelling,  Wanneer  A  geen  volkomen  vierkant  is ,  dan 
wordt  VA  bij  ontwikkeling  in  eene  kettingbreuk  periodiek.  De 
periode  zal  eindigen  op  het  dubbel  van  den  wortel  van  het  grootste 
vierkant,  dat  in  A  begrepen  is;  rekent  men  dezen  term  van  de 
periode  niet  mede ,  dan  i%  zij  sgmmetriek;  d.  i,  de  periode  bevat 
van  voren  naar  achteren  en  van  achteren  naar  voren  dezelfde 
termen. 

Bewijs.  Wij  hebben  in  het  vorige  N°.  gezien ,  dat  m  en  n 
positieve  geheele  getallen  zijn ,  die  slechts  een  beperkt  aantal 
waarden  kunnen  krijgen  ;  de  kettingbreuk  moet  dus  eindig  zijn 
of  periodiek.     Het  eerste  is  onmogelijk ,  enz. 

Zijn  de  achtereenvolgende  quotiënten 

«;  «,  P, A,  m;  a>  P> *»  /*; 

en  de  naderende  breuken 

1       a  «i_i     «*    «*+ 1 


TT' T fijt-i'  Pa9  t*+i 

ak 

Indien  nu-j-de  naderende  breuk  is,  die  met  het  wijzergetal 

/i  overeenkomt,  en  wij  het  daarmede  overeenstemmende  geheele 
quotiënt  z  noemen ,  dan  is 

a  z  -j-  a. n 

Va—JL ! tzl 

en        z  —  f*  =  V  A  —  a    of    s  =  VA  +  (p  —  a). 

Brengt  men  de  waarde  van  z  in  de  vorige  vergelijking  over, 
dan  vindt  men : 

o*.  VA  +  «>— «)  +  «*__] 

yj=P«VA  +  P/i(t*-a)  +  fit_1 

waaruit  de  twee  volgende  vergelijkingen  voortvloeien  : 

•>-«)  + V_i=^i (*) 

<»>-*)  + <»_1  =  °* (2) 
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Uit  de  laatste  dezer  vergelijkingen  volgt: 

derhalve  is  p—a  het  grootste  geheele  getal ,  dat  in  -g-  begrepen 

is ;  dit  getal  is  a,  daarom  heeft  men 

l*  —  a  =  a     of    fi  =  2a; 

waardoor  het  tweede  gedeelte  der  stelling  bewezen  is. 
Uit  (2)  volgt  verder: 

h-i  =  *k—ah 

..  ak~a@k 
en  dewijl  *_- eene  naderende  breuk  is  van  V  A—a  en  voor- 

tv        —  n  ft 
afgegaan  wordt  door  de  naderende  breuk  .JblL__L*zJ,  d.  i. 

ct^    ^  —  a0£    -i 
door — a  —a8 Zullen  de  wiÜzerSetallen   iu   tegengestelde 

volgorde  terugkeeren ,  want : 

er 

^_2  =  J^_2-f-^_3,  dus^=!=  atf  ^     _ ~ — 

Pk—l      Wk-2  ■+■  fy-3       X  +  P^"-3 

ftfr—2 
enz. 

Waardoor  ook  het  derde  gedeelte   der  stelling  bewezen  is. 

22.  Wy  willen  deze  §  besluiten  met  het  oplossen  van  een 
paar  vraagstukken,  door  middel  der   kettingbreuken. 

Wanneer  A  en  B  twee  relatieve  priemgetallen  zijn,  zal  men 
de  vergelijking 

Am  —  By  —  l 
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op  kunnen  lossen  door  middel  der  kettingbreuken.  Ontwikkelt 

men  -=r  in  eene  kettingbreuk  en  berekent  men  daarvan  de  ach- 
B 

tereenvolgende    naderende  breuken,    dan   zal,  indien -—£=1  de 

P— i 

voorlaatste  dier  breuken  is 

A^t—  #«_,  =±1. 

Is  het  teeken  -|-  ,  dan  heeft  men  onmiddellijk  : 

8  =  0^  en  y^szammmV 

Is  het  teeken  — ,  dan  kan  men  schrijven: 

x  =  B  —  fiwm%  en  y  =  A  —  «»_, , 

welke  waarden  in  dat  geval  aan  de  vergelijking  zullen  blaken 
ie  voldoen. 

Heeft  men  nu  de  meer  algemeene  vergelijking : 

A*  —  Byz=zü, 

-dan  stelle  men  daarin 

x  =  Gr,  -f-  Bz    en    y  =  fy%  +  &*  9 

waarin  z  geheel  onbepaald  is ,  en  de  vergelijking  gaat  over  in : 

Axt  —  Byt  =  1 , 

waaruit  xt  en  yt  onmiddellijk  bepaald  kunnen  worden. 
Ware  gegeven  de  vergelijking: 

Ax  +  By  =  C, 

dan  stelt  men : 

x=Cxt—B$    en    y  =  Cyt-\-Az9 

waardoor  ook  deze  vergelijking  tof  het  eerste  geval  is  terug- 
gebracht. Wanneer  men  bij  de  tweede  vergelijking  naar  posi- 
tieve waarden  der  onbekenden  vraagt ,  is  dit  aantal  natuurlek 
beperkt  (Yergel.  Deel  I,  §  16,  bladz.  170).  Lossen  wq  ter 
toepassing  op  de  vergelijking 

20*  —  17y  =  10. 

Wy  stellen  :  *  ==  10*!  + 17» 

y  =  10yt  +  20» 

en  vinden  20a?i  — 17y4  =1. 
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Be  voorlaatste  naderende  break  is  £,  derhalve 

xt  =  6     en    yt  =  7. 
Deze  waarden  gesubstitueerd  geeft : 

x  =  60  +  17* 

y  =  70  +  2<b, 

waarin  men  voor  z  achtereenvolgens  0, 1 ,  %  3 ...,  *  —1 ,  —2, ... 
kan  stellen ,  om  telkens  een  ander  antwoord  te  vinden. 
Zy  nog  ter  oplossing  voorgesteld  de  vergelijking  : 

3a?  -f-  5y  =  9. 

Hierin  stellen  w\j: 

x  =  9xt  —  5s 

y  =  —  fyi  +  3* 

en  vinden  dan  de  vergelijking : 

Sxt  —  Byi  =  1 , 

waaraan  voldaan  wordt  door  xt  =2  en  y4  =  1 ,  zoodat  men 
heeft: 

a?  =  18 —  $2    en    y  =  8s— »  9. 

Mogen  hieraan  nu  alleen  positieve  getallen    voldoen,  dan 
heeft  men  : 

18  >  5*    en    z  >  3 , 

derhalve  mogen  voor  z  slechts  waarden  genomen  worden  tusschen 

3  en  3|. 

tt/k 
Indien  ^  de  naderende  breuk   is,  overeenkomende  met  het 

Pk 
w^jzergetal  2a  van  cene  periodieke  kettingbreuk,  voortvloeiende 
uit   de  ontwikkeling  van  \/A%  dan  volgt  nog   uit  N°.  20, 
dat  men  heeft: 

Want  voor  het  quotiënt  2a  zal  (zie  N°.  19)  de  vergelijking 
«  -f-  n'  =  m\k ,  waarin  n  en  n'  niet  grooter  kunnen  zijn  dan  a , 
opleveren  »  =  »'  =  «  en  m  =  1 ,   zoodat  dan  de  vergelijking 

V  -  4V  =  m(«ih-\  -  *k-\h)  (»•• 19>  (*» 

overgaat  in 
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Is  derhalve  A  irrationeel ,  dan  levert  deze  beschouwing  ons 
de  oplossing  van  het 

Vraagstuk.  Geheele  getallen  te  vinden,  die  voldoe*  aan 
de  vergelijking 

Is  het  aantal  termen  der  periode  even ,  dan  zullen  de  nade- 
rende breuken ,  die  met  2a  overeenkomen  >  ^ A  en  alleen 
voldoen  aan  de  vergelijking  x% — -4y  *  =:  —f-  i .  Is  het  aantal 
termen  der  periode  oneven  ,  dan  zal  de  eerste  naderende  breuk , 
die  met  2a  overeenkomt  <"  ^A,  de  tweede  >  V  A ,  de  derde 
<  y/  A  enz.;  zoodat  in  dat  geval  de  beide  vergelijkingen  op- 
losbaar zijn. 

Aanmerking.  Zij ,  die  zich  op  zoodanige  beschouwingen 
willen  toeleggen,  kunnen  zich  met  vrucht  bedienen  van 
de  Theorie  des  nombr.  van  Legendre  ,  van  de  Disq.  arithm. 
van  Gauss  e.  a. 


i  35.   Over  de  Determinanten. 

1.  De  elementen  van  eene  complexie,  waaruit  permutatiën 
zullen  afgeleid  worden,  worden  door  nummers  onderscheiden. 
Men  noemt  een  element  hooger  dan  een  ander ,  wanneer  het  een 
hooger  nummergetal  heeft.  Men  zegt,  dat  twee  elementen  eener 
complexie  eene  inver&ie ,  variatie ,  (dérangement)  vormen ,  wan- 
neer het  eerste  element  hooger  is  dan  het  tweede.  —  De  permu- 
tatie a%akatat  heeft  de  volgende  inversies 

asalt  a$a%  ,  ahax  ,  «4«a. 

2.  Stelling.  Wanneer  men  in  eene  'permutatie  twee  ele- 
menten met  elkander verwisselt ,  terwijl  de  overige  hunne  plaateen 
behouden ,  dan  verandert  het  aantal  inversies  met  een  oneven  aantal. 

Bewijs.  Wanneer  g  en  h  de  beide  elementen  zijn ,  die  men 
met  elkander  verwisselt ,  dan  kan  men  de  gegeven  permutatie 
voorstellen  door 

Ag  BhC, 


j 
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waarin  A  eene  groep  elementen  voor  g ,  B  eene  groep  elementen 

tusschen  g  en  h  en  0  eene  groep  elementen  na  h  voorstellen. 

Indien  nu  de  groep  B ,  (tt  elementen  bevat,  hooger  dan  g  en  fit 

hoogerdan  A,dan  vindt  men,  indien  B ,  fi  elementen  bevat,  in 

de  complex  ie  gBh 

ten  eerste /? — fit  inversies  van  g  met  de  elementen  van  de  groep  B ; 

daarna  /£a  inversies  van  de  elementen  van  B  met  h ; 

de  complexie^/fó  heeft  das,  de  inversies  van  B  niet  medegerekend, 

fi-fit  +  e* 

inversies.  —  Schrijft  men  nu  hBg  in  plaats  van  gBh,  dan  heeft  men : 

van  h  op  g  ééae  inversie ; 

van  h  met  de  elementen  van  B,  (l — (l%  inversies; 

van  de  elementen  van  B  met  g ,  0t  inversies ; 
zoodat  er  in  dat  geval 

fi-tt+h  +  i 

inversies  aanwezig  zijn. 

0— f. +  0, +  «-0-01 +0,)  =  V» -**,  +  « 

is  oneven ,  derhalve  is  de  stelling  bewezen. 

3.  Indien  men  de  permutatiën  van  een  gegeven  aantal  ele- 
menten verdeelt  in  twee  klassen ,  waarvan  de  eerste  die  permu- 
tatiën bevat  met  een  even  aantal ,  de  tweede  die  met  een  oneven 
aantal  inversies ,  dan  volgt  uit  de  vorige  stelling : 

Indien  men  door  verwisseling  telkens  van  twee  elementen 
alle  permutatiën  eener  gegevene  complexie  vormt,  dan  zijn  de 
daarin  voorkomende  inversies  beurtelings  even  en  oneven; 
dewijl  verder  het  aantal  permutatiën  even  is,  zijn  er  evenveel 
permutatiën  der  eerste  als  der  tweede  klasse.  De  eersten  kan 
men  door  een  even  aantal,  de  tweeden  door  een  oneven  aantal 
verwisselingen  uit  eene  complexie  der  eerste  klasse  vormen.  — 
Twee  permutatiën  behooren  tot  dezelfde  klasse ,  indien  zij  door 
een  even  aantal  verwisselingen  uit  elkander ,  of  uit  eene  derde 
complexie  kunnen  worden  afgeleid. 

4*  Men  noemt  de  verwisseling  van  de  elementen  eener  com- 
plexie cykluch  >  wanneer  ieder  element  vervangen  wordt  door 
het  volgende  en  het  laatste  door  het  eerste. 

Dewijl  eene  cyklische  verwisseling  verkregen  wordt  door  het 
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eerste  element  te  verwisselen  met  het  tweede,  derde,  vierde  enz., 
verkrijgt  men  haar  door  n — 1  verwisselingen  van  twee  ele- 
menten. 

Door  eene  cyklische  verwisseling  van  alle  elementen ,  ver* 
krijgt  men  uit  eene  gegevene  permutatie  eene  andere  van  de- 
zelfde, of  niet  van  dezelfde  klasse,  naargelang  het  aantal  ele- 
menten oneven  of  even  is. 

Verder  ziet  men  gemakkelijk  in  ,  dat  men  door  partiëele  cykli- 
sche verwisselingen  elke  andere  permutatie  af  kan  leiden. 

Is  bijv.  gegeven  de  permutatie 

a7  at  a%  at  as  a9  ak  az  % 
en  verlangt  men  daaruit  af  te  leiden  de  permutatie 

dan  vervangt  men 

ay  doorff5  ,   a5  door  at  ,    ax  door#s  ,   a%  door  ah  ,  ah  door  ff  s 

en  a8  doora,  , 

hiermede  is  de  eerste  cyklische  verwisseling  volbracht.  Verwis- 
selt men  daarna  at  met  a9  en  a9  met  at ,  dan  heeft  men  door 
twee  cyklische  verwisselingen  de  begeerde  permutatie  verkregen. 
Indien  men  eene  permutatie  van  n  elementen  heeft ,  en  men 
wil  daaruit  door  cyklische  verwisseling  eene  andere  permutatie 
afleiden ,  dan  kan  zulks  plaats  hebben  door  de  elementen  in  p 
groepen  te  verdeelen ,  die  respectievelijk  uit  ax  ,  a%  ,  a%  . . . . 
elementen  bestaan.  De  cyklische  verwisselingen  der  p  groepen 
kunnen  nu  geschieden  door 

(«i—*)  +  («i—*)  +  (*s— *)  +  •••  •         =»  —  P 

verwisselingen  telkens  van  2  elementen.  Om  de  elementen  der 
eerste  groep  op  hunne  plaats  te  brengen ,  zijn  niet  minder  dan 
at — f  verwisselingen  telkens  van  twee  elementen  noodzakelijk , 
enz»;  daarom  kan  uit  eene  gegevene  permutatie  eene  andere  door 
niet  minder  dan  n — p  verwisselingen  telkens  van  2  elementen 
afgeleid  worden.  In  het  vorige  voorbeeld  is  »=  8  en  p  =  2t 
derhalve  behooren  de  beide  permutatiën  tot  dezelfde  klasse. 
5.    Wanneer  m  horizontale  rijen  van  n  elementen  ,  of  wat  het- 
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zelfde  is ,  n  verticale  rijen  van  m  elementen  moeten  gebruikt 
worden  ,  dan  kan  men  de  plaats  van  elk  element  aanwijzen  door 
dubbele  indices,  bijv.: 

«1,1     al,2     «1,3 altn 

a2,l     a2,2     a2,3 a2,n 


Vl     V2     arn,3 am,n 

Wordt  hierin  m  =  »,  dan  noemt  men  a^  1 ,  a%  %  • . . .  a%     de 

diagonaalrij  van  het  quadraat  der  elementen. 

Door  de  determinante  van  een  systeem  van  nx  elementen , 
die  in  n  rijen  van  n  elementen  staan ,  verstaat  men  de  som  van  de 
producten  van  n  elementen ,  die  allen  in  verschillende  verticale 
en  horizontale  rijen  voorkomen.  De  eerste  term  der  determinante 
is  het  product  van  de  elementen  der  diagonaalrij ;  uit  dien  eersten 
term  worden  de  andere  termen  afgeleid  door  permutatie  der 
tweede  nummers.  De  verschillende  termen  worden  positief  of 
negatief  genomen,  naar  gelang  de  permutatiën  der  nummers, 
waaruit  zij  ontstaan  zijn,  tot  dezelfde  klasse  behooren  als  de 
eerste  complexie  of  niet.  —  Zoo  heeft  men : 


t  Cd 
\^Cidt 

hc*dt 


db1c%dt-^btctdl'+^b\Cidi'--^\Cldt-\rabtcidx-—abtc%di 
— atbCidt-\-aibcidi-t-aibicdi~—atbtcid-i-aibscid — atbtcdl 


De  determinante  van  »*  elementen  is  van  den  «den  graad , 
omdat  hare  termen  producten  zijn  van  n  elementen ;  zij  heeft  n 
termen ,  waarvan  de  eene  helft  positief ,  de  andere  helft  nega- 
tief is,  en  waaronder  geene  absoluut  gelijke  voorkomen ,  zoolang 
de  afzonderlijke  termen  in  geene  bijzondere  betrekkingen  tot 
elkander  staan.  Men  wijst  gewoonlijk  de  determinante  aan , 
zooals  wij  dit  in  het  eerste  lid  deden ,  door  alle  rijen  tusschen 
verticale  lijnen  te  plaatsen;  ook  geschiedt  zulks  door  den  eer- 
sten term  der  determinante  te  schrijven  en  daarvoor  het  gewone 
teeken  van  optelling  (integraalteeken)  te  plaatsen,  aldus: 
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flU     öl,2  •  •  •  al,« 


=z2±a 


1,1       2,2 


0o  o    •   •   •   a. 


ft,* 


'»,1      wft,2 


dL  o   •   •  •  a, 


»,» 


Men  kan  ook  de  determinante  uit  de  diagonaalrij  afleiden, 
door  de  eerste  nummers  te  permuteeren  en  de  tweede  onveran- 
derd te  laten.  In  het  eerste  geval  neemt  men  uit  de  achtereen- 
volgende horizontale  rijen  een  term ,  die  tot  de  volgende  verticale 
rij  behoort;  in  het  tweede  geval  neemt  men  uit  de  achtereen- 
volgende verticale  rijen  een  term ,  die  tot  de  volgende  horizontale 
rij  behoort.  Men  ziet  gemakkelijk  in ,  dat  hierdoor  geene  andere 
determinante  ontstaat ,  zoodat  men  in  't  algemeen  heeft: 


*1,1     *1,2 
a2,l     a2,2 


"*,1     a*,2 


* 


fll,l      a2,l 
al,2     a2,2 


V 


a 


»,2 


l\,n     a2,n an,n 


Ter  opheldering  dienen  nog  de  volgende  voorbeelden : 


aibi 


=  aih\—  a\ht 


ac 

eb 


=  ab  —  c1 


ahg 
hbf 
gfc 


—  abc  —  af  *  «+-  2hgf —  cA*  —  hg*. 


0  ata%at 

MM» 

c0c,0  ct 
d9dtd%  0 

-+-a%bsc0dl  —  a13sc,e/0 — a9b9e1dt 
-^asbïe0di  +asb%ctd9. 


Oa   b 
a  O  k  g 
5hOf 

c  9  yo 


— (%*tfg  +  %acfh  -f-  Uegh). 
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6.  Stelling.  Wanneer  men  in  de  determinante  twee  paral- 
lelle rijen  met  elkander  verwisselt,  verandert  de  determinante  van 
teehen.  Wanneer  alle  elementen  van  twee  parallelle  rijen  ,  in  de- 
zelfde volgorde  genomen ,  aan  elkander  gelijk  zijn,  dan  is  de 
determinante  gelijk  aan  nul. 

Bewijs.  Door  verwisseling  van  twee  parallelle  rijen  heeft  men 
in  den  eersten  term  der  determinante  twee  eerste  of  twee  tweede 
nummers  verwisseld;  de  eerste  termen  der  beide  determinanten 
hebben  dus  tegengestelde  teekens.  Leidt  men  nu  uit  dien  eersten 
term  de  andere  termen  af,  zoodanig,  dat  zij  beurtelings  van 
teeken  verwisselen,  dan  ziet  men  aanstonds  de  waarheid  van 
het  gestelde.  Zijn  de  parallelle  rijen  gelijk  en  heeft  er  dan  ééne 
verwisseling  plaats,  dan  verandert  volgens  het  eerste  JD  in  —  D ; 
maar  omdat  de  rijen  gelijk  zijn,  blijft  D  onveranderd,  derhalve 

D=—D  of  D  =  0. 

Door  deze  stelling  ziet  men  gemakkelijk  in  ,  dat  de  deter- 
minante 


1  a  a* 

\  b  b* 
\  c  c* 


deelbaar  is  door  a  —  b , 


want  nemen  wij  a  =  b ,  dan  worden  twee  rijen  identiek  en  de 
determinante  wordt  gelijk  aan  0;  eveneens  is  zij  deelbaar  door 
a  —  c  en  door  b  —  c.  Omdat  de  determinante  van  den  derden 
graad  is ,  volgt  daaruit  onmiddellijk : 


—  (a—h)  (a—c)  (b—c). 


i  a  a* 
!  b  ft» 
\  c  c* 

Aanmerking.  Gemakshalve  zullen  wij  de  determinante 
voorstellen  door  de  letter  D  of  B ,  de  aanvangsletters  van 
determinante  of  resultante ,  welke  laatste  benaming  door 
Laplace  is  ingevoerd. 

7.     Stelling.     Wanneer  de  in  eene  rij  staande  elementen 
van  een  systeem  op  één  na  verdwijnen ,  dan  is  de  determinante 

Th.  d.  Alg.  II.  9 


§  35  —  7. 


194 


van  dat  systeem  gelijk  aan  H  product  van  bedoeld  element  en  de 
determinante  van  den  naast  logeren  graad. 

Bewijs.    Indien  gegeven  is : 


R 


alt\     fll,8  •  •  *  '  al,n 
a2,l     a2,2  •  •  •  •  ö2,» 


an,\     an,2 


•  .  a 


n,n 


en  in  de  rij        akl    ak2    akfi  ....  .  akn 

slechts  aki  ,geen  nul  is ,  dan  kan  men  de  rijen  zoolang  verschik* 

ken,  totdat  de  rij  aki de  eerste  is,  hetgeen  plaats  heeft 

door  k — 1  verwisselingen  van  horizontale  en  van  i — 1  verwis- 
selingen van  verticale  rijen.    Hierdoor  vindt  men : 


R  = 


aJt,i     a*,l 


öl,*— 1      al,k+l 


'1* 


»»,* 


n.n 


\l anjk— 1       **,*  +  ! 

waarin  e  —  (— 1)*"H  Volgens  de  veronderstelling  verdwijnen 
alle  termen  van  eR ,  waarin  het  eerste  nummer  k  en  het  tweede 

nummer  geen  t  is,  derhalve  wordt  eR  beperkt  tot  de  termen, 
die  uit  den  eersten  term  der  determinante  ak t-  a^  a%% 


..« 


n,n 

gevormd  kunnen  worden  door  permutatie  der  tweede  nummers 
met  uitsluiting  van  i:  de  determinante  is  dus  het  product  van 
ak  .  en  de  resultante  van  een  ander  systeem ,  dat  van  den  («— l)len 

graad  is. 

Zoo  heeft  men : 


b  c  d\ 

0j  bt  Cj  d^ 

at  b%  c%  d% 

0    0  c8  0 


=  (-I)5 


0     0    0 

1»    b    d 

a     b    d 
at  bt  d% 

=  — c, 

ai  ^i  ^i 
a%  bt  dt 

195 


$  35  —  8. 


Men  ziet  gemakkelijk  in,  dat  men  iedere  determinante  ook 
voor  kan  stellen  als  eene  determinante  van  hoogeren  graad; 
zoo  is: 


at   öa  at   a4 

bt  b%   lt  bk 

_ ^ 

ci   ci   ct  ck 

dt  d^  ds  d± 

1  et 

e\  e%  ek 

i 

0 

0 

0 

°l 

0  ai 

a%  a%   aè 

ei 

°1 

«I 

«* 

«* 

0  bt 

bt  bt  bk 

— — 

<» 

*1 

*» 

*. 

*4 

0  ct 

c%   c,  c% 

«» 

cl 

c» 

ct 

c» 

0  dt 

d%  ds  dK 
enz. 

«» 

dt 

<*, 

<*, 

rf* 

Wanneer  alle  elementen  verdwijnen ,  die  aan  de  eene  zijde 
der  diagonaalrij  staan ,  dan  bestaat  de  determinante  slechts  uit 
haren  eersten  term. 


ax  bt  et  di 

0  b%  ot  d% 

0  0  cs  dt 

0  0  0     d^ 


=  2  ±  atb%e%dk  =atb%czdk 


8. 


Om  die  termen  van  D  over  te  houden ,  waarin  ai  k  voor- 
komt ,  d.  i.  m.  a.  w.  om  de  coëfficiënt  van  at-  k  te  vinden ,  stelt 
men  de  elementen  eener  horizontale  rij,  waarin  aiJc  voorkomt, 
gelijk  aan  nul ,  uitgezonderd  het  element  a^  ^  zelf.  Schrijft  men 
dan  1  in  de  plaats  van  ai  %  en  stelt  men  den  begeerden  coëffi- 
ciënt voor  door  a-  * ,  dan  heeft  men : 

*M *ljt     ahk+l a 


uiJt  — 


%n 


wt— 1,1 «f-1,*  flê-M+l   ••••-   «ï— l* 

0 1  0  0 

ai+U af+M  a*4-l,*+l *•+!»• 


r«,l 


'»,* 


a»,*-}-l  •••••••  an,n 

Hiervan  kan  men  door(t — 1)  +  (* — 1)  verwisselingen  van 
parallelle  rijen  eene  determinante  maken ,  die  een  graad  lager 
is,  bygevolg  is: 

9* 
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'1.1 


'M— 1       aljt+ 1 


•    •     •     •  w 


1.» 


v=(-l)«+* 


**— 1,1  •  •  •  •  **— 1,*— 1    a*— ljk+l  '  '  ai—  1,» 
't+1,1  •  •  •  •  ai+l,k-l    ai+ljb+l  •  •  *«4.1,« 


V 


**,*—  1  a»,*+l  *  •  '  **»,* 


Wanneer  elke  term  aik ,  waarvan  &  >•  1 ,  gelijk  aan  O  wordt, 

dan  verdwijnen  alle  elementen  aan  de  eene  zijde  der  diago- 
naalrij ,  terwijl  ook  nog  elementen  uit  de  diagonaal  gelijk  aan 
nul  worden ;  daaruit  volgt  onmiddellijk  D  ==  0. 

Wil  men  den  coëfficiënt  van  een  product  bepalen ,  bijv.  van 
ai  ^  en  af  g ,  dan  schrijft  men  in  plaats  van  deze  elementen  de 

eenheid  en  voor  de  overige  elementen  van  de  rij ,  waarin  zrj 
voorkomen  ,  nullen ;  hierdoor  vindt  men  eene  determinante  van 
den  graad  n — 2.  Dit  op  een  bepaald  aantal  termen  toepassende , 
vindt  men  voor  den  coëfficiënt  van  btd%  in  het  systeem 


a  b  c  d 
a^b^c^d^ 


9%»%  = 


a  b  c  d 
0  0  0  1 

|o  1  00 


=(-l)! 


0  10  0 
a  b  c  d 
0j  b1cidl 
0  0  0  1 


=  (-1)' 


10  0  0 
b   a  c  d 

0  0  0  1 


=(-i)< 


a  c  d 
aicldl 
0  01 


=  (-1)' 


d  a  c 
dlalcl 
1  00 


=  (-D 


8 


10  0 

d  a  e 


=  (-l)( 


a  c 
axet 


~  CIC*  — ■  0.C» 


Indien  men  op  soortgelijke  wijze  handelt ,  kan  men  de  deter- 
minante uitdrukken  in  de  som  van  de  coëfficiënten  van  de  ele- 
menten ,  die  in  eene  zelfde  rij  voorkomen»    Zoo  is : 
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abc 

axbxct 

a%b%ct 


a 


btct 


a 


+flj 


b  c 


b  c 


H-*t 


+a% 


b  c 
btct 

b  c 
btct 


Is  de  determinante  van  oneven  graad  ,  dan  zal  men  zien , 
dat  men  den  coëfficiënt  at  k  nit  a±  j  ^an  afleiden ,  zonder  dat 

er  verwisseling  van  teeken  plaats  heeft,  enz. 

9'  Stelling.  Zij  a^  de  coëfficiënt  van  het  element  a>k 
in  de  determinante  D ,  en  dus  ai  ^  aik  de  som  van  alle  termen 
van  JD,  waarin  het  element  a^  %  voorkomt ,  dan  zijn  de  sommen 

aiyl  «k,\  +  %2  ak,%  +  "«,8  a*,3  + 


•  •  • 


al,i  aijc  +  %'  Hjc  +  %i  aS,k  +  •  • 

gelijk  aan  B  of  aan  0,  naargelang  i  en  k  aan  elkander  gelijk 
gijn  of  niet. 

Bewijs.    Ieder  term  der  determinante  bevat  één  der  elementen 

ai>\>  \%'  *W 

welke  de  t&  horizontale  rij  uitmaken.  Volgens  de  veronder* 
stelling  heeft  men  dus  aanstonds  de  identieke  vergelijkingen, 
waarvan  de  juistheid  moest  bewezen  worden.  Wordt  i=zk  dan 
zijn  er  twee  parallelle  rijen  in  dezelfde  volgorde  met  elkander 
gelijk ,  de  determinante  is  in  dat  geval  =  0  (N°.  6). 

Tot  opheldering  zie  men  nog  het  voorgaande  voorbeeld. 

10.  Indien  men  de  determinante  met  een  factor  wil  verme- 
nigvuldigen, moet  men  daarmede  de  elementen  van  eene  hori- 
zontale of  verticale  r\j  vermenigvuldigen,  want 


P 


Om  eene  determinante  door  een  getal  te  deelen ,  moet  men  eene 
horizontale  of  eene  verticale  rij ,  door  dat  getal  deelen : 


al  al  *l 

pat  flj  a% 

pat  pa%  pa% 

bt    bt  bt 

= 

pbt   b%    bs 

= 

bt     b%     b% 

ci    °\    ct 

pct    c%    c% 

ci     ci     ci 
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a 

b    e 

1 

b    e 

a 

bx  ct 

=  a 

1 

bx  cx 

a 

b%  c% 

1 

bt  ex 

a 

b 

c    d 

1 

1 

c    d 

a 
a 
a 

b 
b 

b 

cx  dx 
e%  d% 
ct  d% 

zzzab 

1 

l 
1 

1 
1 
1 

el  dx 

c%  d% 

=  0. 


Om  eene  determi riante   het   tegengestelde  teeken  te  geven , 
moet  men  aan  eene  rij  elementen  het  tegengestelde  teeken  geven : 


i  hi  ci 


\a%  b%  c% 


— a    — 5    —  e 
a.       bm       c 


t  hi  ci 


Zijn  alle  elementen  eener  rij  sommen  van  m  termen  ,  dan 
kan  men  de  determinante  veranderen  in  de  som  van  m  deter- 
minanten. 

Want  indien  men  heeft : 

ait\  =Pt  +  2i  +  ri  + 

ai,2z=zP%  +  2t+rt+ 

heeft  men  ook : 

D  =  \l  ai,l  +  *t,2  *f,2  +  ai,S  ö»,3  +  enz- 

=^ia*,l     +Pi\2    + 

+  01  %\     +  2a  ai,2 

+  ri*i,l     +riat,2 

De  afzonderlijke  determinanten,  waarin  men  D  splitsen  kan, 
ontstaan  uit  D ,  indien  men  «t- 1 ,  «t-  g achtereenvolgens 

vervangt  door  hunne  termen.     Zoo  is  bijv,. : 


at  a\ 


a  +  a'  +  a* 

b  +  h'  +  F    l{  l^ 

c  +  c'  +  c" 


ci  c% 


d    ax  #2 

a'  ax  at 

a"  ax  a% 

~— 

b     bx  5% 

+ 

V  bx  5% 

+ 

bwBx5l 

c     ct   c% 

o'   Cx    Cj 

c*  ex  c% 

De  waarde  eener  determinante  blijft  onveranderd ,  indien  men 
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bij  de  elementen  eener  rij  de  elementen    van  eene  andere  rij , 
ieder  met  hetzelfde  getal  vermenigvuldigd ,  opteld. 


b  +  bxp  bx  bt 
c  +  etp  cxct 


a  ax  a% 
b  bx  b% 


c  c, 


axp  axa% 
bxp  bx  bt 


ct  p   et  c% 


a  ax  <*} 
b  bx  bx 

C     C«      Cm 


+P 


ax  ax  a% 


1  x  — a  y  —  b 
l  xx  — a  yx  — b 
l  xt — a  y,—  b 


i 

1  x 

1  x] 

1    Xi 


a  ax  0, 
b  bx  b% 

C    C*     0. 


+  0. 


1  x    y 


1  xx  yt 
1  x%  yx 


\-\-a  y  — b-\-b 
t-j-a  yt— B-\-b 

Bij  de  tweede  verticale  rij  heeft  men  de  eerste  geteld ,  ver- 
menigvuldigd met  a  y  bij  de  derde  de  eerste  vermenigvuldigd 
met  5. 


Op  grond  van  7  kan  men  schrijven:! 


E 


— ay  — h 


HO 

i 

=11* 
II* 


0 

y  ~ 


l  a  — a  b  — b 

1  *  — By  —  b 


l* 


yr- h 


\a  B 
lx  y 


Vermenigvuldigt  men  in  de  determinante 


R  — 


'0      °\    • 
>0,1  '\\ 


n 

B 


*,1 


bOtn      1,» »,» 

de  w+lde  verticale  rij  met  bn__\  ,  de  «de  r\j  met  Bn ,  en  trekt 

men  deze  van  elkander  af;  handelt  men  zoo  met  de   «de  en 
(* — l)de  verticale  rij  enz.,  dan  vindt  men: 

h0    Vl    —h5o  •••*«-!*«  — V»-l 


72  B0bl5t ...  ^i  = 


*0,»  Vl,»^l^,»  •  •  •  *«-l3»,*— 3A-1,* 
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en  daaruit 


RBtB%  •..hn-i  — 


Vl,l  —  *1*0,1 


**-  l3n,l  —  V*— 1,1 


Vi,«  — Vo,« 


5*-i*»,«  —  V*— 1,« 


—Wa+Vy+cftt'c' 
\a'x+b'y+c"z  h'c 


2 

x 


ax  bc  I       , 
a'a  b"cl 


by  bc 
b'y  b'c' 
b'y  b'c 


ijn 


1 

cz  Bc 

c'z  Vd 

c'z  J  VI 

\a  bc 
=  \a'Vc' 


y 


!#  A  C 


t-~£'J'c 


«V 


c  b  c 
c'B'c' 
cTBV 


abc 
a'B'c1 
a"b"c" 


wanneer  namelyk  xty  en  z  geen  van  drieën  nul  zyn. 


1  i 

1  —4 

i  —1 

4  1 


1  i 

1  4 

i  — i 

4  — 1 


I 

i 


2      2      4 

O  —2  —4 

4 

4 


O      O 
2      O 


O 
O 


—4  —2 


4 
O 
O 
O 


2  2 
-2—4 
O  4 
O     O 


2 
O 
O 
-2 


=  46. 


De  determinante 


a  b  c  d 
B  a  d  c 
c  d  a  B 
d  c  B  a  \    aan  4. 


is  deelbaar  door  a+B+c-{-d9  a—B  —  e-f-rf, 
a — B-\-c — d%  «+£  —  c — d,  dus  door  het  pro- 
duct dezer  factoren.   Het  quotiënt  is  alsdan  gelijk 


1  2  m 

4         (a  +  m)      (a  +  w  +  4)..  .(a+2t»  —  4) 

4  2  » 

R  —    1     (*  +  »  +  !)  {a  +  n  +  2)....(a  +  2m)        —  1. 

4  2  m 

4  (flH-2m)   (a  +  2w  +  l)...(a+3«  — 1) 

Want  telt  men  elke  voorgaande  horizontale  rij ,  negatief  ge- 
nomen ,  op  bij  de  onmiddellijk  volgende ,  dan  vindt  men ,  op 
grond  van  de  relatie , 


K= 
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(«  +  »)  —  (a  +  w  —  1)  =  (a  +  *»  — •  4) : 

4  2  m 

i     (fl  +  w)    (fl+w  +  1) (a  +  2m —  1) 

4  m 

O         i  (a  +  i»H-l)  (a-f-2«&  — 4) 


Zet  men  deze  aftrekkingen  voort,  dan  worden  de  elementen 
der  diagonaalrij  =  4  ,  terwijl  alle  elementen  aan  de  eene  zijde 
dier  rij  gelijk  aan  0  worden,  derhalve  is  R,  onafhankelijk  van 
a  en  m  ,    gelijk  aan  4 . 

Vermenigvuldigt  men  in  de  determinante : 


R= 


aö       bt     .     .     .     , 

ai  — ^o       &t     •     • 
a%       0     — bt       bt 


«*-,   0         0         0 — b^% 

an      0         0         0 0  — hWm% 


de  horizontale  rijen  respectievelijk  met  b0$  bt,  bt b%  en 

telt  men  bij  elke  rij  de  volgende  rijen,  dan  vindt  men: 

Dus  ook  : 

B  =  (-IjTfo^+Mt +  °A)tth*»-f 

11.     Stelling.     Wanneer  de  elementen  aik  en  a^^    aan 

elkander  gelijk  zijn  en  ieder  element  ai . ,  dat  in  de  diagonaalrij 

staat,  gelijk  is  aan  de  som  van  de  overige  elementen,  die  in 
dezelfde  horizontale  rjj  voorkomen,  met  het  tegengestelde  teeken , 
dan  wordt  de  determinante  -2  ±  fli  i  a2  %  •  •  •  gelijk  aan  nul  en 

alle  elementen  hebben  in  de  determinante  gelijke  coëfficiënten. 

Bewijs.  Alle  elementen  van  de  determinante  verdwijnen, 
indien  men  bij  eene  zelfde  verticale  rij  alle  overige  verticale 
rijen  optelt.    l)e  determinante  wordt  derhalve  gelijk  aan  0. 
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Wanneer  men  in  den  coëfficiënt  ran  o0(j 


'0,0 


1.1 


al* 


'n,n 


de  overige  horizontale   rijen  optelt  bij  de  tfe,  dan  komen,  in 
die  rij  de  elementen 


— at 


0,1 


'0,2  '  •  •  •^*0,*# 


Telt  men  daarna  bij  de  He  verticale  rij  de  overige  verticale 
rijen ,  dan  heeft  men  in  de  £<*e  verticale  rij  de  elementen : 


— ai,o  •  •  •  •  — *t-_i,o »  *0,0  """ï+1,0  •  •  •  •  — w*,0' 
Schrijft  men  nu  de  veranderde  rijen  vooraan,  dan  vindt  men: 


«o.o  =  (-«/+* 


%0 


*0,#— 1     aOtk+l 


%n 


*•— 1,0 

*,'+l,0 


'*,o 


Bijvoorbeeld.     In  de  determinante 


—  <*i,k. 


a0,0  d0,l  fl0,2  *0,3 
*0,lai,lfll,2al,B 
a0,2  a  1,2  a2,2  *2,8 
«0,3  *1,8  *2,3  ö3,3 


is  «o,0  = 


al,l  *1,2  «1,8 
al,2  *2,2  *2,8 
*1,8  *2,3  *3,3 


1 


I  "l,l     «1,2     «1,3 
«1,2     a2,2     *2,3 
■"«0,1  "«0,2  -*0,3 


=  (-»)' 


a0,l  *0,2  a0,3 
*1,1  *1,2  al,8 
al,2  a2,2  a2,3 


indien  wy  voor  t  de  derde  horizon- 
tale rij  nemen.  Nemen  wij  nu  voor 
h  de  tweede  verticale,  dan  is 
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(-1) 


a0,l  a0t2  *0,3 
fll,l  *1,2  ?1,3 
al,2  «2,2  a2,3 


=(r*)! 


«0,1  — *0,0  *0,3 
«1,1  ~~ *0,1  «1,3 


al,2  —«0,2  «2,3 


=  M)»+» 


«0,0  «0,1  «0,3 
«0,1  «1,1  «1,8 
«0,2  «1,2  «2,3 


=  M)f-w 


12.     Stelling.     De  determinante  van  den  «den  graad ,  dfe 
*»£»  twrml  sctf  2/i— -1  elementen 


D  = 


o     «ï     ««-i 
af     a,     a% 


fe((/)É  onveranderd,  wanneer  men  in  de  plaats  harer  termen  de 
eerste  termen  schrijft  van  de  reeksen  hunner  verschillen. 

Bewijs.  Trekt  men  in  B  van  elke  verticale  rij  de  onmid- 
dellijk voorgaande  en  neemt  men  de  gewone  notatie  voor  de 
verschillen  van  rekenkundige  reeksen  aan,  te  weten 


a 


a, 


o  "l  «*i  «*j  -% 


«, 


a. 


l,Q 


1,1 


^1,2 


'1,3 


r2,0 


^2,1  ^2,2 

enz. 


dan  heeft  men 


2)  = 


'0 


1,0 


1,1 


1,2 


l,»-2 
ri,«— 1 


«»— 1      ^1,»— 1      Jl,n 


l>-3 


Herhaalt  men  deze  bewerking  met  de    verticale    rijen    der 
laatste  determinante 
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'0 


^1,0         ^2,0 


4— 


•  -1,0 


2)  = 


1,1 


f2,l   ' 


•  •  •  •  •  zj« 


n— 1,1 


tf 


»— 1     ^1,»—  1  ^2,»—  1  •  •  •  •  4t— 1,»— 1 


Trekt  men  nu  eindelijk  de  horizontale  rijen  van  eikander ,  op 
soortgelijke  wijze  als  wij  met  de  verticale  gedaan  hebben ,  dan 
vindt  men: 


D= 


Ji 


4% 


•  • 


^*-i 


Aanmerking,     Wanneer  ai  ^  =  0^.,  dan  noemt  men  het 

systeem  a^  A aff  0  symmetrisch.  Het  systeem ,  dat  wij 

in  dit  nummer  beschouwd  hebben ,  wordt  per  symmetrisch  of 
ook  orthosymmetrisch  genoemd. 
13.     Verdeeling  eener  determinante  in  gedcel. 
telijke  determinanten. 

Wanneer  men  uit  een  stelsel  van  »*  elementen  m  horizontale 
rijen  uitkiest ,  en  uit  deze  m  horizontale  tevens  m  verticale  rijen 
neemt ,  dan  noemt  men  de  determinante  van  den  m^en  graad 


P  = 


af,r 

•u 

au 

* 

• 

ag,r 

gj 

*$* 

* 

%r 

aA,s 

"'M. 

* 

* 

* 

* 

eene  gedeeltelijke,  partièele  of  minor  determinante. 

De  partiëele  determinante  P,  vermenigvuldigd  met  een  be- 
paalden coëfficiënt  Q,  levert  de  geheele  determinante 


R=zZ±alfl  alfi 


•  •  •  • 


.  a 


n.n 


die  daaruit  ontstaat,  dat  men  zoowel  de  m  nummers  ƒ ,  g y  h  , 
als  ook  de  overige  n — m  nummers  van  de  reeks  1,2,  3 . . .  n 
met  elkander  op  alle  mogelijke  wijzen  verwisselt  of  ook  daar- 


.» 
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door ,  dat  men  zulks  met  de  nummers  r ,  * ,  t . . . .  doet.  Daar- 
uit volgt,  dat  Q  een  e  partiëele  determinante  is  van  den  graad 
n — m9  welke  men  op  de  volgende  wijze  bepalen  kan.    Zijn 

ff  9,  h> 9,  X,  V 

r>  s,  t, q,  <r,  t 

permntatiën  van  1 ,  3. . . . .  n ,  dan  is 

2  ±  (*/l  anm  au . .  • . .  a       a     •  a  t    =  ±  R , 

waarin  het  teeken  -|-  of  —  gebruikt  wordt,  naar  gelang  de 
permutatiën  van  eene  zelfde  klasse  zijn  of  niet.  Nu  beeft  Pin 
±  R  denzelfden  coëfficiënt  als  het  product  a*  a     aht , 

bijgevolg  is 

-*-  ^  <PQ    Xa    VT 

Omdat   voor  au.  =  a  #  =  aM  =  1  —  mits  de  elementen  ,  die 
met  a*  ,  a  .    ,  aht in  eene  zelfde  horizontale  of  verticale 

rij  staan ,  gelijk  aan  nul  worden  —  R  in  Q  overgaat,  worden  de 
partiëele  determinanten  P  en  Q  door  Caüchy  complementair 
genoemd. 

14.  Stelling.  Vormt  men  alle  coëfficiënten ,  die  a**,  a^  a 

aff  aaa  ahh  »•••••  **  ^e  determinante  R  hebben  en  duidt  men 
de  waarden ,  die  R  in  deze  partiëele  determinanten  aannemen , 
wanneer  alle  elementen  der  diagonaal  door  nullen  vervangen  wor- 
den ,  aan  door  D,  Ih,  D*  .  -^fok*  ^an  ^e*ft  men: 

R  =  D  +  2ajyDf+2ajyaggDfg+...  +  alx  a2>2 . . .  a^ 

NB.  Hierin  moet  men  voor  f  alle  nummers  1,2 .... », 
voor  gh  alle  permutatiën  dier  nummers  ticee  aan  twee , . . . 
substitueer  en. 

Bewijs.    De  termen  van    *i,  die  geon  enkel  der   elementen 

al  1  •  a2  2>  aS3 bevatten ,  komen  overeen  met  D.  Uit  de 

vereeniging  van  die  termen  van  R ,  welke  het  product  bevatten 
van    m    bepaalde    elementen    der  diagonaal  a^  a     ahh 


.    .    ■    •  9 
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vindt  men  die  termen  van  R>  welke  behalve  die  elementen 
geen  ander  element  der  diagonaal  bevatten,  door  de  overige 
elementen  der  diagonaal  door  nullen  te  vervangen.  Voor  de 
vereeniging  dezer  termen  vindt  men: 


aff  %  ahh 


D 


'M 


Door  alzoo  de  som  te  nemen  van  alle  op  zoodanige  wijze  ge- 
vormde termen  vindt  men  alle  termen  van  B, 

15.     Stelling,     De  ontwikkeling  van  de  determinante 


/(*)  = 


«11*+* 
«21 


12 


a 


1« 


«22,+  * 


>2n 


a 


«1 


'»2 


*•«  +  * 


nn 


volgens  de  opklimmende  machten  van  z  levert: 

72» -f  z  SB^  -\-z*2R^t  + s—  *  2Bx+zn, 


waarin 


*.= 


a 


ii     aik  •  •  •  ' 


xki    akk 


eene  partiëele  determinante  is  van  den  raden  graad ,  welker  dia- 
gonaal uit  elementen  bestaat  van  de  diagonaal  B%  en  waarin  2  Bm 
de  som  voorstelt  van  de  determinanten,  die  uit  Bm  voortvloeien, 
wanneer  men  voor  i  en  k  alle  combinatien  m  aan  m  neemt  uit  de 

elementen  1 ,  2 n. 

Bewijs,  Dat  de  eerste  term  B%  met  /  (0)  overeenkomt  en 
dat  de  laatste  term  z*  juist  is,  ziet  men  onmiddellijk.  De  termen , 
die  zM  bevatten ,  ontstaan  uit  de  termen  van  de  determinante  f[z)9 
waarin  m  willekeurige  elementen  der  diagonaal  voorkomen.  Stelt 
nu  i,  k, . .. .  eene  in  opklimming  gerangschikte  combinatie  van 

m  nummers  uit  de  rij  1 ,  2  , n  en  r,  s , de  rij  der 

overige  nummers  voor ,  dan  is   volgens  N°.  6 : 
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«#■+•*     *ik  •  •  •  •  air 


/«  = 


a 


r« 


***  +  *••%• 


i* 


'** 


« 


« 


flL.  i    •    •    •    •    ^^g!     I  '  *  r*    •    •    •     *    • 


rr 


'tk  '  •  • 


•  0 


tr 


rs 

att  +  *  '  • 


Uit  deze  gedaante  van  ƒ (z)  ziet  men ,  dat  de  ontwikkeling 
van  het  product 


aii  +  z    aih 


§&i 


'ik 


+  z  .  . 


*«.  +  * 


^ 


r* 


# 


tr 


au  +  z*  •  • 


I 


een  gedeelte  vormt  van  de  gezochte  ontwikkeling  van  de  deter- 
minante/t*).  De  ontwikkeling  van  den  eersten  factor  volgens 
machten  van  z  eindigt  met  z% ,  die  van  den  tweeden  factor  be- 
gint met: 


rr 

atr 

daarom  is : 


a         a 
rr         rs 


et         a 
tr         tt 


de  algemeene  vorm  voor  een  term  van  ƒ(*)»  waarin  ^"voor- 
komt. Indien  men  voor  i,  kt  alle  mogelijke  combiuatièn  van 
elke  m  nummers  uit  de  rij  1 ,  2 ...» ,  bij  gevolg  voor  r ,  st . . . 
alle  mogelijke  combinatiën  van  n  —  m  nummers  uit  dezelfde  rij 
schrijft  f  vindt  men  alle  termen  van  f(z) ,  waarin  de  factor  zm 
voorkomt 

16.     Wanneer  R  =  2±an»   a\2  •  •  •  •  ann*   en   men   een 
aantal  m  der  veranderlijke  nummers  in  ééne  groep  en  de  over- 
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blijvende  »  — »  nummers  in  eene  tweede  groep  vereenigt; 
daarna  de  nummers  der  beide  groepen  op  alle  mogelijke  wijze 
permuteert;  vervolgens  alle  mogelijke  groepen  van  m  en  n  —  m 
nummers  vormt  en  hiermede  eveneens  handelt,  dan  krijgt  men 
natuurlijk  alle  permutatfên  van  de  m  veranderlijke  nummers. 
Stelt  men  dus ,  dat  men  eerst  kiest  de  m  nummers 

ƒ>  9»  h 

en  daarvan  de  gedeeltelijke  determinante  vormt 

P  =  S±afli  ag%  a/tS 

en  dat  er  n  —  m  nummers  r ,  *,  t, overblijven ,  zoodat 

Q  =  S±  0>r>m+i  *s,m+2  at,m+S 

dan  is  ook 

waarin  •  de  waarde  +1  of  —1  heeft,  naar  gelang  de  rijen 

f,  ff>  k> 

r ,  « ,  t> 

1,  2,  3 » 

.  tot  dezelfde  klasse  van  permutatiën  behooren  of  niet. 
Hieruit  ziet  men  dat: 


a 
a 


b 
b 


ï 

*• 


c 


a 
a 


b 
b 


+ 


a    o 


at   bt 
a%  b3 


Cl  dx 

d  I 
e%  d% 


+ 


d 

dx 

d% 

a    b 


+ 


as  b3] 

at  bt 
a%  bs 


ct  di\jL.\ai  *i 


-H 


Cfdt\  '  \at  bt 


6    d 
etdt 


17.  Men  kan  eene  determinante  ookverdeelen  in  eene  som 
van  producten  uit  meer  dan  twee  partiëele  determinanten. 

Daartoe  kieze  men  uit  de  nummers  1  ,  2 ...»  in  de  eerste 
plaats  een  aantal  «.    bijv./,  y.'*....;  uit  de  overigen  een 
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aantal  fi,  bijv.  p,  q ,  r .  • . . ;  dan  uit  de  overigen  een  aantal  y, 
bijv.  $,  «,  9, enz.»  zoodanig  dat  men  heeft 

«  +  P  +  Y  + =  *> 

vervolgens  vorme  men  de  partiëele  determinanten  van  den  ode  n 
0den  ,  yden  ,  enz.  graad : 


dan  zal 


/?,«+!     £,«+*    r,«+3 

C=*±%+<*-H  "«,«+<*+*  V+0+3 

enz., 

R^SsABC..*... 


de  som  zijn  van 


1.  2.  3 ft 


1.  2...0C  .  I.  2...j?  •  i.  2. ../••• 

termen  ,  welke  ontstaan,  indien  men  A>  £,  C. . .  op  alle  mo- 
gelijke wijzen  vormt ;  terwijl  s-  de  positieve  of  negatieve  eenheid 
beteeken  t,  naar  gelang  de  reeks 

ft  ff*  £,•...,   p9q,r,....t    t9utv7 

eene  permutatie  van  de  eerste  of  tweede  orde  is  van 

1.  2*  3.  4  .  •  •  •  •  **• 
18.     Wanneer  uit  twee  verschillende  stelsels  van  elementen 


'1,1  •  •  •  aU 


ant\  -  •  •  an#\ 


en 


hji  •  •  •  Kp 
•  •••••• 

°n,l   '  *  •    %,p 


een  derde  stelsel  gevormd  wordt 


'1.1 


°1,| 


zoodanig ,  dat  een  element  c,  ^  daardoor  ontstaat ,  dat  men  de 
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elementen  der  s<fe  hoi  izontaie  rij  in  het  eerste  stelsel ,  achter- 
eenvolgens vermenigvuldigt  met  de  £de  horizontale  rij  in  het 
tweede  stelsel  en  deze  producten  bij  elkaar  optelt,  d.i.  indien 
men  heeft 

\k  —  ai,\  bkt\  +  %2  bk,2  + +  aitP  bk,p » 

dan  kan  de  determinante  R^z2^Ci  ^  c%  $ enn  van  het 

afgeleide  stelsel  berekend  worden  uit  determinanten  van  systemen 
der  gegevene  elementen. 

Om  zulks  te  doen  vorme  men  uit  eene  willekeurige  combi* 
natie  van  n  verticale  rijen  van  het  eerste  stelsel  de  determinante 
P  en  uit  P  door  verwisseling  van  a  met  B  de  determinante  Q , 
wier  elementen  tot  het  tweede  stelsel  behooren,  dan  is  R=2PQ 
de  som  van  alle  mogelijke  producten  PQ,  Is  p  ■=■  n ,  dan  ver- 
andert R  in  het  enkele  product  PQ%  is  jf-^n,  dan  verdwijnt 
R  identiek. 

Want  indien  elk  der  n  nummers  r ,  * ,  £,....,  respectieve- 
lijk de  waarden  1,  2, p  verkrijgt,  dan  is  volgens  de  ver» 

onderstelling  de  eerste  term  der  determinante  R 


cn  cn....onn=z{2r  alr  blr)  {2S  a2s  bu){3t  au  bSi) 

=  Sr>8,t...  alr  a2,  Ht h\r  h2s  ht 

Daaruit  vindt  men  de  overige  termen  van  R9  wanneer  de 
tweede  nummers  van  de  elementen  c  gepermuteerd  worden  en 
de  eerste  nummers  onveranderd  blijven.  Hierbij  worden  naast 
of  onder  het  teeken  van  sommeering  slechts  de  eerste  nummers 
van  de  elementen  e  gepermuteerd  en  de  anderen  worden  niet 
verwisseld.     Daarom  is: 

22  =   2   (alra28aSe *±*lr  **  *w ) 

fpOfVn» 

=    2   ölr  a2s  a^ Q. 

Tt8yt,%  m 

De  determinante  Q  verdwijnt ,  wanneer  onder  de  nummers 
r,  *,  tf,....  twee  gelijke  voorkomen,  derhalve  vindt  men 
alle  termen  van  de  te  vinden  som,  wanneer  men  voor  r,  *,  /,  ... 
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alle  complexies  schrijft  van  «  verschillende  nummers   uit   de 

reeks  1 ,  2 p. 

Is  nu  p  <  n ,  dan  is  R  =  0  ;  want  r ,  s ,  £ , die  men 

moet  nemen  uit  de  rij  1  ,  2 ,  3 ,  ...  .p  en  wier  aantal  =  »  is  9 
kunnen  niet  allen  verschillend  zijn ;  derhalve  is  bij  iedere  keus 

<3=o. 

Is  /?  =  »,  dan  kunnen  voor  r,  «,  £,.....  slechts  de  ver- 
schillende permutatiën    van    1.2.3.4.5 p  gesteld  worden  , 

omdat  bij  iedere  andere  bepaling  Q  gelijk  aan  0  zou  worden. 
Door  permutatie  van  r  ,  *,  t, . . . ..  wordt  Q  soms  in  -f-  Ot 
soms  in  —  Q  veranderd,  bijgevolg  omvat  de  som  R  alle  termen 
der  determinante  2  :fc  «i  i  o>^%  a%  3  •  •  • 
factor  Q  zijn  aangedaan ,  en  is 


a„  m  ,    die  met  den 


R= 


fll 


a 


\n 


a 


»1 


I 


11 


\n 


'*1 


nn 


Is  p^>  n ,  dan    kunnen    voor    de  complexie   der  nummers 
r ,  8 ,  £,.....  alle  combinatiën  »  aan  n  uit  de  rij  1  ,  2 . . .  p 

genomen  worden,  daardoor  vindt  men  V%  termen    van    de  te 
vormen  som ,  waaruit  men  de  anderen  kan  afleiden ,  indien  men 

voor  iedere  combinatie   r,  «,  £,.....  hare  permutatiën  stelt. 

j» 
Nu  vormt  elk  der  C  termen  met  de  daaruit  afgeleide  termen 

het  product  van  twee  determinanten  P  en  Qt  derhalve  is: 


a\r  a\s 


R=2 


.'! 


a 


U 

2r  a2s  Ht 

Hr  Hs  Ht 


hr  h*  ht 

hr  hs  ht 

hr  hs  ht 


waarin  voor  r ,  s ,  £.....  alle  combinatiën  »  aan  n  uit  de  ele- 
menten 1.2.3 p  te  schrijven  zijn. 

Wanneer  gegeven  is 

dik  =  ai  fk  +  bi  9k  +  ci  hk  > 
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dan  is 


il 

d\\ 


dt% 


<*is 
d*z 


di\ 


=  0 


^ii    <*n    rfii 
dlt    d%%    dst 

^ii    <*n    dzz 


a\  hl  c\ 

/i  £i  Ai 

— 

a%  b%   c, 

i 

/i  li  *i 

as  bt  c% 

/j  01  *3 

ii  rfn|=K  ht\  \fi9\ 


+ 


ale1 


/t*i 


+ 


ï  ei\  bi  At 
i  c%\  Wi  *i 


19.     Indien  »  vergelijkingen  van   den  eersten  graad  met  » 
onbekenden  gegeven  zijn ,  namelijk 


ön  x\  +  fli»*»  +au  xz  +  --«öu*»  =  ?i     J 
a*\  x\  -\~aztxi  +fli»*l  +  •••*!•  «ïi  =/i     /  (a)> 


«•I   *i  +  ö»i  ^i   +  *»j  *f  4"  •  •  •  <*■»  xn  ~P% 

dan  kan  men  deze  vergelijkingen  door  de  leer  der  determinanten 
op  eene  zeer  eenvoudige  wijze  oplossen. 

Nemen  wij,   om  zulks  te  doen,  de  determinante 


D  = 


att     at% 


ai* 


j» 


«, 


»i 


a< 


M 


•   •    • 


.  •  a 


en  noemen  wij  aik  den  coëfficiënt  van  ailc  in  de  ontwikkeling 

van  B ,  dan  bevat  deze  coëfficiënt  geen  enkel  element  uit  de 
horizontale  rij ,  noch  uit  de  verticale  k  en  is,  het  teeken  daar- 
gelaten ,  de  determinante ,  die  men  verkrijgt  door  de  «de  rij  en 
de  £de  kolom  uit  2)  weg  te  laten.     Men  heeft  dos : 

2)  =  «U  "l*  +  «2*  •*  +  •••««*  ank  (Zie  N°-  9)  •  •  •  {/) 
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Indien  wij  verder  de  elementen  van  de  k&e  verticale  rij  ver- 
vangen door  de  overeenkomstige  elementen  van  de  ide,  dan 
wordt  de  determinante  identiek  gelijk  aan  0.  Men  zal  dus  hebben 


al,k  fll,*  +  a2,*  %•  +  •••  +  «»,*  \i  =  °> 


w 


waarin  i  en  k  niet  aan  elkander  gelijk  zijn. 

Vermenigvuldigen  wij  nu  de  opgegeven  vergelijkingen  achter- 
eenvolgens met 


*!,*>  a2,*>  a3,*> 


an,k> 


dan  zal  de  coëfficiënt  van  x.  juist  het  eerste  lid  zijn  van  de 

vergelijking  (y)  en  zal  dus  identiek  gelijk  zijn  aan  nul.     In  het 
eerste  lid  zal  dus  geen  andere  term  overblijven  dan  de  tering, 

die  volgens  (0)  voorgesteld  wordt  door  D»k ,  zoodat  men  als- 
dan zal  hebben : 

Het  tweede  lid  van  deze  vergelijking  is  de  determinaate  D  f 
waarin  men  de  elementen  van  de  Arfe  verticale  rij  vervangen 
heeft  door  px ,  ps  ,  pt Men  kan  daarvoor  dus  schrijven: 


**  = 


«21  *22 


»  *U_1  P\  «1,4+1 
ö2,*-l  H  H*\\ 


a2n 


an\   an% V*-l  '•  V+l 


nn 


Hieruit  ziet  men ,  dat  de  algemeene  noemer  van  de  waar- 
den der  onbekenden  de  determinante  is ,  die  gevormd  wordt 
uit  de  coëfficiënten  van  alle  onbekenden.  Vervangt  men  in 
deze  determinante  de  coëfficiënten  van  eene  onbekende  door  de 
standvastige  termen,  die  in  het  tweede  lid  der  vergelijking 
voorkomen ,  dan  vindt  men  den  teller  van  de  breuk ,  die  de 
waarde  dezer  onbekende  uitdrukt. 
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20.  Om  uit  n  -f- 1  vergelijkingen  met  n  onbekenden  van 
den  eersten  graad  de  onbekenden  op  te  lossen,  kiezen  wij  het 
volgende  voorbeeld: 

«i*-4-$,y-f-c,  =  0     1 

atx  +  bty  +  ct  =0      J    .     .     .     . 


(•) 


x' 


_'ƒ 


Stellen  wrj  hierin  •  =  —  en  y  =  4~>  dan  §>aan  de  verge- 
lij  kingen  (a)  over  in 

«I*'  +  »ty'  +  c1#/  =  0     J (ft 

atx,  +  bsy'  +  csz'  =  0      ' 

aan  welke  vergelijkingen  voldaan  zal  worden  door  een  onein- 
dig aantal  eindige  waarden  van  x' ,  y  en  z\  Nu  geeft  de 
algemeene  oplossing  van  het  vorige  nummer 

a\  bi  ci 
at  b%  ct 

«i  bz  c% 

en  daar  deze  laatste  waarde  gelijk  is  aan  nul ,  zal  men ,  om- 
dat z  niet  gelijk  aan  0  kan  zijn ,  in  het  algemeen  hebben  : 

at  fl,  et 


t 

*1  hl  ° 

z'=z 

a%  bs  0 

az  bt  0 

at  bt  e% 


=  0. 


«j  *s  *i 

Zoodat  de  eliminatie  van  n  onbekenden  uit  n  -\-  \  vergelij- 
kingen —  want  men  ziet  gemakkelijk  in  ,  dat  deze  reden  et  ring 
algemeen  is  —  indien  deze  vergelijkingen  van  den  eersten  graad 
zijn^  verkregen  wordt  door  de  determinante  van  (»  +  i)*  coëf- 
ficiënten gelijk  aan  nul  te  stellen. 

21*  Wanneer  de  drie  hoekpunten  van  een  driehoek  ten 
opzichte  van  een  paar  assen ,  die  een  hoek  fi  maken ,  tot  coör- 
dinaten hebben  (#,  ,  y,),  (z% ,  y%) ,  (ar, ,  y,)  en  men  de 
hoekpunten  doet  volgen  in  de  richting  van  de  as  der  x  tot  die 
der  y ,  dan  vindt  men  voor  den  inhoud  van  dien  driehoek : 
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i  xt  yt 
\  sin  ii  I  xt  yt 

*  *•  Vi 
hetgeen  men  onmiddellijk  kan  zien,  indien  men   de  determi- 
nante  uitwerkt, 

22*    Vraagstuk.     Onder  welke  voorwaarde  zal  de  rechte 

m*-\-ny  -f-.P  — 0 

raaklyn  zijn  aan  de  kromme  tan  den  tweeden  graai 

Ax*  +  Bxy  +  Gy*  -f  Bx  +  Ey  -f  JP  =  0. 

Da  vergelijking  van  de  raaklijn  in  het  punt  (#',  y')  aan  de 
kromme  is 

pi*'  +  By'  +  D>  +  [Bof  +  SCy'  +  #)y  j 

Opdat  deze  vergelijking   de    zelfde   rechte  voorstelle  als  de 
vergelijking 

m*  -\-ny+p=z  0 

moeten  de  coëfficiënten  der  beide  vergelijkingen  evenredig  zijn  , 
men  moet  dus  hebben: 

%Ax'  +  By"  +  D=zam9 
Bx'  +  2Cy'  +  E=zan9 
Dx  +  Ey'  +  2F=api 

dewijl  bovendien  het  raakpunt  in  de  lijn  tnx  -f-  ny  -f- ƒ*  =.  0  ge- 
legen moet  zijn ,  heeft  men  nog  te  voldoen  aan  de  vergelijking 

mx'  +  ny'  +j>  =  0. 

Er  moeten  dus  geëlimineerd  worden   x' ,  y'  en  o  tusschen 
de  vergelijkingen 

2Ax'  +  By'  —am+  1)  =  0 
Bx'  +  2Cy'  —  an  +  E  =  0 
Dj?'  -f  Ey'  —  a/?  +  2F==  0 
WW?'  -j-  »y  —  cr.0  +  p  =0. 


§  35  —  22. 
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De  uitkomst  van  deze  eliminatie  is  volgens  N°.  20 


IA  B         —m 

B  20        —n 

D  E        — p 

m  n             0 

waarvoor  men  ook  schrijven  kan : 

2A  B            D 

B  2C            E 

D  '     E          2F 

m  n             p 


D 
E 

P 


=  0, 


m 
n 

P 
0 


=  0, 


welke  determinante  symetriek  is. 

Wil  men  dat  de  as  der  *  tangens  worde,  dan  moeten  m  en  p 
te  gelijk  nul  worden;  in  dat  geval  vindt  men : 

Aanmerking.  Het  bestek  van  dit  werk  laat  niet  toe, 
over  dit  belangrijk  onderwerp  verder  uit  te  weiden.  Hen , 
die  zich  met  de  leer  der  determinanten  in  al  hare  toepas- 
singen willen  bekend  maken ,  verwijzen  wij  naar  de  schrif- 
ten van  Jacobi,  voorkomende  in  Caelle's  Journal,  van 
Bbioschi  (La  teorica  dei  determinanti)  naar  Baltzeb's 
Theorie  und  Anwendung  der  Determinanten ,  '  van  welk 
laatste  werk  ook  eene  Fransche  vertaling  bestaat ,  en  naar 
Sebbet's  Cours  d'alglhre  supérieure. 


B  IJ  L  A  G  E  N. 


I.   Over  de  machtsverheffing  van  polynomia. 

1.  Stelling.  Wanneer  men  eenig  peïyncmium  (ö-f-£+c 
4* ^4-* 4"  enz.)  tot  de  »de  macht  verheft ,  dan  zal  —  wanneer  n 
een  geheel  positief  getal  is  —  de  mqcht  bestqan  uit  eene  som  vin 

termen ,  die  ieder  bestaan   uit  n  factoren  a  ,  b  f  c ,  d ; 

terwijl  uit  den  algemeen  en  term 

4.  2.  3.  4  . . .  n a.fi  y  d 

1.2...a.|.2...0.1.2...y.l.2...i)...         *      ""' 

elke  term  worde  afgeleid ,  door  aan  a,  (l,  y ,  d  • . .  de  waarden 
O ,   1  ,  2,  3 n  te  geven,  zoodanig. ,    dat 

a-f-0  +  /  +  <*  +  *  + =  ». 

Bewijs.     Om  bet  product  a  b^c'd   te  vormen  ,  kieze 

men  uit  de  n  pojynpmia  <^-|-Ó  +  c4■^^~*^~•••»  o  poly- 
nomia om  het  product  a  samen  te  stellen;  uit  de  »— a  over- 
blijvende ,  neme  men  er  fi  om  uit  den  tweeden  term  de  macht 

b"  te  vormen,  voor  c*  neme  men  er  uit  de  »  — a  —  /?  over- 
blijvende polynomia  een  aantal ,  dat  uitgedrukt  wordt  door  y  enz., 

dan  zal  men  ,  wanneer  men  het  product  a  bpc'd   op  alle 

mogelijke  wijzen  heeft  samengesteld ,  de  begeerde  macht  vinden. 
(Men  vergelrjke  hiermede  §  13  mijner  Theorie  det  AUjemeene 
Rekenkunde.) 

n       »    »-a 

Nu  kan  men  aa  uit  n  polynomia  vormen  op  0,  bp  op  Cg% 

Th.  d.  Alg.  II.  10 


Byl.  1  —  2.  218 

c'  op    C  .  d    op      C»     wijzen,  enz.,  derhalve  is  de  coëfficiënt 


van 


«•iW. 


ca  x  V  X     r       1.2...a.4.2...0x4.2...yX... 

2.  Moet  men  bijv.  den  vorm  (a  -f-  b  -f-  0  -f-  d)  tot  de  vierde 
macht  verheffen ,  dan  vormt  men  de  volgende  combinatiën  voor 
de  exponenten 

1111 


3  4 

2  i  4 

1  3 

1  2  1 

2  2 

1  i  2 

De  coëfficiënt,-  van  de  termen ,  waarin  een  letter  tot  de  4de 
macht   voorkomt ,  is  : 

<■  a.  s.  4_j 

4.  2.  3.  4 

De  coëfficieut  van  de  termen 

a»£  en  ab* is  gelijk  aan  im.\ 3_4=4, 

van  a*^ 1'  !'  ?'  1  =  6. 

1.  2.  i.  2 

van  «*£c,  ^>c,  abc* *'  *    ^  *  =  42  , 

van  abcd 4.  2.  3.  4  =  24. 

Stelt  men  nu  de  som   van  al    deze  termen  achtereenvolgens 
voor  door 

2a*  9  2a*b,  2 aH* t  2aHc,  2 abcd , 

clan   is 

(a  -+-  b  -f-  c  -f-d)*  =  2  «*  -f-  4  2a*b  -f-  6  J?  «*£*  -f- 
-t-  12  -2a*te  -4-  24  2"  abcd-. 


2H>  l>gt.  1  —  2. 

Stelt  men  hieruit,  door  alis  letters  behoorlijk  te  vervangen, 
de  geheele  macht  samen  ,  dan  vindt  men  : 

-Sa*         42a*b         62a*b*         12  2  a* bc  ZiSabcd 


«*  4»^  6a*b*  Wi*&c  Uabcd. 

**  4ö*c  6c^2  Ma*dc 

c*  4a^  bdH*  12  a*b4 

d*  4è*a  üa*c*  \%b*ac 

4c*a  6a*il  \%b*ad 

4d*a  6c*J*  \%b*cd 

4$*c  12c*a£ 

4$»rf  12  cHd 

*c*b  1Zc*ad 

4c*d  12  d*ab 

4d*b  \2d*ac 

4d*c  \%dHc 

In   de  formule    van  N°.  1  eene  andere  notatie  invoerende, 
heeft  men  voor  den  coëfficiënt  van  aa  $  c*  d* 


"Pa  X  tjBf  X  »>y  X   .... 
Zoodat  men  in  het  algemeen  zal  vinden : 
(a  +  b  +  c  +  d-h f  =  ^«'  + "Ut, — *«"/-+- 

enz. 

Het  bovenstaande  toepassende  op  de  ontwikkeling  van  de  »*« 

macht  van  het  polynomium  a0  +  ator  +  aiiei  -f-a*.?*  -|- 

volgens  de  opklimmende  machten  van  *,   vindt  men  voor  den 
algemeenen  term  der  ontwikkeling: 


10 


* 


ByL  1  —  2.  aso 

j^z (•.)'  •  K*/  («,**)r. 

P     *P*    rP 

«■    fi     r 


•  •  • 


= ^ «."«ƒ«,' ^+^K» 

zoodat  de  coëfficiënt  van  eenigen  term  o?  uit  zooveel  termen 
zal  bestaan  als  er  verschillende  wijzen  zijn  om  door  geheele 
positieve  getallen ,  nul  daarbij  ingesloten ,  te  voldoen  aan  de 
vergelijking 

fi  +  2y  +  3<J  +  4«  -f- =  k ,  waarin 

o  nummers  0 ,  j?  nummers  1 ,  /  nummers  2,  enz.  £  opleveren. 
Nemen  wij  bij  voorbeeld  n  =  5  en  /<?  =  6 ,  dan  kan  men  den 
exponent  van  x  op  de  volgende  wijze  samenstellen: 

0    0    0    0    6 


0 

0 

0 

4 

5 

0 

0 

0 

2 

4 

0 

0 

0 

3 

3 

0 

0 

1 

1 

4 

0 

0 

4 

2 

3 

0 

0 

2 

2 

2 

0 

4 

4 

4 

3 

0 

4 

\ 

2 

2 

4 

4 

4 

4 

2 

Men   vindt  dus  tot  termen: 

«•*«•»  Vflt<V  V****.  W»  W**>  «•,-fi«if»» 

W»  *oöi8fl5a»  «oV**1»  *i**s» 
waarvoor  men  door  de  algemeene  formule   respectievelijk    tot 
getalienccëfficiënten  vindt: 

5,  20,  20,  40,  30,  60,  40,  20,  30,  », 
zoodat  thans  de  geheele  coëfficiënt  van  de  #e  bekend  is. 

Aanmerking,  Over  een  en  ander  kan  men  behalve  vele 
nieuwere  werken  naslaan :  Moivrb,  Phü.  Trant*  en  Eülrr 
lutrod.  I  cap.  16.  —  Vergelijk  Baxtzer,  J5J. 
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II.    Het  theorema  van  Girard. 

1.  Men  noemt  eene  functie  van  verschillende  grootheden 
symetriek,  wanneer  zij  niet  verandert ,  indien  men  de  groothe- 
den ,  waarvan  zij  eene  functie  is ,  op  alle  mogelijke  wijzen  met 
elkander  verwisselt. 

De  som  der  wortels,  de  som  der  wortels  twee  aan  twee, 
drie  aan  drie,  •  •  • . .  eener  vergelijking  zijn  dus  sy metrieke  func- 
tiën  van  die  wortels.  Evenzoo  is  het  ook  met  de  sommen  van 
gelijknamige  positieve  of  negatieve  machten  van  ai  de  wortels 
eener  vergelijking,  die  wij  nu  willen  uitdrukken  in  hare  coëf- 
ficiënten. 

Indien  a,  6,  c,  d wortels   zijn  van  de  vergelijking: 

dan  heeft  men  de  identieke  vergelijking: 

xm —  Jixm"i  -r-...H-^m==(a? — a)(x — b)  (#— o)(x — d).  ..(1) 

Dewijl  deze  vergelijking  voor  alle  waarden  van  x  moet  door- 
gaan,  stellen  w\j  x+k  voor*,  en  vinden  dan: 

(a>4-*)«— ^(a^*)^^^ 

{(*— «)+*}{(*— *)+*}    X    \(*-*c)+k}{tx—d)+k}x.... 

Wanneer  men  de  termen  dezer  vergelijking  ontwikkelt,  dan 
zal  men  hebben  voor  de  coëfficiënten  van  de  eerste  machten  van  k: 

mat—1  —  Ax  {m— l)a?"-  *  +  At(m— 2)*"-*  -f —  A^t  = 

(#— b\x — c)(x—d)  -{-••••• 


{«*-*)(»— *)(*— d)  + v  ,~ 

(x—afa— %— d)  -f- ■ K) 

Deelt  men  nu  de  vergelijking  (2)  door  de  vergelijking  (1), 
dan  vindt  men  aanstonds  (zie  §  30): 
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fx{x)  _  wa?»~A  —  Ak(m — l)g»~*  + —  Jm^t 

/J*)~  ^— it*^»+ +  Am  — 

~  +  -^  +  —  +  -U  + (3) 

a?— 0         *— o         ar— c         £ — d 

welke  vergelijking  door  zal  gaan  voor  alle  waarden  van  a?. 
Maar 

-L  =  i  +  ^  +  ^  +  °4+ , 

ar— tf         a?         ar1         a?'        a?% 
ar— o  a?  *J         a?J         ar* 


1    =  ±  +  £-+£l+i!  + 

a?         **         xl        »* 


ar— c 


zoodat,  indien  wij  verder  stellen; 

St-=za   -f-  5   -l-c    -f-  rf   -+- » 

^sa^+^+e'  +i»+ , 

St  =  a*  +  £*  +cJ  +^8  -f- , 

8m=z*m  +  bm  i-cm  +  dm+ , 

de  vergelijking  (3)  overgaat  in: 

wa,»"1  —  Jt  (m  —  1)%"**  -f- —  ^—i 

*"  —  -4,*—*  + +  Am  ~ 

=  *  +^i  +  ?t+....^  +  5sfci  + (4) 

a?         **         $*  a;**1         a.**1 

of,   indien  men  met  den    noemer  van  het  eerste  lid  verme- 
nigvuldigt : 

maf1  —  (m — 1)  /Ij*"*"*  +  (m — 2)  A%sfl  +  •  •  •  •—  4»-i  = 


i^af*  +  mAt   aT"* —  mAt  \d*~k  +  enz, 
J         —  A8t  +AtSt 


hu*"1  —  mAt  /*•" 

S 


% 


-AxSt 

+      5» 
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Waaruit,   omdat   de   vergelijking  identiek    is,  onmiddellijk 
volgt  : 

m  zzz  tn 

Sx  —  mAl  =  —  (m — 1)  Ax 

8%  —  AXSX  +  mA j  =  (w— 2)  At 

Sz—AtSt  +  AtSl—mA9  =  —  (m—S)Ai  , 

welke  vergelijkingen  wederom  herleid  worden  tot : 

s.-^,  =  o (•) 

«i-^A  +  2^»  =  o (0 

*»  —  ^A  +4,5,—  3ii,=0 (y)   > (5) 

*»  —  Mi  +  Mi  —  Mi  +  44»  =  0  .  .  (J) 

Men  ziet  gemakkelijk  in,  dat  wanneer  men  het  tweede  lid 

a 

der  vergelijking  (4)  met  «"vermenigvuldigt,  de  term  ■— pj-  tot 

uitkomst  geeft  S^"1  ,  terwjjl  het  product  van  il w  met — gelijk 

x 

is  aan  mAmx"1  ;  indien  wij   m  voorstellen  door  S0 ,  wordt  de 

geheele  coëfficiënt  van  o?""1 

*.  —  4i*L-i +4,4-1  — +  Am80 (6) 

Op  dergelijke  wrjze  yinden  wij  voor  den  coëfficiënt  van  x~% : 

4m — ^i  S*  +  A%  $»_!  + 4,^=0,    .   ..(7) 

omdat  de  coëfficiënt  van  o?"1  in  het  eerste  lid  gelijk  is  aan  nul. 
De  beide  formules  (6)  en  (7)  zijn  begrepen  in  eene  meer 
algemeene,  die  verkregen  wordt  door  de  primitieve  vergelij- 
king (1  )ƒ(#)=:  0  met  «"te  vermenigvuldigen,  *  achtereen- 
volgens door  a,  b,  c9  d9  te  vervangen  enz.  Deze  meer  alge- 
meene formule,  waarvan  de  verdere  uitwerking  aan  den  Lezer 
gelaten  wordt,  is: 

4** —  ^i  4+»-i  +  4j4+*-i  — +  AMSn^0. 

Stelt  men  in  de  primitieve  vergelijking 
ƒ(*)  =  *•  —  At  ar"-1  +  A%  **-*  —  At  **-*  +  .  • .  +AM  =  0 
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1  14       4 

xzz: — ,  dan    /indt  men  eene  vergelijking,   dié — ,  — ,  —  , 

y  abc 

-_. tot  wortels  heeft ;  berekent  men  dus  uit  de  waarden 

d 

der  coëfficiënten  van  ƒ  (y)  volgens  formule  (5)  de  waarden  van 

#i  i  S%  >  #,,....  dan  heeft  men  de  sommen   van   negatieve 

machten  van  wortels  der  vergelijking.     Men  zou  ook  voor  de 

negatieve    machten    der   wortels  rechtstreeks   formulen  kunnen 

opsporen ,   die    met    de   bovenstaanden   analoog  zijn ;   daartoe 

hadde  men  slechts  de  breuken 

4  4  4  4 

(x — a) '     (*— b) '     \x — c)  '     (*—  d) * 

te  ontwikkelen  volgens  de  positieve  machten  van  v,  om  dan 
te  vinden: 


mwm^i  —  A j  (m — 4) a?*""1  -f- —  4—t  

^z  —  8  |  — ■  S  i%  —  S  j#*  — 

waarin  8' , ,  S'i9S't  de  sommen  voorstellen  der  eerste ,  tweede , ,. 
negatieve  machten  van  de  wortels. 

2.  De  formule  (5),  die  wij  in  het  vorige  nummer  gevonden 
hebben ,   geeft  aanleiding  tot  de  oplossing  van  het  volgende 

Vraagstuk.  Fan  vier  getallen  is  gegeven  de  som  hunner 
eerste  machten  gelijk  aan  10 ,  hunner  tweede  machten  gelijk  aan 
30,  hunner  derde  machten  gelijk  aan  100,  hunner  vierde  machten 
gelijk  aan  354 ,  men  vraagt  naar  die  getallen  ? 

Aangezien  hier  gegeven  is  ^=40,  £,=30,  £s=400, 
8k  =:  354  ,  vinden  wij  uit  de  formule  (5)  van  het  vorige  N°. : 

Ai=Si  =i0 

i*a=i(—  8%+Ai8t)=m 

As-i(St-AiS1+AtSi)=b0 

Ak  =i (-S,  +  Ax St  -A%8%+  At  8t)  =r 24. 

Beschouwen  wij  dus  Sx ,  Si9  83 ,  Sh  als  de  machten  van  de 


r 
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wortels  eener  vergelijking,  dan  zal  op  grond  van  hei  vorige 
die  vergelijking  tot  coëfficiënten  hebben  At>  Af9  At%  Ak\  om 
de  gevraagde  getallen  te  vinden ,  heeft  men  dus  op  te  lossen 
de  vergelijking 

Xk  _  40**  +  35a1  —  80*  -f  24  =  0. 

Uit  deze  oplossing  ziet  men ,  dat  men  in  het  algemeen  n  ge- 
tallen kan  vinden ,  indien  gegeven  is  de  som  hunner  eerste , 
tweede , n&*-machten. 

Aanmerking*  //Deze  handelwijze  is  bekend  onder  den 
naam  van  theorema  van  Albert  Girard  ,  een  Nederlandsen 
Wiskundige  der  17<fe  eeuw/'  Lobatto,  Lessen  over  de 
Hoogere  Algebra ,  pag.  276»  Serret  geeft  in  zijnen  Court 
a*Alg.  stip.  dezelfde  formules  op  onder  den  titel  van  For- 
mules de  Newton  pour  Ie  calcul  des  sommes  de  puissances 
semblables  des  racines  d'une  équation.  Vergel,  het  aangeh. 
werk  pag,  373  van  het  eerste  deel  eqq.  Het  is  mogelijk 
dat  NfcWTON,  onbekend  met  Girard's  werk, deze  formulen 
op  nieuw  gevonden  heeft;  zeker  is  liet ,  dat  ze  gevonden 
worden  in  het  zeer  zeldzame ,  maar  hoogst  merkwaardige 
werkje:  Invention  nouvelle  en  l Agebre ,  tant  pour  la  solu- 
tion  dei  equations,  que  pour  reeoignoistte  Ie  nombre  des 
solutions  quelles  recoivent ,  avec  plusieurs  choses  qui  sons 
necessaires  d  laperfection  de  ceste  diuine  science ,  par  Alb. 
Girard.  A.  Amsterdam  MDCXXIX.  Ook  de  Gelder  heeft 
Girard  recht  doen  wedervaren. 


VRAAGSTUKKEN  TER  OPLOSSING. 


4.     Aan  welke  voorwaarden  moet  voldaan  worden,  opdat  de 
reeksen : 


x       .       x*        .       o;'        ,  ** 

1-f-ar       l-\-x%       I-j-*'        1  + 


e)   1  +  2'3  r  +  2'3'3  4  r»  +  M.4-3.4.5 T>+  2.3.4.8,3.4  S.6 r4 
'      ^i.6    ^1.2.6.7     ^1.2.3.6.7.8     ^1.2.3.4.6.7  8.9     ^ 

convergeeren  ? 

2.     Men  bepale  de  convergentie  of  divergentie  der  volgende 
reeksen :  i 

»  1 , 2 

;   (4aN-M*-M)*—16.*»  "r  (4«>+4.2*+l)«— 162* 


3 


»    •    •     •    • 


(4a*+4.8*+l)*— 16.3* 

c)    2-f-Jar+  V**  +  V**+ft**  + 

4(»»-l»)-H  4(*»-2>)-M 

'(4a*-M.l*+l)'— 16.1»  "*"  (4a*+4.2»+l)>— 16.S»  "*" 

4(a>— .3»)  +  !         -L_ 
"*"  (4a*+4.a*-f-l)M6.3»  "*"       * 


i 


227  Vraagst. 


.     a     .    g(g-f b)('2a+b)    .    a(a+bvpa+b)       {2a+b){4a+b)  , 
6)     e    +  c(c+rf)(2c+^)  "*"  c(c+rf)(2c+rf)    *  (2c+rf)(4c-M)  "*" 
,    a(a+6){2a+b)(U+b)     {<2a+b){4a+b)(Ga+b)    .    em 
"*"  c(c+^)(2c+^X3c-H)  *  (2c+d)(4<rH)(6c+tf)  "*" 

/)     >+*-f+*.t(f),+*-l4(T),+. 

H«+-ï)-i1H,+t)-,}+~ 

j  *  (i  —  co*8*)  (*  —  coa*  ^r) 

h)  i+h~^r^+i — ...    ...     + 

(1  —  cos**)  (4  —  co«»  ±)  (l  —  cot*  -l) 
4- 1  __ — . (-  ene. 

••*  •—•*''  «•••*' 

2  4  6 

boon  sin  —         boog  sin  —         boog  sin  — - 
J        x  x  2* 


i)    1-f- — -t 


aa?  , ± ox  L ._„         ox 


boog  tang  — -       boog  tang  — r-      boog  tang 


b  +  2ax%  °+  2«o?*  9         &  +  8aa?» 

J  \  M 

boog  sin  —  hoog  sin  —  boog  sin  -- 


/w*  »        è  ax  i  ox 

hoog  tang  t>^7      $00<7  te»^  ■      boog  tang 

9      °  h^r%ax%  6-\-bax*  b-\-l$ax% 

booasin —  boog  sin—-  boog  sin  ~-  boog  sin  — 

.  *        x  2#  8a:  4a? 


*^^H&    ^'^   l-"**+3=«    "^J+fe 

-f-  euz. 
M.B.    De  convergentie  van  de  bovenstaande  reeksen  ,  kan  bepaald 
worden  door  toepassing  van  §  23 ,  6. 
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3.     Door  toepassing  van  §23,8  uitspraak  te  doen  over  de 
convergentie  of  divergentie  van   de  volgende  reeksen: 

a)  log  i  +logV%-\-  log  fr-S  +  logfê  +  log  1^5  +  enz. 

b)  4  +  ft/e—  l )  +  (j^e— 1)  +  {^e— 4 )  +  (i^e— 4 )  -f  enz. 

C)  -i  +[/ _  («+lf  *  j  +  (/"-  («-M)    ®  j  + 

Ja1  —  (tf-H)"1  j  +  «w. 

'       „.    ,   )W1  +  2#)  —  ^2x         p(\  +  Sx)  — 1^3*    . 

«0  *  +  -* jpg H ^3  ^ 

"                1^4 
e)  am  x  -H  |  *w  f-  +  i  «i»  4"  +  l sin  4*  + 

4.     Door  d<ï  stellingen  van  §  28,  N°.  10,  11  of  32  te  beoor- 
deelen  of  de  volgende  reeksen  convergent  of  divergent  zijn : 

1/3  —  ^5       2^5  —  ^8       3^7  —  ^11     , 
H  J73  ~ 2Ï76         '         3^7 

|X5—^3     2^5-1/8     3^7-^11     4^9-j^U  +  enz 
^3       '      2J/5       *       3^7        '        4^9 

+ 11- (>7T+ P^+F^r  •  +  (p(ï3)  +  P(0) +  FpX))*"~ 

1/(1.2.3)5        (        V*       ï75  +  ^3  +  VV  V     ^ 
"   V(i.2.3)  +  1/(1.2.4)  +  i/(1.3.4)  +  k(2.3.4)/  *k'*  + 

+  Fdsaj}  +  enz' 


-* 
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c)   tin  4  4-  {  *«»  4  +  4  **»  4  +  l  •»"  4  +  4  «**  4  +  e"z. 

rf)  j  — «»  — o:»{4 — è(H-è**)*}  — »*f< — 1(4  +i«*)*} 

{*  -4(*  +4**)*}  —  »*{*  -M*  +  *»»)*} 
{1-4(1  +4**)'}  fi-4(< +*••)*  }-**  {*—*(<  -t-***)1} 

{<-4(*+W),H«-4(i+4«1)*}{i-4(i+4«,),}-enz- 

14  4 

*)  i  j f l. ; 1 ; —  +  eüZ. 

;       T  J/<log%  T  ak"%3  ^  flk"%4  T 

ƒ )  4  -f-  (1  —  tang  x)  -f-  (i  —  fai^ar)  (1  —  \  tang  i  a?)  + 
-f  (1  —  tang  x)  (1  —  J  te»£  $  *)  (1  —  |  fa«^  t  *)  + 
+  (1— fc*)(l  —  4fcl*)(l  —  tfrt*)(l--ifci*)  +  eDr. 

5.  Door  middel  van  §  23,  N°.  9  uitspraak  te  doen  over  de 
convergentie  of  divergentie  der  volgende  reeksen : 

«)   2+ü  +ü  +  ^+^+ei.z. 
'        '  2'        3*        4*        5T 

b\   JL     L+lf  +  JL      2  +  2«-l     1         3  +  2* 
J   2*1  '  i  +  3*      2{*  '  2  +  3*     2*"  '  3  +  3* 

,      1         4  +  2*   ,   AnB 

ltotf*        <?tang\x       Z^taug^x       k?tang\x 

6.  Door  middel  van  §  23  ,  N°.  11  over  de  convergentie  of 
divergentie  der  volgende  reeksen  uitspraak  te  doen : 

«)i+*-i72+^^ï73  +  *-*-*-F4  +  enï- 
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,      2.8.10     .„  c, i_>t.       1    w,        1    x, 

1.2.2.3.3.4       l       vaSl      2k«'*       3p«>  + 

2810.17  o       1  Mi lït.1    > 

^  1.2.2.3  3.4.4.»  K  *       pöJi1     2^*1  Jl1     3ï7a> 


{ 


1 — r —  l  +  enz. 


*)     1  H"  \  C09  x  +  4  SÖJff  •  W* 1-  \  C08  X  .  CO*—  t  C08—    + 

XXX 

-f-   4  co*  ar .  co*  -—  .  cos  —  .  co*  — . . 
*  2  3  4 

7.  Men  bcpale  eindeljjk  de  convergentie  of  divergentie  der 
volgende  reeksen ,  door  toepassing  van  een  der  in  den  tekst  op- 
gegeven eigenschappen : 

*)  „  L   ■*  ■ —  + 


•  **  i 

*T~   — .— ^ ——.——— •   -f-   CD7. 

a,4*+  «,4'~1  +  a,4*~*  +  .....<*, 


i 
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i  ><&'+**{&'+&■>(&' 


+ 


+  ÏMtijTV    +  '  * 


•    •    « 


i.  (     L    )*  \     1     '5 

II 
\x  ) 

1         q 

2.4 
4- 1 .   *   "    s*  w»  4^  4-  enz, 

(-ly  f-iv 


J-i)' 

4-e         ' 


K)8 

X  <*w  8*  +  ex  X  co*  ^  +  enz« 


8.     Wanneer  de  reeks 
tl  4 fl—  +         *«  +  ** uenz. 

convergeert,  convergeert  ook  de  reeks 

*o  4"  *i  +  i\  +  h  +  *i  +  enz- 

terwijl  deze  laatste  reeks  zal  divergeeren    indien  zulks  het  ge* 
val  is  met  de  reeks 

h       4.  *«  4.  *• l. 

Men  vraagt  dit  te  bewijzen. 


Vraagst.  232 

9.     Wanneer  men  uit  de  reeks 

die  slechts   positieve  termen  bevat ,    de  volgende  limieten  be- 
rekent : 


,=,,e^) 


enz. 

dan  zal  de  reeks  convergeeren  of  divergeeren ,  naarmate  de 
«erste  grootheid  Jif  A%t  A%  ......  welke  niet  nul  is,  posi- 
tief of  negatief  is. 

10.  Men  vraagt  door  de  methode  van  Foürrter  (zie  §  24 , 
1 — 10)  de  grenzen  te  bepalen  van  de  wortels  van  de  volgende 
vergelijkingen : 

a)  a?'  —  2a?8  —  8a?«  +  4a?*  —  5a?  +  6  as  0 

b)  a?8  -f  3a?*  -f  2**  —  3a?*  —  %r  —  2=  0 
<.)     x%  —  I0a?«  -f-  6a?  +  1  =  0 

d)  a?«  —  12a?5  -f  60a?*  +  123a?»  +  4567*  —  89012  =  0 

e)  a?«  +  0*  +  **  —  2a?»  -f  2j?  —  1  =  0. 

N.B.  In  a)  zijn  twee,  in  b)  twee,  in  d)  vier,  in  e)  vier 
imaginaire  wortels,  die  bij  eene  eerste  bewerking  in 
't  oog  vallen ,  over  de  andere  wortels ,  die  paarsgewijze 
voorkomen ,  moet  men  door  nadere  splitsing  trachten 
te  beslissen* 
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44.  Men  vraagt  naar  de  grenzen  van  den  grootsten  posi» 
tieven  wortel  van  de  vergelijkingen: 

xb  +  7#*  +  4a?*  — 20a?— 276  =  0 

xi  — .24*»  +  12a?  —  27  =  0 

#6  +  4a?»— 12**  — 275a? +14  =  0. 

42.  Men  vraagt  de  limiet  van  den  kleinsten  negatieven 
wortel  van  de  vergelijkingen: 

ar*  — 12**  +7=0 

*i  —  6a«*  +  2*  —  8  =  0 

«.8  __  5a-*  —  17  =  0. 

43.  Welke  zyn  de  limieten  van  de  wortels  van  de  verge- 
lijking : 

Zi(*)  =  0, 
indien    gegeven  is  : 

ƒ  (a?)  =  (*— 3)  (a?+4)  (#+5)  (a?+6)  (a?+7)=  0  ? 

44.  Door  middel  van  het  theorema  van  Sturm  (§25)  te 
beslissen  over  den  aard  der  wortels  van  de  vergelijkingen  : 

2**  —  11**  +  8.r  — 46  =  0 

x*  — 7a?*  +43a?*  -f- ar*  — 16*+4=o(Tweegelgke  wortels), 

x*  —2a?6  —  4a?*  +  a?  —  7  =  0 

a?8  H-a?*  —  **  —  a?  — 1  =  4. 

15.  Pas  ook  het  theorema  van  Stübm  toe  op  de  vergelij- 
kingen, die  opgegeven  zyn  onder  N\  10. 

46.  Door  hetzelfde  theorema  de  wortels  te  scheiden  van  de 
vergelijkingen : 

x% .+.  44a?»  —  402a?  +  484  =  0 
a?»  —  49a?4  4-  658*  —  4379  =  0. 

17.  Men  vraagt  door  toepassing  van  §  26  de  wortels  op  te 
sporen  van  de  volgende  vergelijkingen : 

*%  _  27#«  _  556a?*  +  40092*  — 15420  =  0 

««  —  2a?«  _  &r*  -H 26a?«  —  29a?*  —  72* -f-  480  =  0 

x*  _  3**  +  350**  +  384a?  -  2460  =  0. 
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N.B.       a)  Heeft   tot  wortels  12  en  35  en  de   beide  wortels 
van  de  vergelijking  x*  +  20#  —  S6  =  0 ; 

b)  heeft  tot  wortels   +3,  +  2,  —2,  —3,   en  de 
imaginaire  wortels  van  de  vergelijking  a?1  —  2ar-f-5=0; 

c)  heeft  tot  wortels  2  en  —  3  en  de  imaginaire  wor- 
tels van  de  vergelijking  a?1  —  4a?  4-  360  =  0. 

18.  Men  vraagt  door  de  benaderingsmethoden  van  Newton, 
Lagbakge,  Fotjrbier,  Horneb  en  Ruthebford  op  te  lossen 
<le  volgende  vergelijkingen : 

a)  a?«  —  3a?  —  I  =  0  (Zie  ook  §  14.) 

b)  a?«  —  22a?  —  24  =  0  (Zie  ook  §  14.) 

c)  a?«  -fa?»  +.*  — 100  =  0 

d)  2a?«  +  2x*  —  4x  —  10  =  0 

e)  a>*  —  **  +  2a?*  +a?  —  4  =  0 

/)  a?«  —  3a?*  +  2*«  —  3**—  2a?—  2  =  0 
y)  x*  +  2a?*  +  3a?»+4a?»^-5*  — 20  =  0 
k)      a?8  +  4a«  —  3a?*  —  16a?»  +  1U*  + 12<c—  9  =  0. 


Antwoorden : 


•) 


1,879385242 

—  1,532038886 

—  0,347296355 


o) 


•) 


*) 


►,2644299731 
2  imaginaire  wortels. 

+  1,146994592 
— 1>090593586 
2  imag.  wortels. 

1,125790 


*)         5,1622776601 

—  1,1622776601 

—  4 

d)         1,6248190836 
2  imaginaire  wortels. 

/)         1,059109003461882 
4  imag,  wortels. 

h)  _l,_3,_3,+l,+i,+i. 


4  imaginaire. 
19.     Welke  zijn  de  wortels  van  de  volgende  vergelijkingen: 

a)  6a?»  -f  5a?«  —  38s*  -f  5*  +  6  =  0; 

b)  4a?«  —  21a?*  -f  25a?*  —  25a?*  +  21a?  —  4  =  0; 

c)  2a?*+3a?«+a?*-f  3a?  +  2  =  0; 

d)  a?«  +  *«  +  a?*  -f  **  +  a?*  +  a?  + 1  =  0  ? 
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20.     Herleidt  tot  de  som  of  het  verschil   van    eenvoudige 
gebrokens  de  volgende  vormen  : 

«»  _  bx2 

a)    -7 -7 ; 

a\a — #)(a-f«) 

»x        3*  —  5 


x*  —  6x+ï' 

4aV  —  ±bx* 

c)   — ; 5 — ; 

ar  —  x* 


d)      2"* 


(*  +  *)2 


•) 


a?2 


s*  _  ^  _  „sj.  _|_  a* ' 

n  (x—\)*{x+\y' 

v     a-\-bx m 

9)    {x-  l)(^  +  a?+l); 

5  — 3a 


*) 


(3  +  2a  +  4a*)3 ' 


k)   4a*+61x*+l0x*+2$6x*+Ux*  +  WZ*2  +  b99  +  25$  t 
'   '  (2*2  +  3)2  (*3  +  #*  +  5x  +  5)*  ; 


0 


faf  +  Pt*^1  +  Pgs»"1  +  enz.      . 

.ff» ii|  •  •  •  o •  0|  •  t  •  jf ,  Jl  •  •  •  t/  •  C/|  ••• 


waarin: 

22   =z#  —  a 

22   =  #  —  d 

B'  S  ongelijke  reëele  factoren  , 

•     o      •      •      •      • 

8  =(x—d)r 

#!=(#—  e)'  \    gelijke  rtèele  factoren, 


i 

i 
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T  =  a?2  +  2«a?  4-  «'  +  f 

Tx  =  a?a  +  2a'a?  +  a'2  +  £'3  \  imaginaire  ongel,  fiact. 


ü  =  (a?s  +  2ya? .+ f  +  *')' 

CT,  ==(V  +  2/a?  +  /3 +<?*)*  f  gel.  imag.  factoren. 


voorstellen. 

21.     Men  vraagt  de  volgende  breuken  zonder  rechtstreeksche 
optelling  of  aftrekking  tot  eene  breuk  te  herleiden : 


0  —  6        4a?— 5        3a?  — 4        #  —  2' 

*)       '       +       2       +       3        +       * 


#  —  2    '   2a?  — 3    '    2a?  —  5    '   4a?  — 5 

22.    Herleidt  tot  wederkeerende  reeksen : 
2s  +  2 
a?'  +  4a?  —  l5 


•) 


'  (i  +  «)  (!-«)•• 

'  (1—  a>)(4— *')(4  — 3')* 
d) 


e) 


4  —  ga?  +  8a?8 

\sx — Bx^x  +  24a?1j^#  —  18&V"* ' 

4  — i^a 


—  6  —  if  a?  +  i^a?9' 

23.  Welke  is  de  voortbrengende  breuk  van  de  reeksen : 

a)    4  +  3a?  4-  4a?2  +  7a?8  +  44a?4  +  48a?6  +  enz., 
6)    4  +  2a?2  +  2**  +  6a?4  -f  40**  +  enz., 
c)    4  +  4a?  +  44a?3  +  46a?'  +  446a-4  4-  enz,, 
indien  men  weet ,  dat  de  noemer  van  den  tweeden  graad  is  ? 

24.  Welke  is  de  voortbrengende  breuk  van  de  reeksen 

a)  4  +  2j?  4-  3*'  +  8*5  +  43a?4  +  38a?'*  +  enz. 

b)  4  +  3a?  +  W  +  23a?*  4-  57a?4  +  435a?6  +  enz., 
indien  de  noemer  der  beide  breuken  van  den  derden  graad  is  ? 
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25.  De  derde  term  eener  weder keerige  reeks  is  17a?2.  Men 
vraagt  naar  de  voortbrengende  breuk,  indien  d*  noemer  der 
voortbrengende  breuk  1  —  6a?  —  5a?3  is. 

26.  Eene  wederkeerige  reeks  beeft  tot  eersten  term  9 ,  tot 
tweeden  —7»,  tot  15den  — 31a?1*  en  tot  zestienden  +  3 3*18. 
Men  vraagt  naar  die  reeks,  indien  de  noemer  der  voortbren- 
gende breuk  1  —  2a?  —  x1  i?. 

27.  Men  vraagt   de  voortbrengende  breuk  van   de  weder- 
^     keerige  reeks 

1  +  32a?  +  24&r2  +  1024a3  +  enz. 

28.  Hoe  bewijst  men  dat 

5)   K(4  +  K7)  +  K(4-k  7)  =V  (1  +  ^  +  ^04  + 

,      S.18.25     j \, 

29.  Ontwikkelt  in  eene  reeks  de  uitdrukkingen : 
a)  .       (K(l+*»)  +  lp 

.  1  —  2a?  cos  y  -f-  *&  c0*  %9 

'  (1  — 2a?CM9  +  »2)9     " 

30.  Men  trachte  te  bewijzen: 

=+[t+ia)5+ia)34taj4+ j= 

=  i  +  2^+OÏ+  4lF  +  en?'  = 


I 

I 
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_4      .4      ,1,4, 

~  5»       S»      5»       2'  "*" 

~  {*  ~  4*  T  4*        |ï^ 

,4.1      ,4     ,4     , 

~r6»6»6*~r6"«"t" 

+  L  +  L  +  i_  +  i_  + 

8*        8»        8«  ^  5*       


B8  90        ,  I 

8737       9.44.3"   T  '  '         1   ^ 


-8l3TF 

_i_  « f  73    4-     169     4-        265  \    _ 

H"*lE*7+  Trn  +  m?r^ J  — 

24/4    .*      4  -l2-4      *     .2.4.6      4      ,  \ 

=4uv1+  3  •^ö+a•^ü"'  +  3X7•^F"+"•  *  ■/ 

.86c,,    2       2        2.4/2  y,   24.6/ 2  y  > 

_32c,       2      4     ,2.4      4     ,2.4.6        4  } 

.    28  o    ,    2      4    .SU      4        2.4.6      4_l 
+  B5rT8'  80  T  3.5  '  SÖ>      3.8.7  '  80' J  ^ 

,404  c,.    2       4     ,2.4       4        2^       4_  ,       >_ 

+4TÖ  t    +  "5  '  475  +£5  '  47ÖÏ+TO  *  T70*  +  ""S  — 

34.     Men  bewjjie: 
a)  1  =  i te*y £  H-g-,  >«*<7  £-  +  j-,  '«V  £  +  eni. 

V)    ±  -  i  fa*/ .*  +  ^  tov  £  +  *  |  fr,, £  +  enï. 
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O' 


32.     Men  doe  uitspraak  over  de  convergentie  of  divergentie 
der  volgende  producten: 


17 

I  0\*7 


b)   (4  +  ^£)(4  —  ^^|)»(l+^^*)f(l-^V/V),f 

')  ^  (^)'  (i^)'  (j^)' 


§  •  ••■ 


33.  Men  ontwikkele: 

b)  \  -vi-*'\'K •«•**•  W 

34.  Men  vraagt  te  bewijzen : 

•>£T-(1+5K«+éXtJ-éX1+iii)-- 

i'+'*-K'+ »('+©(• +£-)('+&)• 

35.  Indien  gegeven  is: 

\ 

y 

vraagt  men  te  bewijzen ,  dat  men  voor  geheele  positieve  waar* 
den  van  n  ,    altijd  heeft : 

2  cos  «#  =  «*-(-  — . 

36.  Men  vraagt  naar  de  waarden  van  x  in  de  vergelijkingen : 

o)  4*"»  —  4  =  0 

b)  2*'  —  4=0 

-    c)  5#i  +  9  =  0 

<7)  2*8  +  7  =  0 
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/)  tang  *=*  +  {*> +^*>  +  st^j*7  eïl?- 


3.5 

#        l  7 


s3  -f-  enz. 


37.  Bewijs  dat  de  complexe  vormen  cos  (a+bï) ,  tang  (a+bi)  , 
sec(a  +  bi)>  cosec  (a  +  bi) ,  sin  vers  (a-\-bï)  allen  van  de  ge- 
daante A  +  Bi  zijn.  1 

38.  Men  beslisse  over  de  convergentie  of  divergentie  der 
volgende  dubbele  reeksen : 

«)  i— *  +  *—  i+  i  —  *+  4  • 
-*  +  *-*+  i-iV+A-iV  • 
+*-*+*- i  +,J5-^r  +  A-  • 


+*-*+* 


II 


JL    _ „  _1 I L 

i"i        1 8  ~  » t 


b)     elog<l  +  elog $  +  *log $  +  Hog  %  +  Hog $  +  .... 

+€log^2  +  %g^i+Hog^±  +  f!log$'i  +  '^1^$+  .  .  .  . 


•  •  .  • 


•  • 


e) 


1  — 


2.5      2.5 


i 


2.5 


+i  — 


2.5 
1.3 


4.5  ^  4.5 


8 


8.5 


IJS 
8.5 


27 
3.6 

2.7 


2.5 
1.3 


3.6  +  2.5 

2^,1^ 
3.6  ""*"  4.5 

27     y 

3.6       8.5 


27 
3.6 

27 
3.6 

27 

3.6 

27 
3.6 


SL8 
47 

3^ 
4.7 

3^ 
4.7 

3^8 
4.7" 


+ 


z./     a.o    i 


.  •  .  .  . 
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,15  .  2.5    «M^^ö    3UB    47      2.5    «Mi    47     8j*_eïlz 
33  ^  3.4 '  4.5      3.4  '  4.5  '  5.6  "*"  SJ  '  4.5  '  5.6  '  67 

t  ,  ^5 2^5    W.Jjö   3.6  47 2L5   3^  47   5.8  , 

*■*" 9.4  —  42.4'  4.5"*"45.4'4.B'B.6      48.4 '4.5 '5.6  '67"1"* -i  * 

,  2.5  ,  JJ>   &6 ^5   3_6  4  7,       3,5   3j6  47   ÖJ*  , 

K+      27.4"*" 48.4  '4.5      75.4  '4.5  '5  6      408  4' 4.5  #5  6*67  •    #" 


:e 


]«r 


L    ,   Jjj 2JJ  3J5  , 2;»   3j>  47 2_5  3^6   47  8.8  . 

+  -t~81.4      192,4 '  4.5  "1~  375.4  4.8  '5.6      648.4  '  4.5 '  5.6 '  677  "*" 


'%  (f) — <%  (♦) + •**  (I)  - '%  ( V) + *%  ( V) — 

+  '%  Hl)— **W(|) +'%f(*)  -'%H  V)  +  '«vH  V)- 

+  *%  »Hi ) — '%iKf ) + ^.#-(4) — <%*-(  V ) + '*wK  V) 


39.     Uit  de  convergeereude  dubbele  reeks  : 

j_J_  .   J 1 .   J 4      , 

^2  "*"  |/3       yi~*~  V$      F8  "*" 


«  •  • 


1  •  •  • 


•  •  • 


.  *  *  . 


t"r2|/2      2j/'3"r2k'4      V5      2p^ 

.    t_     i        .    J i_-4-J *      _|- 

"t"t    W%    $v*    sv^an    Wh     

_,  .  j L-i-J *   -»-J 

t"1"4k'2      ky/Z^kVk      4|/'5"r4|/'6      


ontstaan  door  andere  rangschikking  de  reeksen: 

i,     4  4     ,     4     ,     4  4 

1+ï73~i72"hP5H"l77~P4  + 

14  4  4  4 

"""*  +  2P2  —  2p3  +  V4  *~~  2^5  +  2p6 
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4      .      4 .      I 

3~FI      3^B^~3k7 


1 


! 


4|^3 
1 


1^ 
4 


4^8 
1 


3»^4 

JL. 

4^-6 

1 


•  •  •  •  » 


8^3      8i^2  '  8^5  '    8|W      8^4 


en 


4  — 


K2 
1 


4 


4 
4 


J _L  + 

V<^8        jr'ö 


-4.1  —        ^         -t-        *         -         *         -L.        * 

"rt      5i7S      3k3      3|/4       3k8 


3^6 


•  t 


+  *- 


+  4- 


2^2 

_1_ 
8^2 

4 


2^3  T  2^-4      2k8  ^  2i^6       '  * 


4 

8j/3 

1 

7K2  '  7^% 


*-=-^-=  — 


8i/4      8^8      8j^6 

_    4 .    J 4 

V4TV8      7P:g'"t",, 


-*+™- 


JL+ J J_-»-   V 

4^2       4^3       4i/4      4>8       4^70 


•  • 


Zijn  deze  beide  reeksen  met  de  eerste  te  gelyk  convergent 
of  niet  ? 

40.     Men  vraagt  de  breuken  ,  die  de    volgende  betrekkings- 
wijzers hebben: 

a)  {i,  3,  3,  4,  2,  3,4,  2}. 

4)  {1,2,4,4,1,3,2,4,4,2,3}. 

c)  {4;  1,  3,  4,$}. 

i)  {8;  $.2,4,1,  7,  4,1,  2,  8,  10}. 

«)     {•;*.«}. 

/)     {2,  I.  3,  4,  8,  6,  $}. 


[ 

I 

l 
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41 .  Herleidt  tot  kettingbreuken  : 
v  4  +  3a?— 4** 

,K  I  -f- x  -4- x%  -f*  **  +  x%  -f-  X% 

}   4  +  2a?  +  3a?»  +  4a?'  +  öa*  +  6*«  +  7a?«' 
e)    ^81 ,  ^53  ,  ük65. 

42.  Zijn  de  volgende  kettingbreuken  convergent  of  divergent : 

*    J3*     4*     5«     6« 
*j    |4    '  2   '  3   '  4   ••'•  \' 

ft    (1.2    2.3    3  4    45         . 

*  2  '  2*  '  2»  '  2*  ' "  *  )• 

%    (  4      4.2»    2*.3*    3».4*         ^ 

*  2  '    3*    '    4»    '    5*    ••••)• 

J-         L        J_  * 

4.2        2.3         3.4        O 


I   .    n  n        .   rr 


•  i  •  • 

n 


43.    Men  bewijze : 

1/2=  f-|  {-6,  -6,-6 }  = 

=  V  —  i  {—3*.  —34,  —34 }  = 

=  i  +  i  {**,  **.  H }• 

^7=3+Tv(6+{485,^85 }) 
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44.    Men  vraagt   in  kettingbreuken  te  ontwikkelen  de  vol- 
gende  reeksen: 

a)     1  -f-  at*  -f-  a%x*  +  azx%  -|- 


*>?  +  &  +  =*  +  !-*+ 

X  X*  X*  X* 

ï    4  -t- *'4  4-  *-3-4'6  -I-  *384-6-8     4- 
c;      ~*"2.6  "1"  25.6.9  "*"  2.5.8.6.9.12  "*" 

45.    Men  bewijze : 
1 


*•= 


I--* 


4  + 


*-_ £ 


s  +  Jï 


4_i£ 


5+-^ 


6-   to 


7  «+■  enz. 
46.     Eveneens  toone  men  aan: 

elog  (!+*)= 


*+-£ 


2H £ 


3+i£ 


2+Jï 


5  +  Jï 


3* 


7  +   4* 


2  +  enz. 
47.    Hoe  vindt  men: 
fa»^  x  ss 


i.  * 


8— f! 


5#* 


7—   A 

9  —  enz. 
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48.     Indien  men  in  de  functie 

2x  —  sin  2x 
*i»3  x 

sin  \x  gelijk  neemt  aan  y,  dan  is  zij  ontwikkelbaar  in  de  reeks 


3   ^  3.5y^3.ö.7y   n 

r  3.877.9  9   "*" 

en  in  de  kettingbreuk 

4 

3 

•-*» 

i-f-—  v 

4       5.8 

l  — - — 

7.9 

9 

1  — 

14 
"9.«y 

1        7*0 
M.13y 

1  —  enz. 
Men  vraagt  naar  bet  bewijs. 

49.  Indien  gegeven  is 

j  (w)(i-^^1Xi-/X<-/+i)T.  , 

(l-?Xi-?»Xi-/)(*-?r  4) 

dan  vraagt  men  deze  reeks  in  eene  kettingbreuk  te  ontwikkelen. 

50.  Men  vraagt  de  som  der  volgende  reeksen 

a)  x cos  <p  -f-  a  •  i  «*  cos  2^/  -f-  -J-  •  q^j*3  co*  3^  + 

2  4 

1    , 1.3.5   4       ,      i 


Vraagat.  246 

b)       xsin  <p  +  £ .  £*«  sin  2<p  +  |  .i^*3 «*  8*  + 

+  4.  }£•'*<•+.•... 

1  4 

e)  x m  <p  +  —  *•  *t»2p  +  g-g-  i ** ***  ** 


ERRATA. 

Den  leger  wordt  verzoekt  de  volgende  mmtellingen 
met  de  pen  te  verbeteren. 


EEB8TE   DEEL. 


BI.    22, 


regel  14v.o.,*foatf:£i--;  moet  zyn:!Ll-. 


n 

112, 

is  in 

i  de  figuu 

r  de  Jijn  EC  vergeten. 

9 

115, 

regel 

21  v.  b.,  staat:  middellijnen ;  moet  zijn . 

•  stralen. 

9 

116, 

tt 

1  v.  b., 

9 

P*—p    ;    9 

9 

P'— f 

9 

// 

9 

8  v.  bv 

H 

p—p    ;   n 

9 

P'—P 

■  9 

n 

tt 

7  v.  o., 

H 

6 

y=—  ;    9 

a 

II 

5 

9 

117. 

ft 

9  v.  b., 

9 

y=i{T*/;    n 

9  ! 

<=i{±f- 

9 

180, 

n 

18  v.  o., 

9 

tvnz=zcxy\     „ 

// 

zvuz=.cxy 

9 

V 

tt 

5  v.  o., 

9 

nayzneev;     „ 

9 

uxy  =r  ezp 

9 

9 

tt 

8  v.  o., 

* 

«=±^ctf,enz/,    tf 

9 

u=±l/ce. 

1                  tl 

128, 

n 

16  v.  b., 

tt 

(A)      i     , 

H 

(1) 

I                   * 

1 

n 

tt 

18v.b., 

II 

— iV»B* ;   » 

II 

tV*1 

9 

ti 

tf 

24  v.  b., 

9 

+  D4   ;     h 

9 

DA* 

ff 

181, 

tf 

4  v.  b.f 

9 

Xt=ap-j-oq;     „ 

n  xt=zap-\-atq 

9 

H 

tt 

5  v.  b., 

9 

Bt=a*p+aq;   w 

ti  i 

vt=zatp-\-aq 

n 

H 

9 

12  v,  o., 

9 

«(«»—  Pj>P;   „ 

9 

*(**—*)>  Q 

ff 

133, 

9 

8  v.  o., 

9 

"a*^  l4  ~  Jfk*  + §&*' '  *»*  & 

■ 

—  .11  ZE 

2  ^ 

l*- 

27*  +  24T 

9 

184, 

9 

5  v.  o., 

9 

55918               , 
4762969 '      m°et 

zijn: 

55913 
4782969 

ff 

135, 

9 

6  v;  b., 

9 

logk*  ;           f. 

9 

logh* 

E   R   B   A   T   A. 


BI.  1 35  ,  regel  6  v.  b.,  staat ,  —^fö  ;  moet  zijn  ,  -^-g— 
h    136,     ft    14  v.  b..  te  veranderen  in  den  volgenden: 

„    188,  regel  10  v.  b.,  ttaat :   iQ%<s\p>;    moet  zijn:   iO,<TVf' 


//      ff 
*    148 

//  // 


V 

0 

0 
0 


1' 

0 


w 

V 

0 
0 


II       13  V,  b.,      ii 

9  v.  b.,     ii 
12v.b.,     » 


ii 


n 


156 

0 


»     * 

0 


0 

157, 
163, 


1  v.  b.,  é 

7  v.  o.,  * 

5  V.  O.,  r 

10  v.  b.,  g 

8  v.  o.,  * 


voor 

Q 


tt      ii 
n      ii 


0 

tt 
0 


door 

"  ft? 

2^  =  y 


1  *sb*~  a* 


*     166,  3eantw.,wo^  zijn:  ar  =  ± — ^      « 

a  ii 


0       r       regel  1  v.  o.,  «faal  ; 

*  474,     ,     7  v.  b., 

0-  185  ,     *     4  v.  o., 

«  236,     *     4v.b., 


*  *  4  v,  b., 
,  12  v.  b., 

*  #  13  v.  b., 

238 ,  »  6  v.  o., 

*  *  4  v.  o., 
239  ,  *  9  v.  b., 

*  0  10  v.  o., 


18 

(2r*-f-«) 

.&£) 
1 

+  47 

*=— 1 

a — p 


moetzyn:        12. 


5jH-3 
8 


0 


0 


0 

0 

Ê 

0 


t 
K 

0 


rx-\-s 

/,(/») 

4 

^-, 
*— * 

i.2  j 
—17 

/(f)=%r» 
P=-l 

# — p 


0     243 ,     #      3  v.  b.,  moet  o/  weggelaten  worden. 

*     244,     <      8v,o,,  staat:  2na^%x;  moeLzijn:  2«V-.T# 
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244 ,  regel  7  v.  o.,  staat :      %va      ^x  \      moet  zijn  :       2ay     gg 

*  245,  è  14v.  b.,  »  ^ix=iPmsf^i ;  »  »  <pt(x)=:mPxmmmi 

,  255,  #  2v.o.,  »            +&*3  *  „         —42a3 

ir  256,  ,  6v.  b.,  0               39*  *  #            49a? 

|r  *  »  7v. b.,  *  4  eenheden;  *  »  ééne  eenheid. 

De  fouten  in  het  2e  deel  zullen  later  opgegeven  worden. — 
Voor  de  aanwijzing  van  misrekeningen,  enz.  houdt  de  schrijver 
zich  intusschen  aanbevolen. 
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